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RESUMEN

Este material pretende ser un material para la reflexion didactica a partir de la obra matematica denominada
“Teorema de Pitagoras”, consiste de una secuencia didactica propuesta como taller con una semana de
duracion utilizando diferentes técnicas demostrativas e interactivas, con actividades donde se reconstruyen
algunas de las demostraciones mas famosas de este teorema que consideramos el mas conocido y didactico
de los teoremas matematicos. Permite la elaboracién de situaciones didacticas que tienen una recuperacion
historica, las cuales seran objeto de un proceso de analisis utilizando ingenieria didactica.

ABSTRACT

This material is intended to be a didactic material for reflection from the mathematical work called
"Pythagoras Theorem," consists of a sequence didactic proposal as a workshop with a weeklong
demonstration using different techniques and interactive, where activities are reconstructed some of
demonstrations of this most famous theorem believe that the most famous and teaching of mathematical
theorems. Allows development of teaching situations that have a historic recovery, which will be subjected
to a process of analysis using engineering teaching.

1 Introduccion:

El problema detectado dentro del CBTIS 206, partiendo de un analisis situacional del
plantel, el curriculo actual, las didacticas aplicadas, los medios y recursos didacticos de
este bachillerato, con la reforma del bachillerato tecnologico, implementado e afio a partir
del aflo 2004, y considerando las evaluaciones en todos los niveles (estatal, nacional e
internacional) detectamos que es necesario un programa de formacion docente en
matematicas, por lo que diseflamos un taller sobre el Teorema de Pitigoras, que se
propone ilustrar la utilizacion de las situaciones didacticas, empleando estrategias
centradas en el aprendizaje, que tomen como base el constructivismo social y la
utilizacion de madltiples representaciones y hacerlo utilizando todos los recursos
disponibles en el plantel.

2 Marco Teorico:

La ingenieria didactica, metodologia de este trabajo nace de la didactica de las
matematicas francesa, recuperando en ella las realizaciones tecnolégicas de los hallazgos
de la teoria de las Situaciones Did4cticas de BROUSSEAU y de la Transposicion
Didactica de CHEVALLARD , que tienen una vision sistémica al considerar a la
didactica de las matematicas como el estudio de las interacciones entre un saber, un
sistema educativo y los alumnos, con objeto de optimizar los modos de apropiacion de
este saber por el sujeto.

“Con la teoria de las situaciones didacticas se estudian y modelan fenémenos didacticos
que ocurren cuando un profesor se propone ensefiar un teorema...”, es decir, esta teoria
“permite disefiar y explorar un conjunto de secuencias de clase concebidas por el profesor



con le fin de disponer de un medio para realizar un cierto proyecto de aprendizaje”. La
teoria propone que se estudien las condiciones en las cuales se constituyen los
conocimientos y a partir del control de estas condiciones se reproducen y optimizan los
procesos de adquisicion del conocimiento escolar. Es deseable que el profesor se convierta
en un investigador para que observe y analice estas condiciones y a partir de sus resultados
de investigacion, disefie, implemente y analice los resultados. Es esencial el caracter
intencional de las secuencias construidas con el propoésito especifico de que alguien
aprenda algo. Aun cuando una situacion didactica fracase su analisis puede aportar a la
didactica'.

Para poder iniciar el estudio de cualquier objeto matematico es necesario abordar el
aspecto cognitivo que esto implica y recurrimos a la teoria de VERGNAUD quien nos
afirma: “La teoria de los campos conceptuales supone que el amago del desarrollo
cognitivo es la conceptualizacion™ y también especifica “Campo conceptual es, para él,
un conjunto informal y heterogéneo de problemas, situaciones, conceptos, relaciones,
estructuras, contenidos y operaciones del pensamiento, conectados unos a otros vy,
probablemente, entrelazados durante el proceso de adquisicion™". Esta teoria también nos
permite el estudio del aprendizaje de competencias complejas. Otros conceptos
importantes de esta teoria son el esquema y el invariante operatorio (teorema en accion).
VERGNAU define el concepto como un triplete de tres conjuntos: Situaciones (referente),
invariantes (significado) y representaciones (significado), Los ingredientes de los
esquemas son las metas y anticipaciones, que permiten descubrir la finalidad de las
situaciones, las reglas de accién que proporcionan continuidad de las secuencias de
accion; los invariantes operatorios obtiene la informacién pertinente para deducir la meta 'y
las reglas; y las posibilidades de inferencia.

3 Propuesta Didactica:

La secuencia didactica desarrolla un conjunto de situaciones, ubicadas segun los
siguientes contenidos, utilizando la modelacion con las técnicas de: tablas, cortar y pegar,
tablas, geometria, algebra y geometria dinamica, empleando las nuevas tecnologias.

Aqui se presentan en conjuntos de actividades, ordenadas en situaciones didacticas que
favorezcan su posterior analisis y estudio GARCIADIEGO significo una motivacion para
este taller por su comentario:

“...el estudio de la historia y filosofia de las matematicas puede arrojar luz para
percatarse sobre la existencia de conflictos cognitivos en la practica docente. Cuando por
fines didacticos se simplifica un concepto matematico, surgen confusiones metodolégicas
que se convierten en barreras infranqueables para el estudiante. Tanto maestros como
alumnos no so6lo desconocen los origenes y las causas de un conflicto de esta naturaleza
en el aprendizaje de las matematicas, sino que en ocasiones tal confusion es
inadvertida.”""

Divulgar diferentes demostraciones, sensibilizar a los profesores sobre diferentes
representaciones lo que denomina VERGNAUD esquemas y asegura que el desarrollo
cognitivo se logra a través del desarrollo de una amplia variedad de esquemas.

Este taller se disefio con el objeto de atender la necesidad formar maestros de matematicas
en el Bachillerato Tecnoldgico y en este sentido tomamos como guia a GODINO el cual
es un referente necesario al darnos a conocer los principios y estdndares del NTCM de la
ensefianza de las matematicas: Equidad entendida como excelencia en la ensefianza para
todos, sobre el curriculo que debe ser coherente de interés e importante, la ensefianza
proponer desafios reales y constante observacion y de apoyo, el aprendizaje basado en
estrategias constructivas que impliquen actividades de reflexion y colaboracion,



evaluacion que aporte informacion y de importancia, el empleo de Tecnologia que
estimule y motive para continuar conociendo la gran obra de las matematicas."

Contenido de la Secuencia Didactica:

Representaciones Tabulares (Triadas babildnicas)
Representaciones Geométricas y Cartesianas. (Descartes)
Representaciones en Geometria Dinamica (Euclides y Pappus)
Representacion Lenguaje Natural

Representaciones Algebraicas. (Vieta)

Elaboracion de carteles. (Ibn Qurra, Da Vinci)

ok ownE

3.1 ¢ Pitagoras en Babilonia?

“La tableta PLIMPTON 322 (figura 1) se recuperd de un lugar desconocido en el
desierto de Iraq, al parecer originalmente fue escrito alrededor de 1800 AC. Ahora se
encuentra en la Universidad de Columbia. Esta tableta se ha interpretado como una
relacion de tripletas pitagorica.” "

No es probable que sea una coincidencia que tanto los valores de p y g asociados a las
filas de la tableta son regulares, y en el hecho de que en todos menos uno de los casos la
expansion de 1/p y 1/q aparecen en los cuadros de reciprocos que se han encontrado.
Parece plausible, que los babilonios supieron generar tripletas pitagéricas primitivas.
Sabemos como se construyd la pastilla, pero no conocemos exactamente la razén por la
que fue construido. La orden de las filas en funcion del tamafio de la primera columna
sugiere que podria haber sido utilizado en una forma de la trigonometria. Quizas fue
construido a partir de Pitagoras triples s6lo para hacer més fécil la aritmética.

SECUENCIA 1 DESCUBRIENDO RELACIONES EN TRIANGULOS

ACTIVIDAD 1 En forma individual construye la TABLA 1:

ACTIVIDAD 2 En forma personal dibuja los tridngulos rectangulos (segun indique el
mediador), tomando como catetos los valores de las columnas 3 y 4 y mide la hipotenusa
(el lado mas largo)

ACTIVIDAD 3 Trabajando individualmente con los tridngulos obtenidos en el punto
anterior, bisecta los a&ngulos de cada triangulo y dibuja el circulo interior, mide su radio.
ACTIVIDAD 4 A partir de las figuras construidas, jantense en equipos para llenar la
siguiente tabla. Donde obtiene midiendo a c la hipotenusa y d el diametro del circulo.
TABLA 2.

ACTIVIDAD 5 En forma individual analiza y resuelve los siguientes tres pasos.

Busca una relacion lineal entre las cuatro columnas del paso anterior, exprésala
algebraicamente.

ACTIVIDAD 6 Regresa a los triangulos rectangulos obtenidos en el paso 3 y escribe una
ecuacion que exprese mas claramente tu descubrimiento.

ACTIVIDAD 7 Encuentra alguna relacién algebraica entre los lados del triangulo a, b y c.
ACTIVIDAD 8 Comparte tus resultados con tu equipo y socializa las siguientes
reflexiones:

¢Por qué corresponde la hipotenusa al valor p2+qg2? ¢Expliquen las coincidencias? ¢Son
equivalentes los resultados de las actividades 5, 6 y 7?

3.2. La Media Geométrica



DESCARTES nos muestra en el inicio del anexo de su obra “El Discurso del Método”,
aun cuando se sugiere que este discurso es un prologo a su obra principal, como podemos
obtener la raiz cuadrada de una cantidad dada utilizando Unicamente la geometria ““Si la
raiz cuadrada de GH es deseada, agrego a lo largo de la misma linea recta, una linea FG
igual a la unidad; entonces, bisecto FH a K, describo el circulo FIH con K como centro,
dibujo desde G una perpendicular que se extienda hasta I, asi Gl es la raiz requerida.”
Y'(figura2)

Euclides nos habla en la proposicion 14 del libro 1l de “Construir un cuadrado igual a una
figura rectilinea dada” y el trabajo por él desarrollado en su demostracion es el equivalente
al significado actual de la media geométrica.

SECUENCIA2

ACTIVIDAD 1 Dibuja en forma individual semicircunferencias con diametros de 3 a 17
cm. Traza una perpendicular en un punto D sobre el didmetro a una distancia de una
unidad de uno de los extremos B. Mide la recta perpendicular DS (como en la figura 3).
Construye una tabla con AD y DS

ACTIVIDAD 2 Dibuja en forma individual 5 semicircunferencias de 17 cm de didmetro.
Llena cinco tablas trazando la perpendicular en diferentes puntos sobre el diametro.
Construye una tabla con AD, DBy DS.

ACTIVIDAD 3 Dibuja en forma individual 5 semicircunferencias con didmetro. Llena
cinco tablas trazando la perpendicular en diferentes puntos sobre el didmetro. Construye
una tabla con CD, CB y DS.

ACTIVIDAD 4 Analiza con tus compafieros los resultados y socializa tus conclusiones
presentando una hoja de rotafolio con los esquemas y dibujos que ilustren su conclusion
de equipo.

3.3 Nuevas Tecnologias y Pitagoras.

GARCIADIEGO muestra en este articulo a profundidad la demostracion geométrica que
hizo Euclides, la traduce de la version en ingles de HEATH, hace comentarios sobre los
problemas cognitivos que tienen los estudiantes, como el hecho de que cumple solo para
algunos numeros, con el objeto de tener un enunciado verbal (representacion natural)
colocamos aqui “‘La proposicion 47 del primer libro de Euclides, que se conoce como
teorema de Pitagoras, afirma que en los triangulos rectangulos el cuadrado del lado que
subtiende el angulo recto es igual a los cuadrados de los lados que comprenden el angulo
recto. En otras palabras, en todo tridngulo rectangulo el area del cuadrado construido
sobre la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre
los catetos (véase Figura 4). Si A es el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa y
B y C son las areas correspondientes a los cuadrados construidos sobre los catetos,
entonces A=B+C”

Al efectuar un breve analisis sobre la obra de Euclides, nos da la impresion de que se
encuentra redundante, en bastantes proposiciones, incluso segln algunos autores hasta en
libros completos, pero cuando un estudioso de esta obra toma en cuenta el contexto
espacio tiempo, encuentra facilmente la razon.

SECUENCIA 3 (DESPUES DE UNA INTRODUCCION PREVIA AL CABRI)
ACTIVIDAD 1



Investiga la demostracion de Euclides sobre el Teorema de Pitagoras y reproducela con
CABRI

ACTIVIDAD 2

Investiga la demostracion de Pappus sobre el Teorema de Pitagoras y reproddcela con
CABRI

ACTIVIDAD 3

Obtenga conclusiones trabajando en equipo respecto a sus observaciones de estas
actividades, socialicen su conclusion de equipo por medio de una hoja de rotafolio.

3.4 La Potencia en Geometria.

Se define la potencia de un punto P con respecto a una circunferencia como el producto de
las longitudes de los segmentos formados al trazar una secante por dicho punto a la
circunferencia. Potencia D = DA*DC, en el caso extremo de que esta secante se recorra
hasta cortar en un solo punto se obtiene la tangente y en este caso la potencia queda
expresada por la relacion: potencia D=DB*DB (figura 6. En el libro 3 de los “Elementos”,
Euclides nos dice: “Proposicidén 36. Si se determina un punto exterior a un circulo y del
punto al circulo caen dos rectas, y una de ellas corta al circulo y la otra le toca, el
rectangulo comprendido por la secante entera y la parte exterior determinada entre el
punto y la circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente.”""

SECUENCIA 4 APLICANDO ALGEBRA EN GEOMETRIA

ACTIVIDAD 1

Apoyéndose en la figura 6, en forma personal dibuje tres circunferencias con tres secantes
y su tangente.

ACTIVIDAD 2

Utilizando las mediciones de DC, DA y DB construya una tabla.

ACTIVIDAD 3

En trabajo en equipo obtenga conclusiones y muestren sus resultados al grupo.
ACTIVIDAD 4

Apoyandose en la figura 7, en forma personal intente una demostracion algebraica del
teorema de Pitagoras.

ACTIVIDAD 5

Escriba la demostracidn sobre un rotafolio y expliquela a sus compafieros de equipo.
ACTIVIDAD 6

Socialice sus conclusiones de estas actividades.

El grupo Alquerque de Sevilla nos muestra como podemos emplear los puzles para
introducir a los nifios de primaria o para reforzar a los de secundaria en el conocimiento
del teorema, tomamos de su coleccion presentada el puzle mas simple atribuido al hindu
BHASKARA (1114-1185), asi como el puzle mas conocido él del ingles PERIGAL(1801-
1898)VIII

SECUENCIA 5 ROMPECABEZAS
ACTIVIDAD 1
Apoyandose en la figura 8, en forma personal compruebe el teorema de Pitagoras.



ACTIVIDAD 2

Escriba la demostracidn sobre un rotafolio y expliquela a sus compafieros de equipo.
ACTIVIDAD 3

Socialice sus conclusiones de estas actividades.

4. Conclusion

Dar a conocer estas secuencias que se integraran dentro de un programa de formacion de
maestros del sistema de bachillerato tecnoldgico y donde puedan ser Utiles, con el objetivo
implicito de motivar y buscar convencer a los profesores frente a grupo sobre la necesidad
de abordar la investigacion tanto disciplinar para conocer como se construye el
conocimiento matematico, como para interpretar los resultados de nuestra implementacion
dentro del aula con los estudiantes. Este trabajo surge por una pregunta especifica de mi
maestro de Desarrollo del Pensamiento Matematico ¢ Cuantas demostraciones del teorema
de Pitagoras conoce?, reconocer que solo sabia la que estudiabamos en ese momento la
que proporciona HEATH en el libro de los Elementos, me hizo involucrarme en su estudio
y exponer dentro de estas secuencias que seran objeto de un estudio de Ingenieria
Didactica para obtener el grado. Fue muy importante la pagina web de ARRANZ “para el
inicio de este trabajo.
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ANEXOS:

TABLA 1

a= p°-g° b=2pq c d




TABLA 2

F G K

figura2 trazo de Descartes
para construir la raiz cuadrada
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Figura 4 Demostracion de Euclides
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Figura 6 Potencia Geométrica

Figura 5 Demostracion de Pappus

Figura 7 Representacién Algebraica



Figura 8 Puzles del Teorema de Pitagoras



