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ABSTRACT

En este escrito presentamos un marco de referencia para resignificar la derivada en un dominio diferente a
la matematica misma, como la Ingenieria. Tratando de dar cuenta de la relacion entre ambos dominios ya
gue coincidimos con Cantoral y Farfan (2003) cuando mencionan que la matematica, en especial la del
nivel superior, esta al servicio de otros dominios cientificos y de otras préacticas de referencia en donde
adquiere sentido y significacién. Para lograr tal fin seleccionamos el tema “Conservacion de la masa” de
Mecaénica de Fluidos en donde esta presente la derivada, y para favorecer tal resignificacion usamos la
idea de Lagrange sobre ésta. Este trabajo estd fundamentado en la Aproximacidn Socioepistemolégica
que incorpora de forma sistémica cuatro componentes para la construccion social del conocimiento: su
naturaleza epistemolégica, su dimensién sociocultural, los planos de lo cognitivo y los modos de
transmision via la ensefianza (Cantoral y Farfan, 2003).

Problematica

El conocimiento mateméatico que se ensefia en la escuela no logra hacerse un
conocimiento funcional en los estudiantes, es decir, no logra transformar su realidad y al
estudiante mismo.

Constantemente escuchamos a los estudiantes preguntandose para que les sirve
aprender matematicas. Para ellos lo mas importante es que ésta satisfaga las necesidades
de su vida diaria, llevando de esta forma al conocimiento a un nivel utilitario. Y es de
esperarse ya que el estudiante no le encuentra sentido ni significado a la matematica que
se le ensefia a traves de algoritmos y secuenciaciones, lo cual es resultado de que el
discurso matematico escolar esta fuertemente anclado a los conceptos. El centrarse en
los conceptos y formalismos, lleva a concebir a la matematica sin sentido encerrada en
si misma, y no apreciar que se va desarrollando y resignificando al paso de la vivencia
institucional. Es decir, que en el recorrido escolar la matematica va adquiriendo sentido
y significacion, en especial la matematica del nivel superior. Ya que esa matematica es
aplicada y llevada a un escenario en donde es contextualizada, adquiriendo razon de ser.
Este sentido y significado serd en funcion de la actividad humana que desarrolle el
dominio que se trate, por lo que al haber una variedad de dominios existe una variedad
de resignificaciones.

Sin embargo estos desarrollos y diferentes resignificaciones no se hace evidente,
ya que pareceria que existe una ruptura entre la matematica y otros dominios, como por
ejemplo el dominio de la ingenieria. Omitir estas relaciones obscurece a los estudiantes
la funcionalidad de la matematica.

De alguna manera tal discurso presenta al conocimiento como preexistente a la
experiencia del ser humano, esto es, presenta a la matematica como un producto
material acabado que siempre ha existido, por lo que sélo debemos tomarlo y

Matematica funcional quiere decir un conocimiento incorporado orgdnicamente en el humano que lo
transforma y que le transforma su realidad. Todo ello en oposicion al conocimiento utilitario.



aprenderlo, haciendo a un lado la esencia de esa matematica a las situaciones que le dan
sentido. Soslaya el desarrollo y diferentes resignificaciones que ha tenido a través del
tiempo: a lo que la ha llevado a ser como es y no de otra forma, esto es, a las practicas
sociales que norman el conocimiento, de tal manera que éste se incorpora al individuo
transformando su realidad. Desde esta perspectiva podemos ver que hay ausencia de
situaciones que le permitan al estudiante usar su conocimiento, que a través de su
experiencia construya argumentos para dar sentido a sus procedimientos y de esta forma
construir un conocimiento gque no esté basado en la memorizacion sino en su practica.

Un ejemplo de las consecuencias que el discurso matematico escolar ha
generado en los estudiantes es el caso de la derivada, a la cual el estudiante no le
incorpora mayor significado que “la pendiente de la recta tangente a una curva” la cual
no se resignifica y algunas veces es el “obstaculo” para que se resignifique (Rosado,
2004). Ademas se ha encontrado en algunos casos, que aun los estudiantes de ingenieria
siguen teniendo dificultades con el concepto de pendiente (Mirdn, 2000). Asi,
investigaciones como éstas hacen notar que lo que se ensefia a los estudiantes no los
transforma sino que por el contrario se les mete en un sendero de dificultades. Aspectos
variacionales que son fundamentales en la esencia de la derivada no forman parte de los
significados que el estudiante pudiera incorporarle. Esto ocurre por la ausencia de
marcos de referencia que permitan que el estudiante resignifique la derivada, ausencia
de situaciones que centren la atencion en la nocién de variaciéon. La cual nos rodea
cotidianamente a través del movimiento y que el discurso matematico escolar nos
presenta a traves de formulas. Cabe sefialar 1o que en la perspectiva socioepistemoldgica
entendemos por resignificacion que es el uso del conocimiento ante una situacién
especifica.

La importancia de la historia para la didactica actual

La aproximacién socioepistemoldgica es un marco tedrico que plantea una vision
alternativa, ya que permite el estudio de las interacciones entre la epistemologia del
conocimiento, la dimension sociocultural y los procesos cognitivos asociados a los
mecanismos de institucionalizacion via la ensefianza, permite replantear la
epistemologia de la construccion del conocimiento, para permitir explicar la
construccion social del conocimiento matematico a la luz de las practicas sociales y las
fuentes de institucionalizacion via su ensefianza (Cantoral y Farfan, 2004).

Esta aproximacion pone especial interés sobre lo que permitié que los objetos
matematicos surjan, aquellas practicas que norman el nacimiento de un conocimiento. A
las que denominamos practicas sociales, y con base a ellas tratar de explicar los
procesos de construccidn, adquisicion y difusion del saber matematico (Cantoral, et al
(2006)). Esto conduce a estudiar la génesis historica de los conceptos en donde el
interés radica en conocer las circunstancias que permitieron construir el conocimiento y
no sélo las que dieron origen a su evolucion y eventualmente rescatar lo que pudiera ser
asimilable a una didactica actual. Por ello Cantoral (2001) sefiala la importancia de
conocer qué elementos permitieron pensar al concepto en su estado original, que lo
plantee circunstancialmente como natural, los cuales son justamente los constructos
asociados al concepto, la fenomenologia intrinseca y la didactica de antafio, y con ellos
se plantea la reconstruccion de los conceptos asociados y su evaluacion en el sistema
educativo. De tal forma que se recuperen los significados inherentes al concepto y las
intuiciones primarias del sujeto que le permitan acceder al concepto aunque provengan
de diferentes fuentes de referencia (Marcolini y Perales, 2005). Este planteamiento nos
dirige a buscar nuevas herramientas y considerar otras concepciones sobre los conceptos



matematicos que han sido soslayados por el discurso matematico escolar. Como es la
concepcion de Lagrange sobre la derivada que consiste en el coeficiente del término

lineal en el desarrollo de la serie de potencias esto  es,
2 3
f(x+h):f(x)+f'(x)h+f"(x)hz+f”’(x)hg+...

Su idea era fundamentar el andlisis de manera rigurosa pero lejos de los infinitesimales.
Consigue definir las derivadas de una funcion sin recurrir ni a limites ni a infinitésimos,
pero s6lo gracias a que supone que toda funcion se puede desarrollar en serie de
potencias en la que no aparecen, ademas, exponentes irracionales.

Introduce algunas de las notaciones y la terminologia que se conservan en uso en la
actualidad. Por ejemplo, los términos funcidén primitiva, funciones derivadas y
funciones analiticas asi como las notaciones fX%,f"%,f"x, etc., para las funciones

derivadas.
En su primer capitulo de Teoria de las funciones analiticas, explica la forma en que se

obtiene el desarrollo en series de potencias de una funcion. Tomando a la funcion f,, e

incrementando x en x+i, donde i es una cantidad cualquiera indeterminada, la funcion
devendra en f(x+i) y por la teoria de series se tendria:

f(x+1i) =f(x)+pi+qi*+ri’ +etc

en la que f(x) es la funcion primitiva y p, q, r, etc., las funciones derivadas de la
primitiva. A continuacion da un argumento con el que excluye la presencia de términos

- m - ’ - -
de la forma ui ” en la serie, en base a que darian n distintos valores para el sumando
del que forman parte, que al combinarlo con aquellos valores que tendran f(x) llevaria a
una contradiccion.

En el siguiente parrafo del mismo capitulo, observa que f(x +i)tendra por valor a f(x)
para el valor particular i = 0, de ahi que f(x +i) deba ser de la forma:
f(x+i)=f(x)+iP

Siendo P una funcién de x y de i, tal que no devendrd infinita cuando i=0.
Analogamente, se tiene para P

P=p+iQ

Donde iQ deviene nula cuando i =0 y Q es funcion de x e i, del mismo modo se
continua sucesivamente el proceso. Esto es:

F(x+i)=f(x)+iP
=f(x)+ip+i°Q
=f(x)+ip+i’g+i’R

etc.

Del desarrollo anterior, comenta que en cada caso, se proporciona el valor exacto del
residuo (Pi,Qiz, Ri3,etc) y sélo el nimero de sumandos que se quieran. Este comentario

y el parrafo siguiente indican completamente su concepcién en cuanto al uso que se
espera tener de la serie y, por ende, del papel que en ella desempefia el residuo. Esta



observacion consideramos que arrojan una informacién distinta sobre la evolucién de
las concepciones asociadas a la serie de Taylor. Un ejemplo de obtener la derivada de
esta forma es:

Sea f(x) = x*, entonces tendremos que f(x+h) = (x+h)® = x®+3x°h+3xh* +h* por
lo que f'(x)=3x>

Pero la principal ventaja del método que acabamos de exponer, consiste en que se hace
ver como las funciones p, q, r, etc. Resultan de la funcién principal fy, y sobre todo en
que prueba que los restos iP, iQ, iR, etc. son las cantidades que debieran volverse nulas
cuando i=0, de donde se obtiene esta consecuencia importante, que en la serie
f +pi+qi®+n®+.. que nace del desarrollo de f(x+i)siempre se puede tomar

bastante pequefia para que un término cualquiera sea mayor que la suma de todos los
términos que le siguen; y que ello tenga lugar de este modo para todos los valores mas

pequefios de i*°.

Notese el objetivo de la incorporacion del residuo en la serie, pues al colocarlo en el
desarrollo puede limitar el nimero de términos de la serie segin se requiera vy,
simultaneamente, tener la garantia de que para valores pequefios de i, cualquier
sumando es mas grande que la suma de todos los términos que le siguen. Sin lugar a
dudas, esto hace de la serie un importante instrumento de uso en una gran diversidad de
problemas que, muy particularmente, las ciencias fisicas planteaban. En este sentido, el
papel que juega el residuo de Lagrange en su presentacion de la fundamentacion, es lo
que hoy conocemos con la frase Orden de desigualdad que permite, como ya deciamos,
detenerse en el sumando que el problema requiera. Eventualmente, por ejemplo, en un
problema de cinematica en el que se requiere conocer la posicion de un cuerpo en un
tiempo dado, sélo se necesita la funcién posicion en el instante inicial y la velocidad y
aceleracion, por lo que bastara detenerse en la segunda derivada.

En los siguientes capitulos, muestra de una manera algebraica la relacion que guardan p,
g, r, etc. con la funcion f(x), adquiriendo entonces la forma en derivadas

! 14 1 " 1
f'(x),f (X)E,f (X)i’ etc.

Finaliza su libro con una gama de aplicaciones en las que efectivamente se observa a la
serie truncada en algin sumando.

Un ejemplo de obtener la derivada de esta forma es:
Sea f(x) = x*, entonces tendremos que f(x +h) = (x +h)® = x> +3x>h +3xh? +h* por

lo que f'(x) =3x°.

Marco de referencia para resignificar la derivada con la concepcion de

Lagrange en el dominio de la ingenieria

Como mencionamos anteriormente nos dirigimos hacia el dominio de ingenieria para
seleccionar un tema en que esté presente la derivada, para crear un marco de referencia
en donde sea resignificada. Por la dimensién de este dominio nos enfocamos
unicamente en la Mecénica de Fluidos en donde seleccionamos el tema “La
conservacion de la masa”. La cual explicamos a continuacion:



La conservacion de la masa es una de las leyes basicas que rigen el movimiento
de un fluido. Es expresada en funcion de un sistema, un conjunto fijo de particulas de
un material. Sin embargo, el interés se concentra con mas frecuencia en un dispositivo,
0 una region del espacio, en el cual entra el fluido y/o desde el cual sale, identificada
como un volumen de control. Una de las razones es que como los medios fluidos son
capaces de una distorsion y una deformacion continuas, a menudo es en extremo dificil
identificar y seguir la misma masa de fluido todo el tiempo (como debe hacerse para
aplicar la formulacion del sistema) (Fox y McDonald ,1993).

La figura I nos muestra ejemplos de 3 sistemas que circulan a través de un volumen de
control.

Seccidan Seccidn  Sistema 3 -
Sistema | a Sistema 2 b N

Volumen
de control
fijo en el

cipacia

Figura |

Podemos ver, que la relacién que existe entre ellos es que el volumen de control se
mantiene fijo y por €l circulan los sistemas, que estan en movimiento.

La conservacion de la masa establece simplemente que la masa, M, del sistema
es constante, planteandose como:
DM

sistema — O

Dt

La masa de un sistema permanece constante
Por la dificultad de seguir los sistemas se tiene que encontrar una transformacion
que permita expresar la derivada sustancial del sistema en funcién de cantidades
asociadas con un volumen de control.
Por ello nos interesa expresar esta ley establecida para un sistema en términos de un
volumen de control, que se establece de la siguiente forma:

dM P )
dtlistema B 5 Ve pd‘v’ + .Lc pV -dA

Igualandolo a cero que nos representa que las variaciones de la cantidad de masa son
nulas, tenemos
0 L
O—ajvcpdV—i-chV-dA

Esta transformacion, basandose en los conceptos fisicos, se puede establecer en
palabras:



gastomasico gasto masico rapidez decambio
quesaledel - que entra al + delamasadentro
volumendecontrol | | volumendecontrol del volumen de control

0

Se establece que para conservar la masa, la razén de cambio con respecto al
tiempo de la masa en el volumen de control mas la razon de flujo neto de masa a través
de la superficie de control debe se igual a cero. En realidad, el mismo resultado se
obtiene mas directamente igualando la razén de flujo de masa hacia dentro y hacia fuera
del volumen de control a las razones de acumulacién y agotamiento de masa dentro del
volumen de control.

Esta formulacidn fisica la describimos en términos de la serie de potencia:

f(x+h)=f(x)-f'(x)h
En donde:
f(x +h) es el gasto masico que sale del volumen de control.
f(x) es el gasto masico que entra al volumen de control
f'(x)h es la rapidez de cambio de la masa dentro del volumen de control

Con base a estas ideas planteamos una secuencia didactica, que inicia
presentando al estudiante un contenedor o volumen de control con una entrada y una
salida, como se muestra a continuacion:

A partir de esta idea, se proponen 5 situaciones:

La primera es una introduccién para que el estudiante establezca la correspondencia
entre las manipulaciones de las llaves con lo que sucede en el volumen de control
presentandose a los estudiantes situaciones como: Si la llave de entrada se encuentra
mas abierta que la llave de salida y se empieza a cerrar de tal forma que quede mas
cerrada que la de salida y nuevamente se vuelva a abrir hasta superar a la llave de
salida. Se le pide que grafique el registro de la cantidad de agua en el volumen de
control. Siendo la relacion: Manipulacion — gréfica.

La segunda tiene como objetivo que el estudiante reconozca la acumulacion o
agotamiento que se realiza en pequefios intervalos de tiempo, esto es, cuanto crecid o
decrecio la cantidad de masa en el volumen de control de un instante a otro. Para lo cual
necesita conocer dos estados: la cantidad de masa en el volumen de control en algun
momento y un instante después, cuya diferencia dara la acumulacion o agotamiento en
ese instante. Observandose que al crecer la cantidad de fluido en el volumen de control
entonces habra una acumulacién, por lo que la grafica de las diferencias sera positiva; y
cuando decrece habra un agotamiento por lo que la gréafica de las diferencias sera
negativa. Se les pide que realicen un bosquejo de estas cantidades con respecto a las
gréficas que trazaron en la situacién anterior.



En la tercera se presentan al estudiante graficas como las que trazaron en la situacion 2
que corresponden a diferencias, es decir, graficas sobre la acumulaciéon o agotamiento,
que corresponden a la derivada. Teniendo como finalidad que los estudiantes confronten
las graficas de las diferencias con las manipulaciones de las llaves, esto es, cdmo
tendrian que ser éstas Ultimas para obtener las graficas que se les dan. Entre las cuales
estan:

Figura 7

De esta forma la relacion de las manipulaciones de las llaves con la grafica se daré en
sentido contrario al del inicio, esto es: Grafica — Manipulaciones

En la cuarta se espera que el estudiante establezca la conservacion de la masa de forma
implicita, esto es, que establezca las relaciones entre los datos dados que estaran regidos
por la misma conservacion de la masa. Ya que se tiene que cumplir que la cantidad que
sale menos la cantidad que entra sea igual a la cantidad acumulada en ese instante. Para
ello se presentan al estudiante 3 columnas como las que se muestran en la figura 8, en
las que se dan 2 datos y él tiene que establecer el tercero, usando las graficas como un
medio argumentativo para tal fin.

Flujo de entrada Acumulacion o agotamiento Flujo de salida

‘ T T

Figura 8

La ultima situacién tiene como finalidad que el estudiante establezca la conservacion de
la masa a través de la expresion lineal de la serie de Taylor, esto es, f(x+h)=f(X)+(-
f'(x)h). Esto es, que identifique una cantidad primitiva o flujo de entrada de la cual se
van a derivar las demas. Para ello se le guia por medio de preguntas sobre graficas que
se le muestran sobre flujo de entrada, acumulacion instantanea y flujo de salida con el
fin de que establezca las diferentes relaciones que existen entre ellos.

Resultados

Esta secuencia didactica ha sido aplicada a estudiantes de ingenieria, actualmente nos
encontramos en la fase de analisis de los datos. Entre los resultados hallados
principalmente destacan darle sentido a las graficas de la acumulacién o agotamiento,
que corresponde a la derivada, con base a dos estados: la entrada y la salida de flujo.
Que favorece los aspectos variacionales que han sido soslayadas por el discurso
matematico escolar. Ademas, dan significado a los puntos méaximos, minimos, cero, a
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la gréfica de la derivada que se
manifiesta en sus argumentos. Por ejemplo, en los puntos donde la acumulacion es cero




identifican que es cuando coinciden el flujo de entrada y salida; cuando hay un méaximo
es porque hay un cambio en las llaves, es decir, que la llave de entrada de estarse
abriendo empieza a cerrarse pero sin superar a la llave de salida; y en el caso de un
minimo es porque la llave de salida de estarse abriendo se empieza a cerrar pero sin
superar la llave de entrada.

Conclusiones

Queremos hacer notar que en el disefio de la situacion se trabaja con la derivada sin
hacer referencia a expresiones algebraicas, ni al concepto de funcion. Tratando que el
estudiante desarrolle las nociones de variacion que son fundamentales en la
epistemologia de la derivada y que es soslayado por el discurso matematico escolar. En
un escenario en el cual puede construir argumentos y significados con base en su
experiencia y en una situacion usual, usando las graficas como argumentos para realizar
sus procedimientos.
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