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RESUMEN

Los cursos de calculo que actualmente se ofrecen en las aulas de escuelas y universidades, difieren del
calculo infinitesimal de fines del siglo xviI en varios aspectos, de entre los cuales uno muy importante es
que en el calculo escolar actual no se aceptan las cantidades infinitamente pequefias. Sin embargo, cuando se
analizan los libros de texto de otras ciencias basicas y de la ingenieria, se puede constatar que el calculo que
ahi se utiliza es méas bien préoximo al de fines del siglo xvil, con algunos elementos de los tres siglos
posteriores.

Asi pues, al menos si se trata de un curso de bachillerato o en una escuela de ingenieria, resulta plausible
hacer una presentacién en la que se acepten las cantidades infinitesimales y en la que el énfasis en los
fundamentos I6gicos se traslade a un interés por abordar y resolver determinados problemas en los &mbitos
de la geometria o las ciencias. Con base en ello se puede recuperar el indudable valor didactico de las
concepciones infinitesimalistas de los siglos xXvil y Xviii.

1 Los infinitesimales: aceptarlos o no

En su excelente obra: ;Qué son las matematicas?, Courant y Robbins (1941) indicaban
que «las “diferenciales” como cantidades infinitamente pequefias estan ahora descartadas
definitiva y deshonrosamente...», sin embargo, en la edicién revisada de la misma (1996),
lan Stewart nos dice que tal indicacion es una reflexion precisa del punto de vista que se
tenia por consenso cuando se escribid la obra, y afiade que «A pesar del veredicto de
Courant y Robbins, siempre ha habido algo intuitivo y llamativo en los argumentos a la
antigua con infinitesimales. Estan atn sumergidos en nuestro lenguaje en ideas tales como
“instantes” de tiempo, velocidades “instantdneas” y el considerar una curva como una
serie de lineas rectas infinitamente pequefias y el area acotada por una curva como suma
de una cantidad infinita de &reas de rectangulos infinitesimales. Este tipo de intuicién
resulta estar justificado, pues se ha descubierto recientemente que el concepto de
cantidades infinitamente pequefias no es deshonroso y no tiene por qué ser descartado. Es
posible establecer un marco riguroso para el andlisis en el que las definiciones
weierstressianas en términos de épsilon y delta sean reemplazadas por enunciados sobre
infinitesimales, que son increiblemente similares a las ideas intuitivas de Leibniz, Newton
y Cauchy».

Asi pues, de acuerdo con lo sefialado por Stewart, no hay razon alguna para excluir a
los infinitesimales del calculo escolar, mucho menos si se reconoce que el tratamiento del
calculo con infinitesimales presenta ventajas desde el punto de vista de la didactica. Sin
embargo, es un hecho que, en la actualidad, la perspectiva de los autores de libros de texto
y la generalidad de los profesores esta todavia anclada en la primera mitad del siglo xx.

Ahora bien, la aceptacion o negacion de las cantidades infinitamente pequefias no es
un asunto nuevo, se remonta a la Grecia antigua. De acuerdo con Gonzélez Urbaneja



(1992), Aristoteles, en su Fisica, indicaba que Antifon parte de un poligono regular, por
ejemplo, un tridngulo o un cuadrado, inscrito en él. Sobre cada lado del poligono construia
un triangulo isosceles, obteniendo un poligono regular del doble de lados, y repetia la
operacion continuamente. Aristoteles continuaba el relato del método con estas palabras:
“Antifén piensa que de esta manera el area [del circulo] podria ser cuadrada, ya que
después de un nimero de veces [de realizar la operacion de duplicar los lados del
poligono] tendremos un poligono inscrito en el circulo, cuyos lados debido a su pequefiez
coincidirdn con la circunferencia del circulo. Y puesto que para cada poligono podemos
encontrar un cuadrado equivalente, [...], estamos en disposicion de conseguir un cuadrado
igual al circulo”.

Por otra parte, y siguiendo a Gonzélez Urbaneja, Eudemo, discipulo de Aristoteles,
aducia que Antifén infringia el principio de que «las magnitudes son divisibles sin limite.
Siendo el area del circulo «divisible sin limite», el proceso descrito por Antifon nunca
alcanzara a todo el area, por tanto, los lados del poligono inscrito se acercan «en potencia»
a la circunferencia, pero nunca ocuparan «en acto» la posicion de la misma.

Asi pues, podemos afirmar que, en buena medida, la discusion sobre lo infinitesimal
se centraba (y se sigue centrando) en torno a aceptar, o no, que /legaba un momento en el
que se podia afirmar que se tenia una situacion distinta a la que se tiene en condiciones
normales. En el caso del circulo y los poligonos inscritos en un circulo, por ejemplo, el
asunto es aceptar, o no, que dada su infinita pequeriez, el arco de cada sector circular
puede ser considerado, exactamente (0 bien, con un error infinitamente pequefio) como un
segmento rectilineo.

Siguiendo la argumentacién de Antifén, tendriamos que (ver figura 1), si se acepta
que llega el momento en el que los segmentos circulares son triangulos, cada uno de estos
tendria una altura igual al radio del circulo y una base infinitamente pequefia, de longitud
As .

Si todos estos triangulos se dibujan con cada base a continuacién de la del anterior
(como desenrollando el circulo) y con el tercer vértice en el mismo punto (que podria ser
el centro del circulo), se obtendria un triangulo con base igual al perimetro del circulo y
altura igual al radio del mismo, lo que resultaria ser, mas tarde, una de las proposiciones
de Arquimedes en La cuadratura del circulo.

Ideas como la anterior fueron recuperadas por los matematicos del siglo xvii, para
dar lugar al surgimiento de | calculo infinitesimal. En las siguientes secciones se mostrara,
con algunos ejemplos, la manera en la que pueden aprovecharse tales ideas en un curso de
calculo.

2 Leibniz y Newton: arcos, cuerdas y tangentes

En la geometria de las curvas, la aceptacion de lo infinitesimal condujo a Leibniz y sus
seguidores a un sinnimero de resultados. La idea basica es la de mirar un arco curvilineo
como constituido por una infinidad de segmentos rectilineos, cada uno de ellos de longitud
infinitamente pequefia. Al respecto, y de acuerdo con Bos (1974), el propio Leibniz
indicaba: «Siento que este método y otros en uso pueden ser todos deducidos de un
principio general que yo uso en la medicion de las figuras curvilineas, que una figura
curvilinea debe ser considerada como un poligono con un namero infinito de lados».

Un caso en el que podemos notar las ventajas de la concepcion infinitesimalista de
las curvas, es el de la circunferencia. Si se considera una circunferencia de radio a y centro



en O, y siendo 4 y B dos puntos de la curva y w el angulo central (medido en radianes)
que subtiende al arco 4B (figura 2), tendremos que el arco y la cuerda con extremos 4 y B,
estaran dados por: arcoAB=aw 'y AB=2asen(w/2).

Cuando w es infinitesimal, el arco y la cuerda son iguales, de manera que:
aw=2asen(wl2), w=2sen(wl/2), vzvzsen(vzv). Es decir, si « es infinitesimal,

entonces sena = «, 0, lo que es lo mismo, “el seno de un angulo infinitamente pequefio

Senx

es el mismo angulo”, de donde se deduce el teorema: lim =1.

x>0 x

Por otra parte, aunque no en los mismos términos, Newton (1687) también se apoyd
en una concepcion infinitesimalista de las curvas. Asi, en sus Principios decia mas o
menos que: si consideramos dos puntos de una curva, uno P, que permanece fijo, y otro Q,
que se mueve sobre la curva, acercandose a P, si Q se acerca indefinidamente a P, «la
ultima razén entre del arco, la cuerda y la tangente, entre si, es la razon de igualdad».

Asi pues, Newton afirmaba que “al final”, el arco, la cuerda y la tangente se funden
en un solo segmento, lo que permite afirmar, a su vez, que si se eligen los puntos de una
curva cualquiera, suficientemente proximos entre si, entonces el arco comprendido entre
estos, puede ser reemplazado por la cuerda, o por la tangente (y viceversa) en cualquiera
de los puntos.

Ademas, puede observarse que la recta tangente no se definia; los tres elementos
citados: cuerda, arco y tangente, son conocidos independientemente de la posicion limite.
Lo que ocurre “al ultimo” es que los tres se funden en uno solo, por lo que cada uno de
ellos puede ser usado en lugar de cualquier otro. Actualmente, en cambio, la recta tangente
se define con base en la posicion limite de la secante.

En la figura 3 se ilustra esta situacion. En cada una de las cuatro figuras del lado
izquierdo se muestra la parte de la grafica de y =senx, correspondiente a x €0, 2], lo

mismo que el punto P = (1, senl). Ademas, en cada una de las cuatro se muestra un punto

0, también de la curva, pero en diferentes posiciones, “moviéndose” hacia P.

La diferencia entre las abscisas de Py Q es Ax, de manera que las coordenadas de Q
son (1+Ax,sen(l+Ax)). Las figuras mostradas corresponden, respectivamente, a
Ax=0.5, Ax=0.25, Ax=0.125 y, Ax =0.03125.

En cada caso se trazo la cuerda PQ y la parte PT de la recta tangente a la curva en P.
Ademas se traz6 el rectangulo definido por esta porcion de la recta tangente. Esa region
rectangular es la que se muestra ampliada del lado derecho.

Podemos observar que, como indicaba Newton, conforme Q se aproxima a P, queda
aun maés proximo de 7, de manera que la cuerda y el arco PQ terminan por confundirse
con la tangente PT.

3 Ladiferencial en el calculo leibniziano

En el céalculo leibniziano, toda vez que las cantidades infinitamente pequefias eran
aceptadas y constituian una herramienta basica, la diferencial, definida como el
incremento infinitamente pequefio de una cantidad variable, resultaba ser el concepto
basico, igual que ahora lo es el de limite. Sin embargo, sabemos que el concepto de limite
resulta poco comprensible para la mayoria de los estudiantes, por lo que vale la pena,
desde la perspectiva del docente, analizar la pertinencia de apoyar el curso de célculo en el
concepto de diferencial.



Veamos como se definia la diferencial en dos de los primeros libros de texto para el
estudio del calculo. Primeramente, tenemos que L’Hbépital (1696), en su Andalisis de los
infinitamente pequerios indicaba en las primeras definiciones (ver figura 4):

«La parte infinitamente pequeiia en la que una cantidad variable aumenta o
disminuye continuamente, es llamada diferencia. Sea AMB, por ejemplo, una linea curva
cualquiera que tiene como eje o diametro a la linea AC y como una de sus ordenadas a la
recta PM, y sea pm otra ordenada infinitamente cercana a la primera. Admitido eso, si se
trazan MR paralela a AC y las cuerdas AM y am, y luego se describe, con centro en A'y
radio AM, el pequefio arco de circulo MS, Pp sera la diferencia de AP; Rm la de PM; Sm
la de AM, y Mm la del arco AM. Analogamente, el pequefio triangulo Mam que tiene
como base el arco Mm serd la diferencia del segmento AM, y el pequefio espacio MPpm
sera la diferencia del espacio comprendido por las rectas AP y PM, y por el arco AM».

Poco mas de medio siglo después, Bezout (1770?) daba precision:

«Cuando se considera una cantidad variable que crece por grados infinitamente
pequefios y se desea conocer el valor de esos incrementos, 1o que se presenta mas natural
es determinar el valor de esa cantidad para un instante cualquiera y el valor de esa misma
cantidad para el instante inmediatamente siguiente: entonces, la diferencia de estos dos
valores es el incremento (o el decremento) que recibe esa cantidad: a esto es a lo que se
Ilama diferencial de esa cantidad».

De esta manera, y utilizando simbologia actual, si f'es una funcion definida mediante
y = f(x), y si consideramos que la variable crece en grados infinitamente pequefios de

tamafio dx, entonces la diferencial de y, correspondiente a x=a estara dada por

dy(a) = f(a+dx)— f(a).

4 La continuidad y la diferencial en el trabajo de Euler

Ahora bien, en el siglo xvii1, no teniendo la concepcion actual de limite, tampoco la tenian
sobre la continuidad; de hecho, las funciones se suponian continuas, de manera que un
incremento pequerio de la variable debia provocar un incremento pequefio en la funcion y
un incremento infinitamente pequefio de la variable, necesariamente produciria un
incremento infinitamente pequefo en la funcion. Asi pues, cuando Euler (1748) estudiara
el desarrollo en serie de potencias de la funcion exponencial, en su Andlisis de los
infinitos, decia:

«Ya que a®=1 y que a medida de que el exponente de a aumenta, el valor de la
potencia también aumenta si @ es un nimero mayor que la unidad; se sigue que si el
exponente sobrepasa infinitamente poco a cero, la potencia superara infinitamente poco a
la unidad. Sea w un nimero infinitamente pequefio, o una fraccion tan pequefia que difiera
infinitamente poco de cero, se tendrd «" =1+, siendo  infinitamente pequefio, dado que
si no lo fuera entonces w tampoco lo seria. y sera entonces 6 = w, 0 > w, 6 < w, relacion
que dependera siempre del valor de . Como desconocemos tal relacién, hagamos y =kw ,
de manera que a" =1+kw, si tomamos « por la base logaritmica, tendremos
w=10+kw)».

Asi pues, Euler asumia la continuidad de la funcion exponencial (especificamente en

el punto en el que la variable es cero), indicandonos que, a partir de x =0, si la variable
tiene un incremento infinitesimal, también lo hara la funcién, de manera que, sabiendo que

a® =1 y siendo w infinitamente pequefio, tendremos que ¢*™ =a" = =1+y =a’+y y
w también sera infinitamente pequefio.



Tenemos, ademas, aqui, otra situacion interesante (ver figura 5): si nos fijaramos en
una ventana infinitamente pequefia, alrededor del punto (0,1), el conjunto de funciones
y=a", donde a toma valores entre 1 e o, lo veriamos como un haz de rectas, tal como se
muestra en la figura (derecha).

Al hacer a” =1+ kw, siendo w infinitamente pequefia, & resulta ser la pendiente de
cada una de tales rectas. El valor de k estaria variando entre 0 e o, de manera que, Si
aceptamos (¢, Por qué habria de ser de otra manera?) que tal variacion se da continuamente,
con la variacion también continua de la base «a, tendra que haber un valor de a para el cual
kvale 1, lo que llevé a Euler a definir su famoso namero e.

5 Lagrangey las funciones analiticas

Las series de potencias han sido, desde los origenes del céalculo, una herramienta
matematica importante, principalmente para la aproximacion y evaluacion de funciones.
Sin embargo, actualmente las series de potencias aparecen en los libros de texto al final de
toda una unidad dedicada a las series y sucesiones, en la que la definicién rigurosa y el
andlisis de la convergencia de las sucesiones y series es lo que mas importa.

En su Teoria de las funciones analiticas, Lagrange (1813) abordaba el asunto del
desarrollo en serie de potencias de una funcion, desde el primer articulo, resumiendo
algunos resultados para entonces conocidos:

«Consideremos una funcion fx de una variable cualquiera x. Si en lugar de x se pone
x+1i, siendo i una cantidad cualquiera indeterminada, ella se convertiraen f(x+1i),y por

la teoria de las series, se podra desarrollar en una serie de la forma fx + pi +qi® +ri® +

etc., en la que las cantidades p, g, r, etc., coeficientes de las potencias de 7, seran nuevas
funciones de x, derivadas de la funcion primitiva fx, y de la indeterminada f'».

Ahora bien, un poco mas adelante, en el articulo 6, Lagrange invitaba al lector a
poner la atencion, respecto de las series de potencias, no en la parte operativa, sino en su
caracteristica principal, la de la convergencia, pero no con el rigor de ahora, y mas
precisamente, en el hecho de que la convergencia nos permite suponer que cada término
de la serie puede hacerse (en valor absoluto) mayor que la infinidad de términos
subsiguientes, a condicidn de tomar un valor suficientemente pequefio del incremento i de
la variable:

«Pero la principal ventaja del método que acabamos de exponer consiste en que hace
ver como las funciones p, ¢, r, etc. resultan de la funcién principal fx, y sobre todo en que
los términos restantes iP, iQ, iR, etc. son cantidades que deben desaparecer cuando i =0,

de donde se obtiene una consecuencia importante, que en la serie fx + pi + gi® + ri° +etc
que proviene del desarrollo de f(x+1), se puede siempre tomar i suficientemente pequefia

para que un término cualquiera sea mas grande que la suma de todos los términos que le
sigue, y que eso tiene lugar también para todos los valores mas pequefios de i».

Conclusion

Haciendo como hacian los autores de libros de texto, en el siglo xix, que escogian una o
mas “versiones” del calculo, que entonces tenian disponibles, para presentar los conceptos
del célculo, obedeciendo mas a cuestiones de caracter didactico que a la busqueda de un
texto impecable, desde el punto de vista del rigor I6gico, resulta importante redisefiar un



primer curso de célculo recuperando aquellos elementos de las distintas versiones del
calculo de los siglos xvi1 y xviil que hagan mas interesante y entendible para los alumnos,
cada uno de los conceptos y problemas del calculo.
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