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ABSTRACT

Reportamos una investigacion realizada en torno a la ensefianza de la demostracion con profesores de
matematica de ensefianza media. La misma se llevo adelante en un mini-curso para profesores de ensefianza
media (4 instancias de 2 horas cada una) en las que se trabajé en un ambiente dinamico (con The Geometer’s
Sketchpad) y que tenia por objetivos involucrar a los profesores en actividades de formulacion de conjeturas
y elaboracion de pruebas asi como ensefiar el manejo de las herramientas béasicas del software. A partir de
algunas proposiciones que figuran en el Libro de los Lemas de Arquimedes (obra compuesta por quince
proposiciones referidas a cuestiones de geometria elemental) se disefiaron actividades que involucraban el
trabajo en un ambiente dinamico. Reportamos aqui las conjeturas y pruebas elaboradas por parejas de
profesores sobre una actividad elaborada en torno a la Proposicidn 4 donde interviene el arbelos.

1 Introducciéon

Las reformas de los planes de estudio de matematica que se han ido dando en los ultimos
afios coinciden en sefialar la relevancia de usar tecnologia en el aprendizaje de la
matematica. EI amplio desarrollo y difusion de tecnologia, en especial de calculadoras
graficas y de programas de Geometria Dinamica (GD), no s6lo ha producido cambios en
el tipo de tareas a plantear a los estudiantes sino también en el papel que deberan asumir
profesores y estudiantes a lo largo del desarrollo de la clase.

2 Marco teorico

El fracaso en la ensefianza de la demostracion, el reconocimiento de que la actividad de
demostrar debe tener en cuenta los motivos de los propios estudiantes y la aparicion de
programas computacionales de Geometria Dindmica (GD) han llevado a buscar
alternativas para su ensefianza y aprendizaje. (Hadas, Hershkowitz y Schwarz, 2000)

Hoy en dia los Standards and Principles for School Mathematics (NCTM, 2000)
promueven “aprender a razonar y construir demostraciones como parte de la comprension
matematica para que todos los estudiantes

« reconozcan los razonamientos y las demostraciones como partes esenciales y
poderosas de las matematicas;

« hagan e investiguen conjeturas matematicas;

. desarrollen y evallen argumentos matematicos y demostraciones;

« seleccionen y usen varios tipos de razonamiento y métodos de demostracion.”

La forma de funcionamiento del ambiente dinamico “proporciona a los estudiantes una
herramienta para la validacion de las propiedades que pueden percibirse en la pantalla: una
propiedad serd probablemente cierta solo si se mantiene valida mientras se arrastran los
puntos basicos de la construccion. En otras palabras, una propiedad geométrica ‘es un
invariante perceptual’.” (Balacheff, 2000) Esto implica un desafio: Si la demostracion es
vista s6lo como verificacion de algo que mediante la GD resulta obviamente cierto, es



claro que no habrd ningun incentivo en generar una demostracion deductiva. Es aqui
donde debemos tener presente otras funciones de la demostracion: explicacion,
descubrimiento, comunicacion, sistematizacion, desafio intelectual. (De Villiers, 1993) La
conviccion de la certeza de una proposicion, que bien puede ser facilitada por el analisis
de algunos ejemplos y contraejemplos mediante el uso de GD, puede ser el inicio de la
busqueda de una explicacién, de aclarar el por qué. (Dreyfus y Hadas, 1996)

3 Objetivos, metodologia de trabajo, actividades

En el presente mini-curso participaron dieciocho docentes de matematica de Ensefianza
Media, se realiz6 en el marco de actividades de extension del Instituto de Profesores
Avrtigas, y consto de cuatro instancias de dos horas de duracion.

Tuvo como objetivo introducir a los participantes en el manejo y uso de un software de
GD (The Geometer’s Sketchpad), y aprovechar las posibilidades que brinda el trabajo en
un ambiente dinamico -hacer mediciones, construcciones de tablas, calculos- para
formular y reformular conjeturas, y finalmente elaborar argumentos que contribuyeran a la
demostracién de dichas conjeturas, comparando y analizando las distintas formulaciones
que elaboraran los participantes trabajando en parejas y colectivizando al conjunto de
participantes.

Los profesores participantes trabajaron en parejas y frente a cada actividad (diez en
total) tuvieron que generar un modelo dinamico que diera cuenta de la situacion planteada,
formular una conjetura y luego elaborar una demostracion que al finalizar se entregaba por
escrito a los responsables del mini-curso junto al archivo dinamico respectivo. Al finalizar
cada actividad se colectivizaron las distintas formas de generar el modelo dindmico asi
como las demostraciones elaboradas por las distintas parejas. Quienes impartiamos el
mini-curso hicimos una presentacion inicial de las herramientas basicas del software y de
su manejo. Durante las actividades se orientd a los docentes en el uso del software asi
como tomabamos nota de aspectos que nos parecian relevantes en cuanto al proceder de
los docentes.

En el Libro de los Lemas, obra de Arquimedes ( 287 a. C. + 75 = 212 a. C.) compuesta
por quince proposiciones referidas a cuestiones de geometria elemental, aparecen tres (4, 5
y 6) donde interviene el arbelos o cuchillo de zapatero: zona limitada por tres
semicircunferencias tangentes de diametros AB, AC, CB, donde C pertenece al segmento
AB e incluidas en un mismo semiplano. El arbelos tiene una serie de propiedades cuyas
demostraciones pueden ser hechas recurriendo solamente a conceptos manejados en
ensefianza media: angulos inscriptos, teorema de Pitagoras, semejanzas. Todas las
actividades disefiadas (diez en total) tenian en comdn la presencia del arbelos como punto
de partida.

Reportaremos aqui lo trabajado por las parejas de docentes en torno a una de las
actividades:

D

¢Estan relacionadas de alguna manera las medidas de los
segmentos AC, CBy CD (CD _£L AB)?




4 Los resultados

1.1 La formulacion de conjeturas

Las primeras observaciones que surgen hacen referencia a casos particulares:

— Si C coincide con O entonces los tres segmentos son iguales.

— Si C pertenece al segmento OB entonces se cumple que CB < CD < CA.

— Si C pertenece al segmento OB entonces AC - CD = CD - CB.

Esta conjetura es descartada al hacer mediciones con The Geometer’s Sketchpad.

— AC x CB = CD?

La conjetura surge a partir de la constatacion hecha por una pareja de participantes que
hicieron las mediciones respectivas y ‘verificaron’ la proposicion arrastrando C en el
segmento AB.

Cada uno de los participantes hace sus propias mediciones: la certeza del resultado es
aceptada por todos los participantes.

1.2 La construccion de demostraciones

La cuestion que se presenta en este momento es ¢por que se cumple AC x CB = CD%

Empieza ahora la busqueda de una demostracion.

Al igual que en la formulacién de conjeturas las primeras aproximaciones solo son
validas en casos particulares:

— Si C = O es cierta, dice un participante.

- Si C = A o si C = B también porque ambos miembros son cero, afirma otro
participante.

¢ Y si C no esta en las posiciones anteriores?

Ahora los participantes trabajan con lapiz y papel, haciendo alguna observacion
esporédica en la pantalla.

— Primera demostracion
Una pareja de profesores que trabajan juntos observan que el triangulo OCD es
rectangulo por lo que:

OD? = OC? + CD%
ComoOD:%yOC+CB:% aoc:%—CB:w

2 2
Sustituyendo tienen (%j = (Wj + CD?

AB?

4
AB x CB - CB?=CD?
CB x (AB - CB) = CD?
CB x AC = CD?

AB?

=CD’+ — AB x CB + CB?

— Segunda demostracion
En ABD: AB? = AD’ + BD?



También en ACD: AD? = AC? + CD?

en BCD: BD? = CB? + CD?

y AB=AC + CB
Sustituyendo en la primera igualdad:
(AC + CB)? = (AC? + CD?) + (CB* + CD?)
AC?+2x AC x CB + CB*=AC?+2 x CD? + CB?
2 x AC x CB =2 x CD?
AC x CB = CD?

— Tercera demostracion
-, . AC _ DC 2
Los triangulos ACD y DCB son semejantes por lo que D = CB — AC x CB =CD".

— Cuarta demostracion
Usando el teorema de la altura (En un tridngulo ABD rectangulo en D con altura CD se
cumple AC x CB = CD?)

— Quinta demostracion

Si por un punto P se trazan dos secantes AA’ y BB’ a una circunferencia se cumple que
PA x PA’ = PB x PB’ (potencia de un punto respecto de una circunferencia o proposicion
de Steiner).

1.3 La reflexién sobre las demostraciones elaboradas

Generalmente la presentacion de un resultado matematico termina cuando se llega al
final de la demostracion, cuando se ha verificado dicho resultado.

En el taller hemos propuesto a los participantes explicitar los conceptos y resultados
que intervienen en cada demostracion, rescatar las conexiones que establece cada
demostracion con conceptos anteriores.

— Primera demostracion

Se centra la atenciéon en el triangulo OCD que es rectangulo,

por el teorema de Pitagoras tenemos que OD? = OC? + CD?.

De los tres segmentos involucrados en esta igualdad solo CD interviene en la
proposicion que queremos demostrar por lo que buscamos ahora hacer intervenir a los

segmentos AC y CB. Para ello sustituimos OD por % y a OC por %— CB, donde el

segmento AB = AC + CB. Lo que siguid fueron simplificaciones.

— Segunda demostracion

Se tienen en cuenta tres triangulos rectdngulos: ACD y BCD los son por ser CD
perpendicular a AB, ADB lo es por pertenecer D a la semicircunferencia de didmetro AB.

Haciendo uso del teorema de Pitagoras en este ultimo tenemos:

AB’? = AD? + BD.

Sustituimos AD? y BD? por las sumas de cuadrados obtenidas haciendo uso del teorema
de Pitagoras en ACD y BCD: AD? = AC? + CD? y BD? = CB? + CD?.

A continuacion se desarrollan los cuadrados y se simplifica.



— Tercera demostracion
En esta demostracion se atiende un aspecto que no habia aparecido en las
demostraciones anteriores: la semejanza de los triangulos ACD y DCB.

— Cuarta demostracion

Aquellos participantes que tenian presente el teorema de la altura no hicieron mas que
constatar que estaban en las condiciones que pedia la hipotesis de dicho teorema: ABD
rectangulo y CD altura.

Obsérvese que la tercera demostracion es una demostracion del teorema de la altura.

— Quinta demostracion
Nuevamente aqui se apela a un resultado matematico ya establecido y lo que se hace es
constatar que se esta en las condiciones requeridas en la hipétesis de dicho resultado.
Algunos participantes, que no conocian la proposicion de Steiner, se ponen a trabajar
en una demostracion para ella.

5 Conclusiones

El Libro de los Lemas de Arquimedes, mas en concreto el arbelos que aparece en tres de
sus proposiciones, sirvio de inspiracion para formular nuevas conjeturas. Las parejas de
docentes fueron capaces de elaborar conjeturas y también demostraciones para dichas
conjeturas trabajando en un ambiente dinamico (como se vio en 3). Segun los propios
docentes “esta forma de trabajo es una alternativa a la ensefianza expositiva de la
matematica donde la actividad central del estudiante consiste en repetir resultados
matematicos expuestos por el profesor o que figuran en los libros, transforméandose de esta
manera en una actividad carente de sentido para él.” ElI compromiso fue arriesgar
conjeturas para inmediatamente ponerlas a prueba, aceptando el desafio de equivocarse
como también el placer de encontrar argumentos propios que agregaran claridad y
comprension y no solo certeza. La demostracion surgid asi como una busqueda de explicar
los por qué, de comprender la ligazon intima de los elementos involucrados en las
conjeturas previamente formuladas y no como mera verificacion de resultados.
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Anexo: Actividades

Con una dinamica similar a la expuesta anteriormente se trabajo en torno a las conjeturas
que siguen, también referidas al arbelos. Ofrecemos una posible demostracion asumiendo
que no son Mas que eso: una posible, que nuevos argumentos pueden ser puestos en juego
y que ellos dependeran de los conocimientos y conexiones que establezca quien acepte el
desafio.

La proposicion 4 del Libro de los Lemas
El area del arbelos es igual al area del circulo de diametro CD donde CD es
perpendicular a AB y D pertenece a la semicircunferencia de diametro AB.

O/A=r1yO:B=r,.

Los triangulos (ACD) y (DCB) son semejantes —

—> CD?= AC x CB — CD = V(2r12r2)= 2\(rir2) —
area del circulo de didametro CD = nryr; .

Area del arbelos = ni(ry + )42 — nri?/2 — nro?2 = mrfs.

Arco AC + arco CB = arco AB.

Arco AC +arco CB =nry + mtr, = n(rp + 1) = arco AB

Si Ty U son los respectivos puntos de interseccion de la circunferencia de diametro CD
con las semicircunferencias de diametros AC y CB se cumple:

e A T, DyB, U, D estan alineados.

D
Los angulos inscriptos ATC y CTD son rectos
por abarcar los diametros AC y CD
respectivamente.
Idem. con B, U, D.
A 01 0O C 02 B

e (CUDT) es rectangulo.

(CUDT) es paralelogramo (CU//TD, CT//UD) con
angulos rectos — (CUDT) es rectangulo.

Otra forma de ver esto:
Los segmentos TU y CD son iguales y se bisecan. A 01 0 C 02 B

Si M, N, Q son los puntos medios de las semicircunferencias de diametros AC, CB y AB
respectivamente se cumple:

e Lostriangulos (MO;0) y (OON) son iguales.

AO+0OC+CB=2r;+2r,—>0C=r; -

A 01 0 ¢ 02 B



MO;=005,=r1r1,0,0=0,N=r3 Yy MO;0 = 00OsN = 90°,

o Eltriangulo (MON) es rectangulo isosceles.

Los triangulos (MO;0) y (OO;N) son iguales —
MO = ON.
MON = 180° — (O;OM + NOO,) = 180° — (O,0M +

A 01 0 ¢ 02 B

OlMO) =
=180° - 90° = 90°.

e El angulo MCN es recto. h o Lo B
MCA = NCB = 45° — MCN recto.
e CD es bisectriz de MCN. D

MCD = ACD — ACM = 90° - 45° = 45°, M

A 00 0 ¢c 02 B
« A, M, QyB, N, Q estan alineados. d

BAM = BAQ =45° - A, M, Q alineados.
Idem. con B, N, Q.

A 01l 0 ¢ 02 B
e (CNQM) es rectangulo.

(CNQM) es paralelogramo (CN//MQ, CM//INQ) con angulos rectos — (CNQM) es
rectangulo — sus diagonales son iguales y se cortan en su punto medio.

Q

A 01 0 c 02 B

Otra forma de ver esto:
Los segmentos MN y QC son iguales y se bisecan.

o El area de los tridngulos (MO;0) y (OO,N) es la cuarta parte del area del rectangulo
(CNQM).

Area(MO;0) = area(O02N) = rr,/2.
Area(CNQM) = 2ryr».



