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RESUMEN

En el presente articulo se ofrecen resultados de una investigacién sobre construccién del conocimiento desde
la aproximacién socioepistemolégica. En particular estamos interesados en el estudio de los procesos
presentes en la articulacion de los sistemas conceptuales matematicos a los que hemos llamado procesos de
convencion y articulacion matematica (Martinez-Sierra, 2005). De manera especifica este trabajo indaga
sobre qué alternativas pueden ser factibles para la construccién escolar del significado de los nimeros
complejos, bajo la hipotesis de que su significado puede ser construido a través del proceso de convencion
matematica. El analisis de la produccion de los estudiantes, al trabajar una secuencia de actividades disefiada
por nosotros en base a la hipotesis anterior, da evidencia de que a pesar que los estudiantes insistian en que
“las raices cuadradas de nimeros negativos no existen”, nuestra secuencia los indujo a operar con ellos y de
esta manera construir un significado en el plano operativo.

Palabras clave: Socioepistemologia, construccion de conocimiento, convencion matematica, numero
complejo, ecuacion de tercer grado.

1. Introduccién

En trabajos previos (Martinez-Sierra, 2005) hemos desarrollado algunas nociones
tedricas que han sido utiles, por un lado, en la explicacion de algunos fenémenos
didacticos y, por el otro, en la interpretacién de procesos de construccién de
conocimiento. En particular, en el plano de la construccion de conocimiento, hemos
dado evidencia de que ciertas piezas de conocimiento, a las que hemos llamado
convenciones matematicas, pueden ser entendidas como producto de un proceso de
articulacion matematica o de un proceso de integracion de conocimientos. En este
mismo sentido, en el plano de la explicacion de fendmenos didacticos, hemos dado
evidencia de que algunas de las rupturas conceptuales presentes en la escuela tienen su
origen en la desarticulacion de cierta parte del corpus de la matematica escolar
(Martinez-Sierra, 2005).

De manera especifica este trabajo indaga sobre qué alternativas pueden ser factibles
para la construccion escolar del significado de los nimeros complejos, bajo la hipdtesis de
que su significado puede ser construido a través del proceso de convencion matematica. Al
respecto, a partir de un analisis histérico-epistemoldgico de la busqueda de solucion general



de ecuaciones de tercer grado de la forma y® + py+q =0, afirmamos que el significado

del ndmero complejo, en un plano algebraico, puede ser interpretado como elemento
unificador entre el grado de la ecuacion y sus soluciones.

Para contrastar empiricamente la hipotesis anterior se procedié metodologicamente de
la siguiente manera: 1) se disefid secuencia de actividades, en donde se traspuso (en sentido
de Chevallard) tal hip6tesis constructiva a polinomios de la forma x"-1=0, 2) se
experimentd la decencia con 10 estudiantes del nivel medio superior mexicano (15 a 18
afios) y 3) se analizo la produccion de los estudiantes.

2. Aproximacion socioepistemologica en Matematica Educativa

La socioepistemologia es una aproximacion sistémica que permite tratar los fendmenos de
produccion y de difusion del conocimiento desde una perspectiva multiple, al incorporar el
estudio de las interacciones entre la epistemologia del saber, su dimension sociocultural, los
procesos cognitivos asociados y los mecanismos de institucionalizacion a traves de la
enseflanza’ (Cantoral y Farfan, 2004). Mas precisamente, dentro de la teoria
socioepistemoldgica en Matematica Educativa se considera que al menos cuatro grandes
dimensiones interdependientes son las que condicionan/determinan la construccién y la
difusion del conocimiento matematico: las dimensiones cognitivas, didacticas,
epistemoldgicas y sociales. Estas ultimas condicionan/determinan, a su vez, las tres
primeras. La dimension didactica atiende a aquellas circunstancias propias del
funcionamiento de los diferentes sistemas didacticos y de ensefianza. La dimension
cognitiva se ocupa de las circunstancias que son relativas al funcionamiento y la actividad
mental de las personas. La dimension epistemolégica se aboca a aquellas circunstancias que
son propias de la naturaleza y significados del saber matematico. La dimensién social
atiende a las circunstancias conformadas por las normativas y valoraciones sociales del
saber y la manera en como éstas influyen en las demas dimensiones. En este sentido, las
practicas del artesano, del ingeniero, del médico, del profesional, 0 mas ampliamente de
una época o una cultura, son consideradas como constituyentes indisociables del saber
escolar.

3. El proceso de convencion matematica

Un proceso de convencion matematica puede ser entendido como un proceso de busqueda
de consensos al seno de la comunidad que trabaja en dar unidad y coherencia a un conjunto
de conocimientos. La produccion de consensos es posible debido a que en esta comunidad
existe la préactica de integracion sistémica de los conocimientos; es decir existe una
normativa de la actividad para relacionar diversos conocimientos y articularlos en un todo
coherente e interrelacionado. Por su naturaleza esta practica se encuentra en el plano de la
teorizacion matematica, entendiendo por esto a la elaboracion de conceptos
interrelacionados que intentan describir, explicar un objeto de estudio, el cuél es, en este

! “|a socioépistémologie procéde d’une approche systémique qui permet d’aborder les phénomeénes de production et
diffusion de la connaissance dans une perspective multiple, qui integre I’étude des interactions entre I’épistémologie du
savoir, sa dimension socioculturelle, les procédés cognitifs asocies et les mécanismes de l'institutionnalisation via
I'enseignement” (Cantoral y Farfan 2004, p. 139).



caso el sistema de conocimientos aceptados. Este proceso de sintesis conlleva al
surgimiento de propiedades emergentes no previstas por los conocimientos anteriores. Las
convenciones matematicas serian una parte de las propiedades emergentes (Martinez-
Sierra, 2003, 2005).

En el sentido anterior entonces, una convencion matematica puede ser entendida como
un consenso al seno de la comunidad que trabaja por dar unidad y coherencia a un conjunto
de conocimientos. Dos ejemplos en relacion a los exponentes, extraidos de la historia de las
ideas matematicas, serviran para precisar nuestro planteamiento del “principio de
conveniencia” en el que descansa nuestra caracterizacion de convencion matematica
(primer ejemplo) y su caracter relativo al conjunto de conocimientos de referencia (segundo
ejemplo).

Primer ejemplo. Hacia finales del Siglo XVI se sabia que las curvas y = kx" (n =1, 2,
3, 4,...), llamadas de indice n, tenian una propiedad que era llamada su “razon
caracteristica”. Este conocimiento era parte general de la problematica fundamental de la
época referente al calculo de areas determinadas por distintas curvas, tanto mecanicas como
algebraicas (Bos, 1975), y a los significados que las areas guardan en contextos de
variacién. Tomando como ejemplo la curva y = x* se decia que tiene razén caracteristica
igual a 1/3; ya que si tomamos un punto C arbitrario de la curva (Figura 1) el area de
AECBA guarda una proporcion de 1:3 con respecto al area del rectdingulo ABCD o lo que
el mismo que la proporcién entre el area de AECBA vy el area AECDA es de 1:2. En
general se sabia de que la razdn caracteristica de la curva de indice n es 1/(n +1) para todos
los enteros positivos n®.
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Figura 1. Razén Caracteristica de la curvay = x?

En sus investigaciones acerca de la cuadratura de las curvas John Wallis (Struik,
1986) utilizd lo anterior para hacer el siguiente razonamiento, que en el fondo es una

manera de convenir que el indice de y =2/x debe ser igual a 1/2 con el objetivo de unificar

la nocion de razon caracteristica con la nocion de indice (aqui presentamos una parafrasis
del razonamiento):

2 Por ejemplo es bien conocida la forma en que Galileo establecié su ley de caida de los cuerpos a través de
entender el area determinada por una grafica velocidad-tiempo como la distancia recorrida por el cuerpo.
a

% En términos modernos la nocién de razén caracteristica se apoya en que (a > 0) (J. x”dx} :a™ =1:(n+1)
0



‘Como la curva'y = x* tiene una razén caracteristica de 1/3, la curva y = 2/x también debe

poseer una razén caracteristica y debe ser igual a 2/3 (baste observar que las areas debajo de
ambas curvas se complementan para formar el rectdngulo). Ademas, como la curva de indice
2 posee razon caracteristica es de suponer que una curva que posea razén caracteristica

también posea un indice, entonces ;Qué indice debe tener la curva y:%? Como
2/3=1/(1+1/2) el indice debe ser 1/2’

Segundo ejemplo. Wallis también interpreta a los nimeros negativos como indices”.
Define el indice de 1/x como -1, el indice de 1/x? como -2, etc. A continuacion el intenta dar

coherencia a estos indices y a la nocion de razén caracteristica (Confrey & Dennis, 2000).
En el caso de la curva 'y = 1/x la razon caracteristica caracteristica debe ser 11 . :%:005.
-1+
Wallis acepto este cociente como razonable debido a que el area bajo la curva 1/x diverge;
el cual, al parecer, era un hecho conocido en la época. Lo anterior puede ser interpretado
como que la proporcion entre el area de ABCEFA (Figura 2) y el area del rectangulo
ABCD es de 1:0. Cuando la curva es y =1/x? la razon caracteristica debe ser 1/(-2+1)=1/-
1. Aqui, la concepcion de Wallis sobre la razon difiere de la aritmética moderna de
numeros negativos. El no utiliza la igualdad 1/-1 = -1, mas bien él construye una coherencia
entre diversas representaciones; que es en esencia una convencion matematica. Debido a

que el area sombreada bajo la curva y =1/x”es mas grande que el area bajo la curva 1/x,
concluye que la razon 1/-1 es mayor que infinito (ratio plusquam infinita). Continda
concluyendo que 1/-2 es incluso mas grande. Esto explica el plural en el titulo de su tratado
Arithmetica Infinitorum, de la cual, la traduccién mas adecuada seria “La Aritmética de los
Infinitos”.
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Figura 2. Razén Caracteristica de la curvay = 1/x

* Deseamos aclarar que a través de la literatura consultada no fue posible determinar claramente los motivos
que tuvo Wallis para realizar hacer tales definiciones; pero es de suponer que fueron tomadas de las
convenciones de los exponentes que ya se trabajaban en esa época en el contexto algebraico (Martinez, 2003).
> Lo que hoy se entiende por fracciones, en la época de Wallis se concebia como proporcionalidad por lo que

1es 0 (nada) como wesal.



Lo anterior motiva a centrar nuestra atencion en los procesos de integracion sistémica
de un conjunto de conocimientos. Teoricamente, desde un principio, esta busqueda de
integracion, que es una busqueda de relaciones, puede tener dos salidas: 1) La ruptura
ocasionada por dejar a un lado un significado por otro que eventualmente es construido
para la tarea de integracion; es decir, cambiar la centracion de significado y 2) La
continuidad al conservar un significado en la tarea de integracion. Entonces la convencion
matematica, en tanto producto, puede ser interpretada como una propiedad emergente para
establecer una relacién de continuidad o de ruptura de significados.

En nuestros ejemplos respecto a las formulaciones de Wallis, la bdsqueda de
coherencia entre la nocion de indice y de razédn caracteristica (en donde la razén/proporcion
posee significados especificos que difiere de considerarla como numero) provoca dos
convencionalismos: el indice de y=2%/x como 1/2 y diversos tipos de infinito

representados por 1/0, 1/-1, 1/-2, etc. Esto sefiala el caracter conveniente y relativo de la
convencion matematica respecto a la integracion de las nociones de indice y razon
caracteristica y las representaciones algebraicas y gréficas.

4. Una epistemologia de los niumeros complejos a traves del proceso de
convencion matematica

A lo largo de la historia se identifican cuatro grandes etapas, caracterizadas por los cambios
observados en las concepciones epistemoldgicas de los nimeros complejos (Gomez y
Pardo, 2005; Rosseel y Schneider, 2003, 2004): 1) Algebraica. Primeras apariciones de las
raices cuadradas de cantidades negativas, 2) Analitica. Aceptacion y generalizacion del uso
de las expresiones imaginarias gracias al desarrollo del analisis infinitesimal, 3)
Geométrica. Introduccion de un eje de imaginarios que tiene asociado ~/~1 como unidad
perpendicular a 1 y 4) Formal. Formalizaciéon de los nimeros complejos. Nuestro analisis
historico epistemoldgico se ubica en el contexto de la etapa algebraica.

En 1545 Cardano publico Stillwell (1989) en su Ars Magna el método de solucion de
Tartaglia. Esta solucion se conoce como el método de Cardano, la cual para el caso
y®+py+q=0 toma laforma:

3 2 3 2
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En términos modernos la férmula implica a los nameros complejos cuando
2 3

q4+§7<0. Sin embargo, no es posible considerar esto como un caso sin solucion,
porque una ecuacion cubica siempre tiene al menos una raiz real. Asi la férmula de

Cardano plantea el problema de convenir un valor real, encontrado por la inspeccion,

digamos, con una expresion de la forma:yzﬂa+b«/—N +ﬂa—b«/—N (siendo N un
namero natural).




Cardano no hizo frente a este problema (la simplificacion de 3/a+b-/—N , llamado el
caso irreducible) en su Ars Magna, considerd que estos numeros eran “tan sutiles como
inatiles”; fue incapaz de hacer algo con el llamado “caso irreducible” de la ecuacion cubica,
en el cual hay tres soluciones reales que aparecen como la suma o diferencia de lo que
ahora llamamos numeros complejos.

Esta dificultad fue resuelta en el siglo XVI por Rafael Bombelli, cuya Algebra
aparecid en 1572 (Struik, 1986, pp.121-124). De esta manera Bombelli calcul6 el algebra
formal de numeros complejos (llegando a formular las cuatro operaciones con los nimeros
complejos en la forma actual) con el objetivo particular de reducir expresiones

!/a+b/-N a la forma c+d~/—1, asi su método le permiti6 mostrar la “realidad” de
algunas expresiones que son resultado de la formula de Cardano. Por ejemplo, la solucion,
dada por la féormula de Cardano, de y* =15y +4 es

VR I LIV 1 T Y ——— 0

Por otra parte, la inspeccién da la solucién y = 4, Bombelli tenia el presentimiento
que las dos partes de y en la férmula de Cardano eran de laforma 2+n-/-1, 2—n/-1y

él encontré por cubos estas expresiones formalmente, usando («/—1)2 =-1:

(2+-~1f =@° +32° (J-1)+ 3@\ /~1) + (/1) =2+11/-1
Esto ciertamente seria:

y=32+11/-1 = 24 /-1 oo ()
y=3/2-11/-1=2—/-1 - (1)

Sustituyendo (1) y (I11) en (1) se obtiene:
y=2+-/-1+2--/-1=4 porlotanto (4)°=15(4)+4

En conclusion, nuestra hipdtesis de construccion de conocimiento se basa en la
consideracion de que la primera formulacion (Bombelli-Cardano citados en Stillwell; 1989,
Struik; 1986 y Dunham, 1999) en relacion a los niimeros de la forma A+ B-/= N (Siendo
N un namero natural) fueron aceptados en un dominio limitado algebraico; porque ellos
aparecieron como Utiles en la solucion de ecuaciones de tercer grado y* + py+q=0 (y no
en las ecuaciones de segundo grado como se presentan en los libros de texto). Nuestra
interpretacion es que se acepto la existencia de la raiz cuadrada de ndmeros negativos,
junto a su  operatividad, para  articular una  férmula  algebraica:



P’ q°
(+4J , con el hecho de que una ecuacién
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cUbica siempre tiene al menos una raiz real. Es decir, la existencia del nimero complejo
puede admitirse a tanto elemento unificador entre el grado de la ecuacion y sus soluciones.
A tal proceso lo caracterizamos con lo que hemos llamado convencion matematica.

5. Disefio, puesta en escena y analisis de una secuencia de actividades

Para la construccion de la secuencia de actividades a la hipotesis constructiva anterior la
hemos transpuesto® a polinomios de la forma x" —1=0. En particular, el objetivo de la
secuencia es propiciar la aceptacion de los nimeros complejos y la operatividad de la raiz
cuadrada de nimeros negativos en estudiantes de nivel medio superior, dentro de un
contexto de célculo de raices de polinomios, de manera especifica con polinomios de la
forma x" -1=0. Consideramos que mediante este contexto es posible construir el
significado de numero complejo y su operatividad (en el proceso algoritmico-algebraico del
calculo de las ‘n-raices’ de una ecuacién) como convencion matematica, es decir, como
elemento unificador entre el grado de la ecuacion y sus soluciones. Nuestra hipdtesis es
que la aceptacion puede apoyarse en la idea de que tales polinomios tienen ‘n-raices
diferentes’; idea que a su vez puede ser apoyada con la aceptacion de la operatividad de las
raices cuadradas de niumeros negativos.

El disefio de nuestra secuencia consta de trece actividades, las cuales estan agrupadas
en tres fases: |. Recordar el calculo de raices de una ecuacion (Unicamente con raices
reales), 1. Identificar el conocimiento previo que tiene el estudiante sobre la raiz cuadrada
de un nimero negativo, I11. Aceptar y operar con raices cuadradas de nimeros negativos en
el célculo de raices; polinomios de la forma x" -1=0.

5.1 La puesta en escena

La exploracion de la secuencia fue realizada en el plantel de nivel medio superior en de la
ciudad de Chilpancingo, (Capital del estado mexicano de Guerrero), donde se trabaj6 con
diez estudiantes (6 alumnas y 4 alumnos) de segundo grado por tres horas y media. Con los
estudiantes se formaron tres equipos de trabajo: dos de ellos contaron con tres estudiantes
(equipo 1 y 3) y uno de cuatro integrantes (equipo 2). Aqui Unicamente se reportan los
resultados del equipo 1y 2. El tiempo abarcado, estuvo determinado por el rendimiento de
la participacion de los estudiantes en la secuencia, la cual les permitio llegar hasta la
actividad diez de la tercera fase.

Observamos que los objetivos propuestos de las dos primeras fases (Recordar el
calculo de raices “reales” y el de identificar el conocimiento previo de las raiz cuadrada de
un namero negativo) si se alcanzaron, pero, el objetivo de la tercera fase (el de aceptar y
operar con las raices cuadradas de nimeros negativos) no se alcanzé de manera general; ya

® Utilizamos este término en el sentido de la Trasposicion didéctica de Chevallard ().



que en cada equipo no llegd abarcar todas las actividades que contempla esta fase, ademas
no todos los integrantes realizaron las operaciones solicitadas en la actividad 9 y 10 (la
comprobacion de las raices encontradas), por motivos del factor tiempo.

5.2 La produccion de los estudiantes

Fase Il. Identificar el conocimiento previo que tiene el estudiante sobre la raiz
cuadrada de un namero negativo.

La segunda fase (Actividades 7 y 8) tiene como objetivo identificar el conocimiento previo
(como denota a la raiz cuadrada de un numero negativo y la familiaridad que tiene con ella)
de los estudiantes, al calcular las raices de la ecuacion cuadratica x> +1=0 a través de la
peticién explicita del uso de la férmula general de segundo grado. El resultado general
encontrado es que el conocimiento previo identificado en los dos equipos es que *“las
raices cuadradas de nimeros negativos no existen”. En la tabla siguiente mostramos la
descripcion e interpretacion de la produccion de los estudiantes.

Equipo 1 Estos estudiantes necesariamente querian obtener el valor de

~/—4, lo introducen a la calculadora para obtener su valor y
dicen que marca: “error”, concluyen que “no existe”.

i ) Al principio les fue dificil aceptar a este nimero como solucién

j ] pero al hacer la comprobacion dado a los procedimientos

operacionales utilizados (por ejemplo al elevar una potencia a

una fraccién) vy recordando que dependiendo del grado de la

ecuacion son las raices a encontrar, concluyen que es “una raiz
€on signo menos y otra con signo mas”.

o —

En este equipo se da dos casos para obtener las raices de esta
ecuacion, el primer caso es utilizando la férmula general tal
como se lo pediamos y el segundo caso es despejando
directamente a x en la ecuacion.

(Ee)- - Al utilizar la formula de segundo grado argumentan que “no
= existe la raiz”. Se les apoya en este aspecto para encontrar la
Xt ) solucion mediante la formula general de segundo grado y
concluyen en cada caso con sus resultados encontrados que “si”
son raices de la ecuacién porque “se pueden igualar”.

Fase I11. Aceptar y operar con raices cuadradas de nUmeros negativos en el calculo
de raices, de polinomios de la forma x" =1

En esta tercera fase (Actividades. 9, 10, 11 y 12) se esperaba que el estudiante opere y
acepte a las raices cuadradas de nimeros negativos como soluciones de estas ecuaciones.
Para motivar a ellos se les pide que verifiquen si satisfacen a la ecuacién las raices
encontradas. Aqui se utilizaran las herramientas del desarrollo de un binomio, factorizacion
y la férmula general de segundo grado. El objetivo de estas actividades es que al realizar las
factorizaciones de los polinomios en las actividades 10, 11 y 12 los estudiantes podrian




darse cuenta que ya se tienen algunas de sus raices, las cuales encontraron en las
actividades anteriores. En las tablas siguientes mostramos la descripcion e interpretacion de
la produccion de los estudiantes en los dos equipos aqui reportados.

Equipo 1 — Actividad 9
. | -® % i 1

=0

Al igual que en la actividad 8, este equipo trata de

~1+-/-3
2

simplificar la solucion obtenida

La reaccion que tuvieron estos estudiantes fue peor a la
de la actividad 8 con la obtencidn de este valor y mas
cuando se les pidi6 que verificaran si era raiz de la
ecuacidn clbica; para ellos no fue nada sencillo
realizarla por los calculos requeridos, en especial
|

b

Equipo 1 — Actividad 10

10. Utiliza la factorizacion de una diferencia de cuadrados y la formula general de

L4 g .
segundo para encontrar las cuatro raices de la ecuacion X =1=0. Ademis verilica

que efectivamente son raices de esa ecuacion 2 (1 3
( X M) ¥4

En la actividad 10. Podemos observar que en
las dos comprobaciones elimina directamente la
raiz cuadrada con el exponente cuatro y elevan
al denominador al cuadrado.

Equipo 2 — Actividad 9

En este equipo no hubo argumentos concretos al término de estas actividades (9 y 10), en
por qué son raices los valores encontrados de las ecuaciones propuestas, lo Unico que nos
dijeron fue lo que observaron al calcularlas: son dificiles de hacer, siguen un procedimiento
largo y que algunas son més dificiles que otras de menor potencia.

En este equipo solamente una de las integrantes
realizo las operaciones de la actividad 9 y explicé a
los demaés las operaciones realizadas, pero no logré
que las demas realizaran los célculos de
comprobacion.




Equipo 2 — Actividad 9
7 I fctoiacion de wna diferencia de cuadrados y 1a fomla general de Se observa los célculos obtenidos por un integrante del
equipo. La cual argumenta su comprobacion: “es raiz a

la cuatro (ﬁ)4=ﬁﬁﬁﬁ y las raices

-:"}u '\.'f.f'i"‘-l) . " W iguales se suman y tienes doble raices, tienes cuatro

t-if -1 20 o T , , , , 2 , .
X?H26 gr)s6 1-1.» “Ur=21 | raices y son dos, ésta y ésta seria (ﬁ) y ésta igual,
DLl T o2\ T esta se elimina, menos por menos da mas, seria uno,

O Q B menos uno, serfa cero igual a cero™

Algunos integrantes comprueban solamente una
raiz, la positiva y verifican si son raices de la
ecuacion propuesta, por ltimo se les pregunta que
si son raices de esa ecuacion, lo cual dicen que “si
porque se pueden igualar”.

6. A manera de Conclusién

En los resultados de la puesta en escena se evidencia de que a pesar que los estudiantes
insistian en que “las raices cuadradas de numeros negativos no existen’, nuestra secuencia
los indujo a operar con ellos para encontrar las raices de algunos polinomios propuestos en
las actividades y asi, aceptandolos de manera operativa en las actividades 8 y 9 que los
valores obtenidos son raices. EI argumento basico es que “se pueden igualar” es decir, que
al sustituir los valores en la ecuacion su resultado es cero. Lo anterior considerando que no
comprobaron todos los valores obtenidos en las ecuaciones solamente algunos de ellos.
Consideramos que nuestra secuencia de actividades da indicios de que es posible construir
el significado del nimero complejo y su operatividad en tanto el proceso de convencion
matematica.
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