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The study of Nicomedes® Conchoid and Descartes’ Folium, according to the Portuguese
mathematician Francisco Gomes Teixeira in his Traité des Courbes Spéciales
Remarguables Planes et Gauclies

ALVES, Maria da Graga Universidade Portucalense
ESTRADA, Marda Fernanda Universidade de Minho
CORREIA de S4, Carlos Universidade do Porto
(Portugal)

Abstract

One of the most intecesting warks of the Portuguese mathematician FRANCISCO GOMES
TEIXEIRA (1851-1933) is the Traité des Courbes Spéciales Planes et Gouches,

This author analyses a great nuinber of corves and gives, for each of them a detailed
mathematical treptment that includes historical data with reference to original sources, as
well as his personal contributions. As examples. we shall present the study of Nicomedes'
conchold and of Descartes” foliwm. For each oue of these curves, we shall give:

- & hrief historical summary;
- copies of texts by GOwES TEIXEIRA and by other authors whein he quotes;

- awork sheet inviting participants to collaborate, which will include some of the prob-

lems and chollenges historically related with the carve.

Finally, the resolution of those problems will be presented in data-show.




1 'The Portuguese mathematician FRANCISCO GOMES TEIXEIRA
1851-1933
1.1 Brief biographical details

FrancisCo Gomes TEIXEIRA graduated from the University of Coimbra in 1873, and sub-
mitted a thesis on frtegracdo das equagdes &y derivaday parciois da 2 ordem [Integration of
Second Ovder Partial Differential Equations] for his doctorate.

While still a stodent in his third year, he submitted and published his first work, entitled De-
senvolvimento das fungdes em fracedo continna [Expansion of Functions into Fractions Con-
tinwous], and in his fourth year he published the anicle Apficacdo das fraccdes continuas
determinacdo dos raizes das equacdes [Application of Continuous Fractions (o the Determi-
nation of Rools of Equations], which he submitted to the Academia das Ciéncias de Lisboa
{Lisbon Academy of Science].

His dissertation for his application for a post at the Faculty was enltled Sbre o emprego dos
cixos coordenados na mecdnica analitica [On the Use of Co-ordinate Axes in Analylical Me-
chanics), showing that

... Poinsat se enganara ac afiomar que, contrariaments A suposicio de Lagrange. tais coordeanadas
530 imprdprias para a resolugdo dos problemas da Mecinica por meio do principio do wakalho
virtual. (Beires, 1950-1951, p. Lt}

[.. . Poinsol was mistaken in stabing that, contrary to Lagrange’s supposition, such coordinares are
unsuitatle for resolving problems: of mechanics by means of the principke of viomal work].

That same year he was appointed substitute Professor of the Faculty of Science of the University
of Coimbra, and he remained a Professor of that institution until he was appointed divector of
the Escola Politécnica do Porto |Pote Pelytechnic] in 1883, There he took over the course of
Differential and Integral Calculus, which he continued to teach throughout his time as a teacher,

In 1911 the University of Porto was founded, and GOMES TCIXTIR A was elected and designated
as its first Rector. In 1918 he was propesed as, and became, honorary Rector, Although, in
1921, he had reached the legal age limit for the exercise of a public office, the Academia do
Porto arranged a ribute at the University to bring him back to control of the course he had
always taught,

GOMES TEIXEIRA was professor onoris causa of the Universidad Central de Madyid (1922}
and the Université de Toulouse (1923). He took part in various intcrnational conferences:
Boston, Caen, Besangon, Toronto, Zurich, Satamanca, Porto. Cambridge, Seville, Bilbao, ete.

His prestige was internationally recognised as he was a member of many institutions, among
which, [or their geographical diversity, let us guote: Madrid  Royal Academy of Sciences,
Lisbon Royal Academy of Sciences, Circolo Matematico da Palermo, Prague Academy of
Sciences, Barcelona Royal Academy of Sciences and Arts, Liége Roval Society of Sciences,
Krakow Mathematical Socicty, Lima Faculty of Sciences. Moscow Mathematical Society,

He belonged to the Commission fnternationale de I'Enseignement mathématigue, the Comité
Permanent Imernarional du Répertoire Bibliographigque des Sciences Mathémarigues [Perma-
nent International Committee for the Bibliographical Repertoire of Mathematical Sciences],
the International Catalogue of Scientific Literature, and, from its foundation, the Comité de
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Patronage de I'Enseignement Mathémarique |Comnittee for the Patronage of the Teaching of
Mathematics.

Al the invitation of the organisers he was part of several intemational committees ag a tbute 1o
Lobatschewski, Lavoisier, Hermite, Mirtag-Leffler, Descartes, Battaglini, etc.

Owing tw his prestige as a man connected with teaching, GOMES TEIXEIRA held government
positions connected to education: he was a member of (he Conseltio Superior de Instrugdo
Priblica [Higher Council for Public Instruction] and a Memiber of the Junra Oriertadora dos
Estudos [Studies Orientation Group]. !

1.2 The work of GOMES TEIXEIRA

Duc to historical and social reasons it was during a period of weak scienrific development,
hardly favourable to research work, that GOMES TEIXKEIRA began his career as a teacher and as
a mathematician,

As a consequence of 5o liftle scientific production, the teaching of pure Mathematics in Portugal
waus cauried out with the aid of compendia which, apart from rure exceptions, were translations
of foreign books, essentially French ones, sometimes expanded and annotated.

Aware of the problems that this situation involved, GoMES TEIXEIRA published two books
on Analysis in the Portuguese language, Curso de Analyse Infinitesimal ~ Cdieulo Driferen-
cial [Course in [nfinitesimal Analysis — Differential Calculus] (1887} and Curso de Analyse
Infinitestmal - Célculo Integral [Course in Infinitesimal Analysis — Intepral Calculus] (1889,
whaose conteats deall with the most up to date work of the time. These works were innovative
and groundbreaking, as they contributed greatly to informing Portuguese niathermaticians of the
new currents in the Mathematical Analysis of the time. They also had (he merit of introduc-
ing the precision of principle, the strictness of deduction and the amplitude of resulis already
obtajned in Europe into the teaching in Portuguese higher education institutions.

Study of his correspondence —-more than 2 000 letters received from scientists in EBurope, Sowh
America, Canada, Japan and the United States— shows that the work in question was not only
noted in Portugal, as many foreim mathematicians gave him great praise, cither personally or
in scientific journals,

GomEs TEIXEIRA received two prizes for publications on Analysis: in 1888 in Portugal, he
won the D. Luiz I prize [or the book, Curso de Aneilyse Infinitesimal — Calcule Diferencial, in
1895, the memoir Sobre o desevolvimente das fungdes ent sérfe [On he Expansion of Func-
tions in Series] was submitted to the open competition organised by the Academia Real de
sciencias exactas, physicas e anturaes de Madrid, winning a prize in 1897, and being published
later. According to Vilthena

O prémic era pecunidrio e com diploma ¢ medalhia (1536, p. 125)
iThe prize was inoney, with a diplotma and a medal|

but as it had been wiitten in Portuguese, and as it was a condition (hat the languages adopted
were Castilian or Latin, he was nol awarded the medal.

Tr 1896 the Madrid Royal Academy of Sciences set the competition:

Caldlogo ordenado de todas las curvas de cualquier clase que han recibide nombre especial, acom-
paiihiadky de ona idea suciuta de la forma, ecuacionss ¥ propriedades generales de cada una, con
noticia, de bos libros ¢ autores Gue primeramente fas han dade a conocer. {TEIXER4, 1905, p. V)
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| An ordered catalogue of all the curses of any class which have received a special name, accompa-
wiedl by a succinct idea of the shape, equations and general properties of sach., with nodfication of
(he books or authors who Aest made them known]

Gomes TEIXKEIRA then produced a noticeable wotk entitled Tratade de las curvas notables
[Treatment of the Noticeable Curves], written in Castilian, which was awarded u prize by the
aforementioned academy, ex aequo with the llahan Gino Loria. The treatment was revised,
enlarged and (ranslated into French by the avthor, with the title Traité des courbes spéciales re-
marguabies planes et gauches, for which he was awarded the Binoux prize of the Paris Academy
of Sciences in L1917, In the report on GobMKES TEIXEIRA's workfor this prize. Appell wrote:

... Sans doute des monographies de courhes de certaines espéees ou méme des travaus plus ¢om-
plets ont été publiés & diverses Spoyues. .. Mais il manquait un Ouvrage sysiématique et complet
formant un catalogue ordonné de teutes les courhes remarquables, indiquant leurs équations et leurs
propriélés essenticlles, avec une Notice bibliographique des auteurs qui les ont éudides. Clest cet
Ouvrage qu’a composé le professenr F. Gomes Teixein,. .. |loenvie de M. Teixeira constitue €gale-
ment une histoire des Mathématiques cnvisagée sous un point de vue spécial. O trouve en effer,
en étudiant les diverses courbes qui se sont introduites en Géowmétrie, U'illustration des progres de
la Géomeétie pure, de la Géométrde analytique, de I Analyse infinitésimale, de 1"Algébre et de la
théorie des invariants of covariants, des la théorie moderie des fonclons, de 1a Mécanique, de la
Physigue et de I’ Astronomie. . . En dressant un catalogue raisouné de ces courbes, en donnant leur
lisroire dans un importa cuvrage. M. F. Gomes Teixeira 2 rendu ) Ia Science un grand service,
que la Commission propose de reconniitre en lui décemmant le prix Binoux, (1918, pp. 126- 128}

[Without & doubt, ot various tmes menegraphs on corves of certain kinds or even mors comnlete
works have been published. .. But what was missing was a systematic and complele Wark, forming
an ordlered catalogue of all the noticeable curves, showing their equations aud essential properties,
with a bibliographical note on the authors who studied them. Tlis is the Work thar Protessor F.
Gomes Teixeira has compased,. .. The work of M., Teixcira is also a history of Mathematics, con-
sidered from a special point of view. As a matter of fact in studying the various curves which are
iniroduced in Geometry, one tinds the illusteation of the progressions in Pure Geometry, Analytical
Geomelry, Infinitesimal Analysis, Algehra and in the theory of invariants and covariants, modern
theory of functions, Mechanics, Physics and Astronomy. .. In establishing a rational catalogus of
these curves, in supplying their histoty in an important work, M. F. Gomes Teixcira has dooe a
great service to Science, which the Comunittee proposes to recognise by awarding him the “Binoux”
priez.]

The “Trairé ... " was re-published in French in the United States in 1971 by the publisher
Chelsea, and the French publisher Fditions Jacques Gabay made a new edition in 1995, afler a
favourable opinion from many mathematicians and with an extremely positive review published
in ihe French journal Biudlerin de FAPMEP, v° 318, April-May 1995.

In 1902 the Portugusse government decided to publish all of GOMES TRIXEIRA’s works, which
were compiled in seven volumes with the title Qbras sobre Marhematica [Works on Mathemal-
ics]. To illustrate how these works were appreciated, T quote the French mathematician M.
Appell, who, in a report on GOMES TEIXEIR A at the time of the Bidoux prize alveady men-
tioned, among many other eulogies said:

_. . Il nous est impossible de donner une analyse de 1a substunce si richa des sept volumes, ... (1918,
pp. 126-128)

[Tt 15 finpossible for us to provide an analysis of the so-rich substance of its seven volumes. . . |
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GOMES TEIXEIRA was also a historian; besides the many accurate historical quotes that he in-
cluded in his works, and scveral articles that he wrote on Portuguese mathematics, at the end of
his cateer, cowpiling and broadening his studies, he wrote the book Historia das Matemdticas
em Portugal [History of Mathematics in Portugal]. However, he died in 1933 without complet-
ing it. Il was revised and published after his death by Scipifio de Carvalho in 1934, This work
coutains the lessons he gave from 12 1o 19 April 1932, less than one year before his death,

The scientific writings of GOMES TEIXEIRA have a didactic charm inasmuch as they are accu-
rate bt clear, even when dealing with topics of great scientific difficulty. Reflecting concern
about the teaching of Mathematics, in 1926 he published (he book Manual de Cdlcule Diferen-
ciad [Manual of Differential Calculus] in which, in “Adveri@ncia™ [Notice] one can read;

Este volume contem a doutrina essencial para um primeiro estuds do Caloulo Diferencial o Luzer
nas cadeiras de Andlise das faculdades de scigncias [L.. ] A @ste vobwne sepoir-se hi por veostura
oulee do mesmo génern, contendo os elementas da Cileuls inlegral, CTEIXEIR A, 1426)

[This volume ¢untains the essential docuine for 8 fisst study of differcotial calonlus to be done in
the ¢ourses of Analysis at the Faculties of sciences [. . . 1 This volune will be followed by another of
the same kind, conlaining the elements of integral calculusl,

Unfortunately, this prediction of the author was never realised, as only the first volume was
published, and was not widely distributed,

But GOMES TEIXEIRA had a polyvalent side, and was not only interested in the swdy and
teaching of pure mathematics. He was a traveller and a mountain climber, and in 1926 he
published the book Santudrios de Montanha [Mountain Sanctuaries] in which he told of his
trips. In this work GOMES TeIXEIRA gives his opinion on the education of young people,
arguing that

.- - wna sociedade bem orpanizada deve dar i juventude perfeita educacio moral, uma hoa educagio
I{siva ¢ wma esmarada educagdo inleleciual [ . ] N&0o basta preparar homens que saibam trabalhar
bemn; ¢ necessario dar-lhes o vigor necessario para o pederem fazer. ... (TCINEIRA, 1924, pp.
23-24)

[ a well organised society shoubd give tis yourh a pedfect moral educalion, @ good physicsl edu-
cation and an ideal intelleciual edocation [ ] s oot enough (o prepare men who know how to
work wetl; s necessary 1o give thein the strengh needed Jor them to be able w do it 1.

In the last years of his life, in parallel with the publication of historical and scientific material,
he also dedicated himself to writing on rcligious themes: Apoteose de S Francisco de Assis
[Apotheosis of Si. Francis of Assisi] (1928) Uima santa e wma sdbia | A saint and a sage] (1930}
and Sanio Anténio de Lisboa [St. Anthony of Lisbon] (1931),

L3 Opening to the international scientific commmunity: the contribution of GOMES
TEIXEIR A

In the historic eulogy he made to the Portuguese mathematician Daniel da Silva, GomES TELX-
EIRA statcs:

Macha hit de mais prejudicial para a sci@ncia de wm pova de que o seu isolomento no meic da sciéncia
dos outros. Este isolamento fol quisi completo em Formgal 0o maior parte do séeulo XX, ¢ o




molivo principal ¢stava no desconhectmento da nossa lingua nos meios scientiicos estranjedros
... 1 As nossas tevisias eram powco Lidas 4 fora e 03 nassos sabins nio recorriamm 3s revistas mais
vulgarizadas dos grandes paises para apreientar o3 resultados das suas investigagdes, (TEIXEIRa,
1920, p. 6)

[There iz nothing more harmful to the science of a people haa their isolation in tie midst of e
scienee of others. This isolation was almost complete 10 Portugal in the greater part of the 1%
century, and the main reason is the lack of knowledge of our language in foreign scientific saviron-
ments [ ] Our jownals are liule read outside this country and onr seholars do nok i to the mest
pepular joumals of (he large countries (o present the results of Uieir research).

These words of GOMES TEIXEIRA show how aware he was of the diflicolties of communication
between the Portuguese scientific community and the rest of the world owing (o the language
problem. So, he published his articles in various international mathenatics journals, writing in
French, Italian, Castilian and English.

Gonis TRIXGIRA was also the [ounder of the first Portuguese jownal of mathematics, the
Jomal de Ciéneias matemdticas e asirondmicas [Joumal of Mathematical and Astronomical
Scicnce], which was published from 1877 to 1904, While it was initially a joumal aimed at
a public covering those who were in some way connected with mathematics or its teaching, it
quickly becume a journal dedicated (o mathematical reseacch, with a view to making known
in Portugal the most recent advances in the wocld. Mathematicians of international reputation,
including Hermite, Bellavitis, Birger Hansted, Mauvice d’Ocagne, Cesiwo, Lerch, Gino Loria,
Loriga, and Pirondini, therefore worked with the magazine, contiibuting research arlicles. To
continue this policy, in 1903, GOMES TEIXEIRA started publishing the journal Annaes Scientifi-
eos da Academia FPolvtechnica do Porto [Scientific Aunals of the Porto Polytechnic Academy].

With his view of openness to the world, many articles, which related deep, precise and long
research, were published in the most prestigious joumals of the time, such us, Joumnal fiir die
reine und angewandte Mathematik, gegriindet von Crefle; Bulletin des Sciences mathématiques;
Jowrnal de Mathématiques pures er appliquées de Liouvitle; Bulletin de la Société Mathénma-
tigue de France; Mathesis; Intermédiaive des Mathématiciens; Reale Accademia dei Lincei;
Nouwvelles Annales de Mathématigues; Acta Mathematica: Jornal de sciencias mathematicas ¢
astronemices; Annales scientifiques de UEcole Normale Supérieure de Paris; L' Enseignement
methémarigue; Comptes Rendus de I'Académie des Sciences de Paris.

2 Traité des Courbes Remarquables Planes et Gauches

GoMES TEIXEIRA's work Trafté des Courbes Spéciales Remarguables Planes at Ganches is
included in voluwmes TV, ¥ and VII of the Complete Works of GoMES TEIXEIRA. In 1907, in
volume TV, in the preface to the first two volumes mentioned, the author wrote:

Le présent cuvrage est 1a waduction, avec plusienrs additions, d’un iravail indoné: Troadeo de luy
cirval especigles notables, que 1 Acaddmie des Sciences de Madrid nous a fait I'honneur de couren-
ner en 1599 et de publier en langue espagnole plus tard dans le tome XXII de ses Mémoires, Ce
travail, gui répondail en meme tewmps au progratns prapnse par cette Académie ef & un programme
proposé par M. Hawn de La Gouopilliere dans le wome I de U fnterméddiaire des mathématiciens, a
méritd 1 approbation de cet éminent savant, et nous en publions, vivement encouragés par lui-méme,
celte iraduction frangaise. (1908, p. VII}

[This wark is the translation, with same additions, of a work entilled: Tratade de las crervas es-
peciudes notables, which the Madrid Acadewmy of Science did us the honour of awarding a prize
in 189% and later publishing in the Spanish language, in Yolume XXIT of its Mémoires. This work,
which at the same time respondsd to the programme proposed by that Academy and to a PLogramune
proposed by 8. Haton de 1a Goapilliere in Volume 1 of L' fnrermédiaive des marhéimaticiens, samed
the approval of this eminent scholar, and we publish this French ranslation enthusiastically encour-
aged by himf,

Srill in the same preface, GOMES TEIXEIRA explains the stecture of volumes IV and V:

- nons énudions fa forme, la constraction, la rectification et 1a quadrature, les peoprigtés et histoire
de chimue courbe; nous considérons les rekations de chaque cowrbe avec Tes autres; nous indiquons
les problemes ob les courbes Gludides apparaissent; ¢tc. Les avteurs de chaque grestion considérée
sont mentionnés, quand cela nous a éi possible [L.. ) Cet ouvrage sera composé de deux volumes.
Le premnier esl consacré aux courbes algébriques planes, & degré délerming, de plus geand inferéi,
Drans Uautre seront envisagées de nombrevses courbes rancendantes planes, quelques classes de
courbes planes et quelgues caurbes gauches plus remarquables. Trans la partie du deuxigime volome
consacré & I'éude de diverses classes de courbes plaes, nous serans naiurellernent mendés a etvvis-
ager encore quelques courbes algébrigues planes i degee déterming qui en sont des cas particuliers.
(1908, p. VII}

[--. we study the shape, the constmction, the rectification and the quadrarure, the properties and
the history of cach curve; we consider the rebationsiips ol each curve to the olhers; we show the
prablems where the curvas studiad appeac; the suthors of each question are mentivned whenever this
is possible (. ] This work will be composed of two volumes. The first is dedicated to the algebraic
plane curves, with a determined degree, of most interest. The other will consider the numerous plane
transcendent curves, some classes of plane curvey and some of the inost noticeable skew curves, In
the part of the second volume devoled {o (e various classes of plane curves, we will natwrally be
led to consider again some algebraic plane curves, with a determined degree, which constitute a
particular case].

I this work GOMES TEIXEIRA. studies more than 150 carves, some of which, dealt with in the
first volume, arc taken-up again in the second. Some examples are the Astroid, Cappa's Curve,
Talbot’s Curve, Watl’s Curve, Circular Cubics, Planar Cubics, the Piriform Quartic, Agnesi’s
witch, efc.

Although the two volumes cited are, alone and together, a noticeable work of scicntific and his-
torical gathering, with important personal contributions, the author, in his constant and rigorous
rescarch and anxiety for knowledge, went still further and wrote Volume VII, which contains a
supplement to Volumes TV and V.

In the preface to Yolume V11, the author defines the goals of the work:

Nous tevenons sur guelques-tnes des courbes considérées dans cet ouvrage, pour ajouter de nou-
veaux (éveloppements & leur théorie, histoire el bibliographie, el nous exposons les théories de
bien d’autres courbes remarquables qui nonl s €66 envisagss dans les volumes précédents, Parmi
les pigces qui forment eo volwne, on trowve les reproductions de quelques wavaux sur les courbes
spéciales que nous avons insérds en divers recueils scientifiques apres la puldication de Uouvrage
mentiong, (1913, p. VII)

FWe retum to some of e curves considered in thiz work, 10 add new developments 1o their theory,
history and bibliography, aud we explain the theorics of many other noticeable curves which were
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not considered in preceding volumes, Among the picces which make up this work arc the reproduc-
tigns of some works on spatial curves which we inserted in various compilations after publication

of the wodk referred to].

There follows a list of works that show that GOMES TEWXEIR A constantly kept np to date with
whal he was writing about at the time.

But the author went even further, and added an Appendix dedicated to the famous problenis of
Geometry that cannot be solved with ruler and coinpass, whose solutions are found through var-
1ous curves, focusing on the history of those problems which is closely linked to these curves.
The author deals with the problems of duplication of the cube, trisecting the angle, and quadra-
turc of the circle, giving a clear and complete exposition of the various solutions and methods
related to each problem.

\

3 Nicomedes® Conchoid

3.1 Gomes Teixcira’s approach to the conchoid

GOMES TEIXEIRA starts his study of Nicomedes' conchoid [rom the polar equation of the
Curve,

o= + f,

cosd

and deduces from it the cartesian equation

., 2ihta—aith—a+m)

Y= - 3 .
{z —n)

This, however, might not be adequate to pupils not yet familiar with polar coordinates, and so
we present a direct deduction of the cartesian equation, involving only the proportionality of the

8

sides of similar triangles, In order o simplify some computations, we have introduced a line
segment 2 such that A% = 2%+ {x — a)*. In doing s, we were inspired by Isasc Newton's deter-
mination of the tangents to the conchoid in his Treatise of the Method of Flixions and Infinite
Series, which GOMES TEIXEIR A does not cite (NEWTON 1966, 51). We have interchanged the
position of the coocdinate axes of Newton's text, though, in order to obtain the equation in a
fonu closer to the one in GOMES THIXLIRA'S treatise,

After establishing the polar and cartesian equations, GOMES TEIXEGIR A procceds with a detailed
study of the conchoid, covering topics such as the poiuts at infinity, normals, curvature and the
points of inflexion, quadrature and volumes of solids of revolulion generated by the curve. He
then tums to the history of the conchoid, giving references that go frem Antiguity up to Johann
Bernoulli and Roger Cotes. Finally, he gives a detailed account of the use of the conchoeid for
the rewsis constmetion of the solutions of the famous problems of the angle rrisection and of
the cube duplication,

3.2 The methodology for the workshop

In this workshop we rely extensively on texts (thal awe not refered to by GOMES TEIXEIR A, but
all the classroom material presented in the workshop is the result of the study of his Traite des
Courbes Spéciales Remarguables Planes et Gauches, 1t was the reading of this treatise that
inspired us not only to follow his clues and check his references, but also to look for ather
histerical sources which he does not mention.

In this workshop, an analysis of the problem always precedes the cotresponding synthesis,
The former is sometimes provided (much in the way it could be done on the blackboard by the
teacher) and ar other times is asked for in a work-sheet; the latter is either included in a historical
text of mathematics {the reading of which may be proposed 1o the class), or takes the form of a
work-sheet, or both, By means of these few combinations we hope to call the teachers” attention
to the great variety of possible stralegies for the use of historical problems from Antiquity in
the reaching of mathematics.

Although our sowrce of inspiration for this part of the workshop was the reading of GOMES
TEIXEIRA's treatment of the conchoid, our option was not to maintain the lettering of his di-
agrams. It was important to unify the notation in the related documents, and we have tried to
keep closer to the original historical texts.

We deal with the trisection of the angle fivst, for the related constructions are much stmpler
than those of the cube duplication. This leads to the concept of neusis constructions and to the
nianipulation of a model of Nicomedes’s trammel for the drawing of conchoids. We then take a
look at the duplication of the cube,

3.3 The irisection of the angle

We start with a constiuclion [or the angle triscctor presented by Pappus of Alexandria as propo-
sition 32 of the fowith book of the Mathematical Coilection. We introduce the constimction by
an analysis meanl (o prepare for the synthetic proof that follows: it is essentially the analysis in
Heath {1981}.

The synthesis that corvesponds 1o this analysis is presented in two ways. The first one consists
of the reading of an exceipt of Pappus’ Mathematical Collection, where the synthetic treatment




is provided.! An altermative to the reading of Pappus’ texl is the presentation of a work-sheet
with the same synthesis.

3.4 Neusis constructions and the conchoid

The construction given by Pappus presuposes the insertion of a line segment of given length
between two lincs, in such a way that a given point lay on the segment produced. This is cailed
neusis constrctions.

An interesting question is whether such a construction is always reducible to a construction with
ruler and compass, or not. The issue is not the object of any classroom matetial presented in
this workshop, but the following short comment may be appropriate. The first known historical
instance of a neusis construction dates from the fifth century B.C. (the construction of the third
lunule of Hippocrates of Chios) and may indeed be carried out with raler and comp‘/ass alone,
for it is the equivalent of applying a rectangle with a given area to a given line segment and
excezding by a square?, which is a particular case of Euclid's.” In genesal, however, neusis
constmctions are not reduceable to ruler and compass constoctions. Pappus proves that they
may always be carried out throngh the intersection of a circle and a hyperbala (proposition 31
of the Mathematical Collection IV).

The extremities of the scught line segment are not atways necessarily on two straight lines; they
may be required to lic on two given curves. A neusis between a line and a circle is used by
Archimedes to trisect the angle (proposition 8 of the Book of Lemmas), Besides, there are still
other nses of the word neusis to deseribe more complex geometric constructions, in the ancient
mathematical literature: usually the determination of a line segiment, with a given point on its
extension, and with a certain geometrical property other than having a given length. A famous
instance may be found in Archimedes’s construction of the regular heptagon. Another ane
occurs in the Heronian construction of the two mean proportionals, mentioned below.

The simpler sort of neusis constructions (us delined at the beginning of this section) is suggestive
of how the conchoid may have been discovered by ancient geometers and also of how it may
be conceived by nowadays learners, Several ancient commentators relate Nicomedes {third and
second centuries B.C.) to the invention of the conchoid, The most important of them are Pappus
of Alexandria, Proclus of Lycia and Eutocius of Ascalon.

In hook IV of the Mathematical Collecrion, Pappus gives the definition of the conchoid and
states, without proof, some of its properties established by Nicomedes. Next, he explains how
the conchoid may be used to effect a neusis construction (of the sorl in which the line nearest to
the given point is a straight line). Finally, Pappus presents Nicomedes® solution for the problem
of the cube duplication.”

In his comment to Euclid’s proposition concerning the bisection of a given rectilinear angle®,
Proclus links the discovery of the conchoid to the problem of (he angle trisection,”

'VER EECKE 1982, 1, 212214,
THEATH 1981, 1, 195-196

3 Elementy V1,25
*DUKSTERHUTS 1987, 414-416.
FYVER BECKE 1982, 1, 185-190,
b Elements 1, 9

'VER EECKE 1948, 233.234.
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Eutocius coliected an impressive amount of solutions of the Delian problem (the duplication
of the cube, or its equivalent form of the finding of (wo mean proportionals to a line segment
and its double) in his Conmnentaries to Archimedes™ treatise On the Spheve and the Cylinder.,
Concerning the conchoid, he conveys information much on (he line of Pappus, but often in
greater detail. He tells about a book of Nicomedes called On conchaid Lines, in which the author
defined the curve and described a (ramumel to draw it; Butocius gives Nicomedes' deduction of
two properties of the conchoid (those mentioned withoul proof by Pappus) and, like Pappus,
presents the neusis constiuction by means of which Nicomedes duplicated the cube

Nicomedes™ work On conchold Lines is now lost, but both book IV of Pappus’ Mathematical
Collection and Butocius’ Compentaries to Archintedes may provide very interesting excerpts
10 be used in class, with the definition of the conchoid, We also use a model of the tram-
mel described by Eutocius.” Exercises may be proposed to the effect of understanding how
Nicomedes' curve is instrumental in obtaining the neusis construction implied in (he angle tri-
section studied before. A word of cantion may be appropriate, though: each angle amplilude
requires a different concheid. One may choose either the distance from the pole 1o the basis or
the fixed length inserted between the basis and the curve according 1o the particular trammel at
one’s disposal, but then the other one will tum out too loag or (0o short, except for one partic-
ular amplitude of the angle to be trisected, In other words, the given problem may easily adjust
to one of the two parameters of a conchoid, but not to both,

3.5 The duplication of the cube

Before seeing how Nicomedes 1s reported by Pappus and by Eutocius to have used the conchoid
in order to solve the problem of cube duplication, it is perhaps advisable to make rwo easy
technical remarks. The first one concerns the equivalence of this problem to the one of finding
two mean proportionals between a given line segment and its double, a fact accounted for in
most history books on ancient mathematics, for example Heath (1981,

The second remark concerns proposition I, 6 of Euclid’s Elements, which is used a fow times
in the rest of the workshop and should be reminded as a preliminary result.l?

W.R. Knoir has shown that Nicomedes’ procedure for the cube duplication transmitted by Pap-
pus and Eutocius is an elaboration {and a simplification) of the solution given in the Mechanics
and the Belopoeica of Heron of Alexandria; an analysis based on Heron's solution leads in a
straightforward way to the synthesis attributed to Nicomedes by Pappus and BEuwocius.!! The
classroom material presented in the workshop is directly inspired by Knorr's historical recon-
struction.

We start with an analysis for Heron's duplication of the cube. Once the pupils have been guided
through such an analysis, we expect them to be able to reverse the arguinent and thus provide
the synthesis, As before, however, we propose an alternative which we believe to be instructive;
the reading of a historical excerpt that contains the synthesis, the interpretation of which being
made simpler by the previous activity, This text is based on Eutocius’ transcription of Heron's
Mechanics and Belopoeica, in his commentaries (0 Archimedes'™; however, we have reversed

¥y ER ERCKE 1960, 2, 6i5-620.
VER EECKE 19601, 2, 815,
WHrariz 1956, 1, 385,
UKNORR 1986, 223-226,

2%gr EECKE 19601, 2, 590-592
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the diagram and changed the lettering of Eutocius® original, so that it conforms to the discnssion
above and to the next task on Nicomedes’ method of cube duplication.

The construction invelved in the Heronean solution is in itself a non-trivial problem. The best
approach is by means of an anulysis suggestive of the Nicomedean solution for the problem of
the duplication of the cube. Once again, we provide the synthesis by means of an except of
Eutocins’ Commentaries to Archimedes.!?

. N
4 Descartes® Foliom ;

4,1 Forward

In this concise presentation of Descartes’ folium, I must say that our main source is the text of
GoMES TEIXEIRA on this curve, taken from the Traité des Courbes Spéciales Remarguables
Planes et Gauches.'*

Al his teferences are given with accuracy as we could check, and some other relerences we
give ave related with the GOMES TEIXEIR A text.

Besides, we do not refer to all the points studied by GoMES TEIXETRA, but only to some of
them.

4.2 Definition and graphic; analytic equation

In 1637, the same year when La Géometrie of Descartes was firstly published, Fermat wrote a
manuseript Methodus ad Disquivendam Meadman et Minimam (Method of finding Maxima and
Minima). (Méthodes pour trouver les Maxima et les Minima) (FERMAT, (Buvres, 3}

It was ns an appendix to that method that he gave his own method of finding tangents. Explicitly
he wrote; “La théorie des tangentes est une suite de la méthode ... ]”
(The theory of tangents is a continuation of the method |.. . 1.

Apparently, Descartes did not interpret it well and he thought that it could not be vniversally
applied, ns Fermat claimed. So, Descartes, as a challenge to Fermat, in a letter to Mersenne of
Janvary 1638%, wrote that Fermat‘s method could not be applied to the curve that he defined

3VER RECKE 1960, 2, 615-620,
HTEIXEIRA, Obras, IV, 85-91,
I ESCARTES, (Euvres, T, 450

as:

La ligne courthe BNV que je suppose Elee telle, qu'en quelque lieu de sa circonférence quion
prenne le point B, ayant tiré Ia perpendiculaire BC, les deux cubes des deux lignes BC & ©D
soignt ensemble esgaux an parallelepipede des deux mésmes lignes B &C DE: de 1a ligne donmde

Pl
Car elle [la méthode de Fermat] ne se peut appliquer, nigy a cat exemple, zuy aux autres qui sont plus
difficiles [... ]

(The curve lins BN that T assune such that, laking aoy point & and taking the perpendicular 50
(he swen of the Llwo cubes of the lines BCEC L equals the parallelipiped on 2C8C D& other given
ling £. Becuause it is ool possible to apply Fermat's method not ondy to this buc also to sthers sall
more ditticult).

Fig.IML.1 Figlll2

The drawing annexed by Descartes (o his definition is, obsviously, not correct (Fig. IIL1).

The first to consider the form of the curve was Roberval, that gave it the name of “galand”
or “neeud de tuban”, (“ribbon knot”). He also called it “flewr de jasmin”, (*jasmine flower™).
However in another letter to Mersenne, dared 2370 August 1638, Descartes gives the comect
drawing of the part of the curve situated in the first quadrant (Fig.II1.2). We may wonder the
reasons for this incompleted graphic. Descartes also writes the analytic equation of the folium.
assuming that n is the length of the given line P : z* 4 3* = zyn.

According to GOMES TEIXLIRA, the first to give the comrect drawing of the folivm was Huy-
gens’”, in 1692, (Fig.IIL.3), which we may compare with the modem graphic that can be easily
drawn.

BDESCARTES, Fuvies, IO, 313
" (Tuvees, X, 351-352
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4.3 The tangents

According to GOMES TEIXEIRA, the tangents to the folinm, with an nclination of 45° on the
#~-axis were firstly determined by Descartes himself, in the same Jetier of 23™ August 1638. Af-
terwards, they were also determined by Fermat in a letter to Mersenne of 22" October 1638",
Sluse in a letter to Huygens in 1662 and by Baccow in his Lectiones geomerricae, lesson X,

All the references given so accurately by GOMES TEIXEIRA challenge us to follow them, read-
ing the original texts and learning how fo find the tangents to the folium, specially according to
the methods of Descartes and [ermat. We can also check the results, using the tools of the [n-
finitesimal Caleulus and try fo comment the statement of Morris Kline: Descartes’ method was
purely algebraic and did not involve any concept of limit, whereas Fermat's did, if dgorously
formulated,?

44  The Quadratore

In his historical notes on the folium, GOMES TEIXEIRA states that the first to determine the
areas of the folivn was C. Huygens in a letter to L'Hospital, in 1692.2' 1’Hospital himsell
also solved the same problem in two letters (o Huygens in 1693, Finally, the problem was
also solved by Jean Bernoulli, who also detenmned the complete graphic of the folium in his
Lecciones mathematice

GOMES TEIXEIRA determined these areas, Uwough the known [ormwlas of the Infinitesimal

Caleulus, as we are now going to show. He assumes the equaiion of the folium to be

7= daxy +4° =0 (1)

He statts to rematk the symmeuy of the curve, in relation to the bisector of the first quadrant,
Therefore, GOMES TEIXEIRA takes this axis, as the new z-axis, which corresponds to a rotation
of 45° of the plane around the origin. He gives the formulas to do the rotation

X Yy X | Y
\;’5 \.IJE ¥ \x’E \-"E
and obtaing the new equation of the folium
X330 — 22X
Ha 1 V2X)

yi= (2)
GOMES TEIXEIRA belicves that Descartes was the first to have done (his kind of transformation
in the samic letter of the 23 Aygust 1638, [tis worthwhile tollowing his references and making
an incursion in Descartes’ texe, He was refering 1o the pleasure of Roberval in the consideration
of the curve and added: [(he segments mentioned in the text are the ones shown in Fig.TTL2 ].

[...1ie luy en veux ici douner une autre qui ne merite pas mobis que celle-la les meses noms, &
qui cst beaueoup plus aisée a deserive, en o2 que invewtion de ous ses poins ne depend d'aucune

BYERMAT, Euvees, T, 169
YHUYGENS, (Euvres, [V, 246
DK LINE, 345,

*Euvres, x, 351 and 374,
20pera, 111, 403,

eyuation cubique. Celle cy donc estielle, qu ayant pris 4 K pour ' aissien de 1'me de ses feuilas, &
en AK le point NV g discretion. il faut seulement faire gue le cauré de I'ordonnée LAV soit au carcé du
segment AN comme Uautre segment N K esta I'apgregat de 1n toute AK & du triple d* ¥ A& ainsy
o awa le potnt L, ¢'est a dire tous ceux de la cowrhe, puisque ke point N se prend a discretion,

([ | I wunt to give him another cucve, that does nol deserve less the same names. but that is much
easier L describe, since its points do not depend on a cubic equation. This cerve 15 such that, taking
AR ay an axis of one of the leafs and on AK any point &, it is enough to state 1hat the squate of
the vedinate LN is 10 the square of the segment A7V as the ollier sepment N K is to AR added with
e triple of AN and in this way we will obtain the point L, that is, all the points of the curve, since
N any pointon AKX

We can translate this rethoric description in the proportion:

L2 NK

ANT T OAK 4 3AN
that corresponds exactly o (he equation (2), found by GOMES TEIXEIRA. Besides, this lit-
tle extract of Descartes” lelter makes us think about the meaning of some of his expressions,

namely: “does not deserve less the same names™, “one of rhe leafs”, “its points do not depend
on a cubie equation”,

Afterwards, GOMES TEIXEIRA obtains the cowtesponding graphic, after the rofation {Fig.IT1.4).

‘L\ Fig 114

This allows him to obtain casily the equation of the asymptate X = - -a\f 2, the coordinates of
the vertex A (Zay/'2,0). the tangents parallel to (24, passing thmugh the points B and F', the
area limited by the “leaf” and al s0 the area limited by the ciuve and its asymptote,

Gowmres TEIXEIRA applies the usual method of the Integral Calculus, as was already said. In
order to determine the area of the “leaf” he uses the formula'

=2 X “J'a — V2
2o a4+ v2X
where Xy = 0and X, = Qa-\/’_

Next, GOMES TEIXEIR A makes the change of variables —“%f— = z* obtaining, by integration

o
1+ 7]




where z, = /3 and z, = 0. Finally he obtains 4 = %a"".

He aiso obtains the same value for the area hetween the folium and its asymptote. So, GOMES
TEIXEIRA concludes that the folium is a quarrable cubic, in the algebraic sense.

Apain, his resulis challenge us to draw the square with the same area of the “tcaf”, using only a
staight-edge and a compass.

Afterwards, GOMES TEIXEIRA clearly says that the [act of the folium being a quarrable cubic
suggested him to look for all the cubics satisfying this condition. He referred to the results
already obtained by Maximilien Marie, the first to consider the problem and claimed that those
results were incompleted.

He writes that his basis for that work was the book of Newton Enwmeratio Linearum tertil
ardinis and he claims that his own rescarch was suceesslully completed.

4.5 Parametric Equations

According to the definition of M. Kline®, a curve is said unicursal when it has the maximum
number of double points, which for a curve of degree n is _'3:1”—1]2‘;—2 As Kline says,this defini-
tion was firstly given by Colin MacLaurin in his Geomerria Organica, in 1720.

It is assuming that the folinm is an unicursal curve that GOMES THIXEIRA determines his
parametric equations. He makes y = {x, which represents a line through the double point. In
fact, that lin cuts the curve in just another more point and so, it is possible to obfain z and 3 as
rational functions of {. Conseyuently, he obtains:

3ot 3al®
1+e T T+

Although this not mentioned by GOMES TEIXEIRA, the parameuic equations of the folium,
allow s to determine the area of the “leaf™ by an easier calculation.

In fact, through the formulas of the Infinitesimal Caleulus, the area of leaf is given by

t1
A= l[ zédt.
2 /i

L (=] 9r2.£2 3 .
A=y | = 5
u { ’

In this case, we easily obtain:

3

i

This result lcads us once more (o [ormulate some questions and to do the effective calculations.

We can conclude that the GOMES TEIXEIR A text is as rich as stimulating and that, by its accu-
racy, it constitutes an excellent second source for the authors refered to. In addirion, it is the
cssencial primary source for the GOMES TRIXEIRA's innovations and for his work of a very
talented historian of Mathematics.

TKLime, 2, p. 552
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Séme,

De la Math, Sup. 3 la classe de
en passant par la lecture de lestes d°Archiméde....

BATHIER-FAUVET Michele
MENEZ-HALLEZ Maryvonne
TREM Paris VIT (France)

Ahstract

L'idée de cet atelier est née un lundi matin, lors d'une de nos discussions dans le groupe
M : ATH a I'LREEM. de PARIS VIL Je padais d'un probléme posé par Archiméde i
son ami Eratosthéne et qui est aussi un exercice doral de 'Ecole des Arts et hetiers : il
conceme la caleul du volume de Uintersection de deux cylindres de méme rayon, Jd'axes
orthogonaux et conconrants. Maryvonne n €té trés intéressée car elle rentrait d'une visite
- ntre antres - du chitean de Falaise avec ses éléves de 5%, c'est 1& qu'ils avaient appris
que les premigres croisges de transept ou voiites d'aréie, étaient des intersections de volites
en berceau orthogonales, done de demi-cylindres arthogonaux; elle voulait levr en proposer
Wne constiuction.




En s¢¢

- Contexre ; nous travaillons dans le cadre d'uo projet pluridisciplinaire intitulé “Du roman
air gothique™; la partie du progranune abordée ich est la représentation de espace; elle fut
motivée par I'étonnement éprouve par les éléves en écoutant notre guide dans les salles du
chateau de Falaise.

- Activités 1 1l s'est agi dans un premier temps de familiariser les éleves a effectuer des
passages d une réalité perque & une mathématisation de cette réalité€; dans un deuxiéme temps de
construize un objet réel qui permette 4 la fois une appropriation du nouvean regard engendré par
cette mathématisation et I enrichissement de Ia perception qui eo résulte, et done de réinventer
des procédés de construction. La demiére étape fut 1a représentation en deux dimensions.

les constimetions de maguettes de voiites d’aréte furent dabord réalisdes par tAronnement
expérimental 4 I"aide de cylindres en carton (rouleaux de papier toilettes); ensuite une maquet-
te de volite en berceau fut découpée dans un rouleau pour moquette avee Uaide d’un parent
architecte;, de méme pour la voiite d’aréte sur laquelle furent collés des morceaux de sucre
i la manigre de la pose des pierres de la volite. Nous elimes i répondre 4 de nombreuses
interrogations sur la hauteur de Ia volite, sur les plans d’intersection des cylindres.

Plusieurs représentations planes furent spontanément proposées par les éléves : le plus sou-
vellt en perspective approximativement cavaliere, et pour une, en perspective quasi centrale; il
y eut aussi deux ou trois tentatives de représentation par projection sur un plan horizental. Une
discussion passionnée mit en évidence les insuffisances de cette projection unique : le déplace-
ment du regard et donc des éléves autour de 1"objet conduisit aux projections sur deux plans
perpendiculaires.

En Math. Sup. :

- Contexte : nous sommes en fin de 28M trimestre et les techniques de caleuls d’intégtales
multiples n'ont pas encore €t vues; il s'agit pountant de répondre 4 une question des Eléves :
cormment fait-on pour trouver le centre de gravité d'une denti-sphére {on en a besoin en physi-
que) ? D¥autre part. en cours, nous venons de traiter les courbes parameétigées.

- Aetivirés : utilisation de textes d” Archimede, en interaction avec une problématique “mo-
derne’ et en passant par des résultats mathématiques pratiques; en effet, un éléve de Math. Sup.
se laisse difficilement convainere de 1'intérér de ce qu’il considére comme des “digressions
culturelles” (ou bien il “débranche”, ou bien 1l considére qu’il perd son temps}; pour I'entrainer
sur ce terrain 1, il vaut mieux qu’il sait surpris et épaté par ce qu’il découvre; il faut aussi gue
¢a ne dure pas trop longtemnps et qu'il en retire de *I'utilisable au concours”.

Certe activité, sous une forme moins compléte, a éié faite en classe.

Comimnent trouver le centre de gravité d*une demi-sphére, d’une calotte sphérique ?

Drune fagon générale, le centre de gravité & d'un solide homogéne S est donné par la
[ormule suivante, V (.57} étant son volume :

— 1 =
= —— &, Y, 2 Jdwdydz,
(o]a 7S f//SOP {a, y, 2 1dedyd

Si 'on choisit comme origine du repére fe centre € de la demi-sphére posée sur le plan
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&y, pour des raisons de sytéltie, son centre d’inertie est sur Oz el sa cote est |

1 ' ,
gy = ‘;’Eff/q zdrdyriz,

Il n*est bien stir pas question de faire un cours théorique pour définir les notions d’ensembles
cubables et d'intégrales mulliples, ni d énoncer le théoréme de Fubini ; on peut cependant faire
saisir quelques rudiments efficaces de ces techniques.

a) Caleul du volume de Ia demi-sphére (Fig. 1)

On sait que V(&) = [ [ f( dzdyda.

Zg
Pour tout zg de [0, 12, soit V{z) le vol-
£ R unie de la portion de sphére hachurée.
Onadone, V() = V(i)
Fig. 1

Soith > O,onaalors: V) < V(z+h)—V (s < V415, avec V), = A [RE~{zyth) =
etV + Vo = hx (R? — :8) w .

Dot ® % (RF = (2 + h)?) < YEUHRZVIE) o 0o 12 02) e, quand B 1end vers zéro, .
on peut en déduire que V' est dérivable & droite en zg et que @ Vi{z) = 7 x (K2 ~ z8). !

Sik < 0, on montre de la méme lagon gque 1 est dérivable & gauche en z,, et que
Vilzu) = 7 < (R? = 23)."

V' est donc dérivable sur [0, B, et ¥z € [0, B, V'(2) = 7 x (R* — 2?). Remarquons que
¥Vi(z) = (=), S(z) étant I'aire du disque Dz}, intersection de la sphére et du plan d’équation
Z = 2, Clest-indire que S(2) = [ [, dady.

Onadone, Viz) = [ V'(z}de — St St2)dzr =7 % 2y x (RE - %3)

Comme V(5} = V(R)jonal'(5) = 2r = R—:

b) Recherche du centre de gravité de la demi-sphere

. i £ f Jrad
/]} zdxdyds = ] z [ drdyds :f 25(z)dz = f wxm (P =) ds = mx —.
g o o o 0 4

Comme V(5) = Zx 7 x FonaZg — 2R

On peut comparer ce résultat avec celui énoncé (et établi) par Archiméde dans la PIOpOsi-
tion 6 de La Méthode : “Dans tour hémisphére, le centre de gravité est siteé sur son axe, en

'Cette idée de découpage en chips d"un volume pent ére suggérée a des éleves de S2me en leur Frapasant unc
consiruction ds 1a volite aves des feuilles de carton ou des briques de LEGO.
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wun point qui divise {'axe de maniére que ie vapport de la partie située du ciid de la surface de
Uhémisphéve & la partie restonte soir égal au rapport de cing & trois.”?

¢) Déterminer le cenire de gravité (' d'une calotte sphérique ' (Fig. 2)

- o 3
viey = j f j dudyds = / Sz
o Fey
K

[ 7% (R — Pz = % w (R— 2 % (2R~ 2)
Jry ’

/,/4',/;. A

&

A

. oF ?
] / [ zdndyds = / z5(z)dz = [ arex (A -2 e = %x{RQ-«zgjz,
AU ¥z 5

-
4’ o, comme

1 (B4 z0)*
Fig. 2 r ZG_.=mxfl/jl;zdxdydzouazt_y=3 x4xﬁ.

La proposition 9 de La Méthode d’Archiméde (Fig. 3)

Tes Grecs, plus de deux sidcles avant .-C., savaient placer le centre de gravite d'une calotte
sphérique, comme le monire I'énoncé suivant :

“Dians tout segment de sphéve, le centre de gravité est situd sur Uaxe du segment, en un
point qui divise Uaxe de maniéve que le rapport de I partie du cdIé die sommet du segment &
lu partie restante soif égal au rapport entre lo somme de [axe du segment el du guadruple de
Paxe du segtment opposé, d'une part, et la somme de V'axe du segment et du doiehle de 'axe du
segment opposé.”’

Archimeéde assure donc qﬁc le centre de gravité de la
calotte ABA est le point X de I"4 tel que: 2% —

AH+ALH
AR ITH"
En utilisant un calcul analytique modeme et en mu-
nissant I'axe ['4 d'un repére d'origine (3, son milieu,
de tefle sorte que

T{-Rj, A{R), H{z), et X{a),
cette galité se traduit par ;

Moo _ Hesntd(H—ect _ BR:Gz

avay | HesobIlRes) T 3R—m T
D'of, par un caleut élémentaire : o = # {fidznl®

v 4 ZR=ap
Omn retrouve bien le résultar précédent.

La Méthode, 1a lettre 4 Eratosthéne {cf. annexe 1)

Comment Archiméde a-t-il bien pu établir une telle formule alors qu'il ne disposait pas du
caleut intégral ? 11 nous explique dans le traité de Lo Méthode®.
1.e senl manuscrit de ce traité qui nous soit parvenu, et qui a €té découvert en 1907, a été

ZARCHIMEDE, La Méthode, tome OL p. 102,
3hid., pp. 108-109.
YLc titre complet est | La méthode &' Archiméde relative au prapositions mécaniques, 6 Eratosthéne.
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cous les feux de Pactualité I'éi€ demier : la Walters Art Gallery® & Baltimore, 1'a exposé au
public du 20 juin au § septembre 1599.

1] était une fois. .., au X[ sigcle, dans un monastére de Constanlinople, vn moine gui
avait besoin de parchemin pour transcrire des oraisons destinées 2 la guérison des malades.

[1 en avait bien un sons Ia main, qui contenait un

- | —— [P traité de mathématigues en grec. On le lave; on
R le coupe en deux dans Je sens de la largeur afin
— o d’obtenir plus de feuillets: et on rééerit dessus
= aprés avolr tourné les anciennes pages 4 90°
_— (Fig. 4)....
Fig. 4

Sa transformation en livee de prigres a srement €€ un heureux épisode pour lui car, aprés,
cet important document religienx a &é gardé préciensement dans les monastéres. [l semble
que, du KVEME gizcle an début du XTXEM® sigcle, il ait &6 conservé au monastére de Mar
Saba, 4 quelques encablures 4 I'Est de Bethléem. Tl retouma ensuite i Contantinople ol le
savant danois J.L. Heiberg -qui avait d&ja publié en 1880 la premiére édition critique des cuvres
d' Archimede connves 4 1'épogque- le découvrit av monastére clu Saint Sépulere. TF avait eu vent
de son existence en consultant un inventaire. Avec le temps, 1'encre de la premiére écriture Etait
rementée el révélail la trace d’un traité mathématique. Heiberg reconnut de quoi il s’ agissait.
N se remil au travail, retranserivit et traduisit tout ce quil put; entre 1913 et 1915, il fera une
seconde €dition critique de I'ceuvre d’ Archimede, Mais 1a tiche était difficile : il n’utilisait
gu'une loupe et la lumiére naturelle. De plus, comme il wavait pas désossé le manuscrit, le
texte sous la relinre lui resta inaccessible: il a donc été conduit & reconstitner les passages
manquants ou illisibles.

Apres la demiére élude, en 1909, on perd la trace du palimpseste; il refait surface & Paiis,
en 1920, dans une collection privée, I y reste jusqu’i sa vente, chez Christies en octobre
1998, i un collectionneur privé qui souhaite rester anonyme. Mais W, Noél, le conservateur des
manuscrits de la Walters Ari Gallery, se lance A sa recherche, Ie trouve el parvient & négocier le
droit &’ exposer la merveille an public et celui de Uétudier. .

Cutre La Méthode, Heiberg avait découvert le Traité des Corps Flottants et des bribes du
Sramachion dans ce manuscrit. 1 semblerait que les premicrs examens ulilisant des méthodes
modernes d'éude de palimpsestes aient permis de repérer six traités. Les prochaines années
nous en apprendront sfirement beaucoup sur Axchiméde. . .

La Méthode est un texte d'une importance capitale : on peut presque dire que c'est le tes-
tament scieniifique d’ Archiméde. La lettre d"introduction 4 son ami ct pair, Eratosthéne? (vers
276-194 av. 1.-C.}, que vous trouverez en annexe a cet article, est on ne peul plus significa-
tive. La lecture de cette armexe 1 donne une bonne idée de la structure habituelle des traités
d’ Archimide qui ne 5’adresse qu”a ses pairs : il commence par une lellre d'introduction i son
correspondant; viennent apis les lemmes ou propriétés utiles i la compréhension de ce qui suit
et, Ie plus souvent, érablis dans des maités antérieurs; il passe ensuitc a la rédaction propre-

*La Walters Art Gallery posséde 'une des plus belles collections au Monde de manuscrits enlumings.

SERATOSTHENE, connu de fos jours powr son “cible” qui permet de trouver les nombees premters duns une
liste de nombres, giait alors le conservatenr en chef de la Grande Bibliothiéque 4’ Alexandrie, IV fut aussi préceptenr
des enfunts royaux. Quand on sawa que cette Bibliothéque étail celle du Mawsséion, institution royale abritée dans
ile somptueux Biliments prés des palais royaux et gui pensionnait les plus grands savants, on comprendra migux
I'imporiance du perscunage.
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ment dite des propositions et de leurs démonstrations (1 y en a quinze dans La Mérhode). Dans
dantres wailds, entre la letre amicale et les lemumes, il intercale des définitions et des postulats,

Travail demandé : 1) Lire les dix-nenf premiéres lignes de 'annexe 1, puis :

« Faire la higure décrite.
- Ferire la formule de volnme énoncée.

-« ¥érifier, en Euisant un caleol analytiqee moderne, gu’ Archiméde ne 5’ est pas (campé,
2) Lire les neuf lignes suivantes et répondre aux mémes questions.

Dans cette lettre done, Archiméde annonce la démonstration de denx résultats déja soumis &
la sagacité d Eratosthéne, que nous noterons respectivement théorémes 1 ¢t 2, et qu’en langage
modemne nous pouvons Enoncer :

Le volume de 'onglet cylindrigue Le volume de Uintersection de deux cylindres d'uxes
vaut 1/6 de celni du cube, orthogonaux et concourants, inscrids dans un cube,

est égal aux 2/3 de celni de ce cube.

X

Fig. § Fig.6

Ainsi, une figure partiellement curviligne “est trouvée équivalente & wne figure solide limi-
tée par dex plans™ . Voilh sans doute pourquoi Aschimede estime que “ces théorémes différent
de ceux qui ont &1é trouvés antéricurement”®;, il v pressentail probablement un pas vers la ré-
solution du probleme de la quadrature du cercle, une constructibilité d’un “rectiligne” ou d’un
*plat” équivalent a du “rond”.

“J'ai fugé a propos de te décrirve, et de développer dans ce méme livre, les propridtés caraciéris-
tiques o une méthode qui te permettra d'aborder certaines propositions mathématiques par le
biais de fa mécanique. Mais je suis persuadé que cet mnillage peut servir méme pour la démon-
stration des théorémes; ceviaines propriéres, en effet, qui m'éraient d'abord apparues comme
évidentes par la mécanique, ont é1é démontrées plus tard par la géométrie, parce qu’une étude
faite par cette méthode n'est pas susceprible de démonstrations; carv il est plus aisé d'édifier
fa démonstration aprés avolr aeguis préatablement quelgue connaissance des objers de la

T ARCHIMEDE, La Méthode, tome I, p. 83.
Thid. p. §3.
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recherche au moyen de cette méthode gue de chercher sans la moindre connaissance”™, écrit-il
ensuite.

En substance, celte méthode “ne vaut pas”, mais “elle marche” parce qu’elle permet d*avoir
Tintuition d'un résullat; ce qui est parliculidrement important car, si la méthode “par la géo-
métn'e"m est une methode démonsirative parfaitement convaincante, elle n'a, elle, aucun pou-
voir heuristique @ il faul connaitre le résnltat & I'avance powr pouvoir le prouver ainsi. C'est
pourguei Archingde rend honmnage i Démocrite (vers 460-370 av. J.-C.), nceupé lui aussi de
problemes de caleuls de volumes, qui énonga des résultats qu'il n’érablit pas, mais qu'Eudoxe
(vers 408-vers 355 av. J.-C.) put ensuile démontrer : une pyramide a un volume égal au tiers
de celui du prisme de méme base et de méme hauteur (¢’est la proposition XII-7 des Eléments
d'Euclide}, ¢t un cdne a un volume égal au tiers de celui du cylindre de méme base et de méme
hauteur (c’est la proposition XII-10 des Eléments & Euclide). Archiméde inscrit done claire-
ment son travail dans le prolongement de celui de mathematiciens qui 1'ont précéds.

Ft il sait & quel point sa découverte est importante @ ... je suis convaincy d apporter
une contribution trés utile & la recherche mathématigue. Je suis persuadé en effet, que des
chercheurs, soit de notre épogue, soit de Uavenir trouveront par Uapplication de la méthode
gue j'aurai fait connaitre, encore d'autres propositions qui ne me sont pas encore venues 4

i ’esprif’l !

La Méthode, propoesition 1 : la quadrature de la parabole (cf. anoexc 2)

I.a démonstration de 1a formwie doanant le velume de 1'onglet cylindrique, difficile, est faite
de deux fagons diftérentes dans ce traité, en propositions 12-13 d’une part et 14-15 d"autre part.
Celle de la formule donnant le volume de I'interscction des deux cylindres n’est pas dans la
portion de traité qui nous est parvenue; on pourra cependant la déduire assez simplement de la
précédente. Pour comprendre le principe de cette “methode”, étudiens la premiére proposition,
suivant ainsi la démarche pédagogique et heuristigue d° Archiméde qui nous dit : “Je rédige donc
e premier Heu la proposition qui fut aussi la premiére & m 'érre vévélée par la mécanique.. ™.

Travail préparatoire :
n
- Quel est I’énoncé de la proposition 12

- Lire les 12 premieres lignes ei faire la figure correspondante.

tion domnée; il est inclus dans une droite {ce gque nous allons établir dans les questions swi-
vantes).

* WRCHIMEDE, La Méthode, tome TT, pp. §3-84.

19Cette méthode sera aussi appelée méthode I’ exbaustion, méibode “par compression™, “par double réduction 4
Tabsurde”, "apagogique”™; elle sera ulilisée jusquau XV I sidele et Pascal, Descartes. .. parlent de la “méthode
des Anciens” lovsquils y font référence.

Le num de “méthade d'cxhaustion™ est dii a Grégoire de Saint-Vincent {1584-1667) qui Uemploie dans son
Ohpus geomerricunt Quadraturae civeoll at sectionum cont (e, Traité géométrique de lo Quadnifure du cercle et
des sections conigres) (1647,

Pour aveir plus d’infenmalions concernant cetle méthede, 1o lecteur pourra se référer A Iarticle de 1 P Le
ol Do la méthode dite o exhaustion : Grégoire de Saint-Vircenr {1354- {6671 paru daws 1es actes du eollogue
INTER-IREM de Basangon des 12 et 13 mai 1989 (pp. 196-2205. Il poursa aussi consulter le numéio 1 de
Mnémosene d'avril 1892,

Uhid. p. &4.

2Thid, p. §4.
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2) Résultats préliminaires concernant la parabole On rappelle cependant gu’une ellipse peul étre vae comme déduite d'un cercle par une affinité qui

esl, comme chacun le sait, une application affine, En utilisant cette remarque, irovver ef prouver trés

. ; ; e . ) . . )
a} Soit [F) une parabale; elle adinet done un axe de symétrie 35, T et £ sond deuwx poinls quelconqgues rapidement quels sond les diamisres d une ellipse.

de (£}, et A csi le point de () tel gue AL soit paralléle & 1a tangende & (F) en B.

La paralléle & 33 passant par F coupe AT en A Nous pouvens maintenant comprendse la démonstration d’ Archiméde.

- Que peut-on dire de A si B estsar '3 ? On constinit & tel que K soit le milien de
- Le résultat subsiste-t-il pour un chaix gueleonque de B ? 21 vu comme un levier de point d’appoi /X
{Fig. 7).

« Que peat-on conclure de ce qui précede ?

La méthode consiste a montrer que le seg-
N.B.J Soit 7@ 2 - az? { bz | . En appliquant le théoréme des accroissements finis & sor [, ] ot g ment 48T déplacé en'iE équilibre, autour de
Al L) et Uy, F{~)}, refrouver le résultat précédent. Z K, le triangle A Z1" restant en place. On en (é-
duira que :
N.B.2 Ce qu’Archiméde appelle “dismdtze’ d'une parabole, <’est son axe de symétrie; pour tous les segment (AR} = % triangle (AZT).
autres “diamétres” au sens actuel, il parle de “paraliéle qu dioméire™. | Dol e résultat par des considérations €1&-
mentaires sur les triangles AR et AZT : en
b} Latangente i {7} en " coupe BA en E. Que pent-on dire du point £ ? E effet, I'aire du triangle AZT vaut le quadruple
\ de celle du triangle ABT.
N.8. Ce résultat est celui de la proposition 2 du traité La guadranire de la parabole &’ Archiméde, ¥ Soit M= vne sécante paralléle 8 AF.
: T4 ME o
c} Soit 24 une paraliele & 5. Elle coupe AT en =, (7] en (7 et I'E en 1S, Montrer gue : === O
O pounrea se placer dans wi repére de la forme < (B, tangente a (F)en B, BAYS ’ Fig. 7

3) Facultatif : compléments sur le diamétre d’une conique
Ona; 52 — M2 Tygy 2. 8K o012 Ef,f etTH = KO,
a} Dans un repére rapporté i ses asymptotes, une hyperbole admet pour équation 2y = k. . N étant

= =1 =

ie milien de M Z, il est le centre de gravité du segment MW=, done le segrent O=
déplacé de fagon que © soit son milien, équilibre par rapport 4 K, le segment M2 restant en
place’’. Le méme raisonnement s’appliguant i toutes les paralléles M= 3 FA,

Quels sont les diamétres de cette hyperbole ?

b} On pourra mcttee en évidenee Ies diamétres d™une ellipse par une démonstration analytigue utilisant
14

3<Le sepment ABL" déplacé en © ™ signifie que ce segment (c’est-A-dire la portion de plan comprise entre 1a
drpite et 'an: de parabole ABT) est déplacé de fagon que son contre de gravitd coincide aver 8. ou soit A aplomb
fle &,

%o Ce résuilal a ¢ élabli dans le travail préliminaire.

+ Viici "argumentation 4" Archiméde © d’aprés la proposition 3 de La Quadratuve de la porahole é—;} =

-], . ASHEL) | (SC-oMl o AT _ ME
= =& eton peut en déduire que {A=450) S soit 4L = M2

une représentation paraméerique de cette ellipse.

YLa note 16 en foumit une aume démonsiration, accessible & w élave de Terminale.

Cette démonstration peut étre intéressante pour un éléve de Terminale car elle est un exemple d”applicalion
pracigue des formules de rigonoméiie,

{ E'y admet une dquation paraméirique de la (orme : » Pour uy €ldve de Termingle : moutrons gue Sl.f-, = &=,
x = qoosf, y = bsind. Pour cela, considérons la parabole { P} d'dquation y = e,
Afacos 9, bsing) La tangente i (F) en B est done dirigée par el les points A(a:\,' e} F(‘}'.)' Sait .:}e point de l?. corde IPAI d ahsctss'e 5
(E o ) i s arr R O le point de (£ O’ abscisse § el M Je point d'intersection de la droite \ %
I Tli—rr.mulgo,fl cos Bl S A e eos & bain 87, Z0 et de Ia tangente 3 (P)enT. \ 1 ,';
/ AA" est colinéaire 3 V Ona: S(d,alo + 414 — anyd, Q5 ad%), M5, va{2d — ). A 3 A 4
—reos(f — 0] = cos(f — ) 51.4" et T ont méme abscisse que 4 et 1 tespectivement, A= r
. e e T B =0y =0 —fy—2kr (I} ) et méme ordonnde que Z, on peut éerire : /J\/ y r
o (acosf ¢, bsindq) , . ’ AT AE f—q AL
AT aud —fy — — )+ 2k (D : —= = . o
= B! BB
{1 donne les coordonnédes de A, .
2y donne A (acns(28; - 9),6sin(28, ). . W O _ O _ adiydoloascy adt
' ¢ (acos(2fy - 6) (20 #) : O 5% =ro = "u f‘ziaai,.-{li'ﬂg_ - mfl® . .
Le miliew f de [4.4'] a donc pour coordonnées : (o vos By coa(f — £y, bsindgeos(f — f)). : T 74 10 Te ésultat. Fig. 7his
Done, OF = vos{f — #3) OB, Las milieux des cordes [4.4'] ayant la direction cetle i la tangente & {E} en B . D aprés ARCHIMEDE, De I'Equilibre dax Figures Planes I, tome T, proposition 6 el proposition 7.

sont done sionds sur 1a dooite G 8.
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o toutes les paratléles & £D mendes duns e triangle Z AT frvont éguilibre, en restant en place,
ik segheents, dévoupds o ews par lu parabole st fronsportds au poine © de manidve gue le centre de
gravitd de b prandewy composée des wny of des quiees soir be point K. Er i meoment gue Je triongle
TZA est constitué pur les xegments de droites menés dans le triangle UZ A ot le segment ABU
constitué par fes segments de droites pris dans le segment (se. de parabole) de la métne maniére
que 20, le wrigngle ZAT fera édquilibre, en vestant en plave, au segment de parabole placé antour
du contre de pravité O, Uéquiltbre se fafsant par rapport au point K, de fagon que le centre de
gravité de la somme des dewx grandeurs soit le point K1

segment; ALY

La position do centre de gravité du triangle AZT Stant connue', on a done whangle A7 T
B

i 1

LLlx
IKE 3

Ler Mérhode, propositions 12 et 13 : volume de I'onglet cylindrique, un changement de
poids

Dans ces propositions, Archimede va, selon ses termes, “faire voir”™™" que le théoréme 1
(volume de I'onglet cylindrique)} est vrai avant d’en faire une démonstration par la méthode
d’exhaustion en proposition 13, La proposition 14 établit aussi le résultat, autrenment.

vy

a) Proposition 12, T.a rédaction est un peu différente de celle des propositions précé-
dentes : Archimeéde décrit une figure, développe un raisonnement et il faut attendre les dernigres
lignes pour savoir oit il voulait en veniy, Cest une démonstration qui parait plus spontanée; par
exemple, il ne considére un levier qu’au moment oii il 5*avére utile dans la réflexion.

La figure 8-a n'est pas dans le texte original, mais elle donne sous forme condensée la
description de plus d'une page des constructions faites ¢t des notations utilisées.

N.B.; Dans le texte original, /V est employé deux fois en des sens différents, ¢’est pourquoi,
afin d’éviter toute confusion, ke /¥ archimédien de 1a figure 8-b sera remplacé par /%', Le lecteur
qui se référera aux lexies remarquera que, cn fait, / = X, et £ = [I*L

On coupe le demi-cylindre de section droite @ EF par un plan vertical {3) paralléle A son
axe et parallele &4 OF. La trace de Uintersection de ce plan (%) et du demi-cylindre dans le plan
ME {plan qui esi parailéle & la base du cylindre et passe par le milieu de son axe (Fig.8-c)) est
ZT;(9) coupe done :

B ARCHIMEDE, tome 111, pp. 87-58.

P Equilibre des Figures Planes I, proposition 14 et Lu Quadrawre de ta parabole, proposition 6.

DThid, p.1 14

Ny erveurs peuvent cependlant étre le fait du copists; 3 moins qu'il ne s*agisse de conventions de notations :
le méme poiat £tant nows difléremment suivant 12 secdon plane dans laquelle il est sitg,
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o le demi-cylindre suivant un rectangle de base TT et de hauteur 512
« I'onglet suivant un rectangle de méme base ET et de hauteur ¥V (Fig.8-b).

g _ oar _ g reclingle déeoupé du eylindre

On adonc: @ T TN T YN rectgle découpd de Tomgler

O — O @z _ rectangle dédeoupé du cylindre
Or /10 = ©=, done 7 reclangle découpé de Ionglet ©

]
Dong, le rectangle du demi-cvlindre, de centre de gravité [, restant en place, est équilibigé
autour de €, par le rectangle de 'onglet déplacé en =,
En conséquence, le demi-cylindre, restaru en place, est équilibré aulour de &, par I'onglel
déplacé en =.
Archimeéde 5’est ainsi débarrassé d’une des inconnues du systeme : le centre de gravité
de I'onglet. Mais il lui en reste encore trop poer pouveir conclure : le centre de gravité du

demi-cylindre, le yolume de Ponglet, le volume du demi-cylindre. 1l va régler Ie probléme
en proposition 13 par une substitution de poids.

QPrg_positi_q_q_ 13

n ) P N N.B. Nous avons conservé les nota-
: tions du texte archimédien: on revient a

X . \K Ia méme coupe que celle faite 3 la figure

A ' H 8¢ (N retrouve la signification qu'il avait
=z ifB‘)\ o W) g au deépart et n'est done pas 4 conlondre
: i avec le poiml que nous avons noté N');

v o L77 mais les lettres A, X, 2. K, T, Z, & ontunc

[
L

jusqu’a présent.

I'idée est d*équilibrer, antour de &, le demi-cylindre par le prisme triangulaire de
hase droite /7S2A et de hanteur celle du cube; ce prisme triangulaire, snbstitué au demi-
cylindre dans Péquilibre précédent {proposition 12) donne un systéme qui n’a plus gqu’une
seule inconnae : le volume de 1'onglet cylindrique.

Des plans orthogonans i PO rencentrent cette droite en deux points T et Z symétriques par
rappart & © et découpent;

— dans le prisme triangulaire, des rectangles de bases AX et Y& el de hauteur celle du
¢ylindre, gue nous noterons, nous, {AX et {Y ¢}

— dans le demi-cylindre, deux rectangles de bases & et ZT et de hauteur celle du cylindre.

La démonstration livrée par le manuserit s arrdte 13, En notes, C, Mugler” donne la recon-
stituton 4 la maniére de . .. proposée par Heiberg. [l considére deux points 4’ el B' qui ne
sont pas sur la figure originale et que je note pour cette raison (4], (B'). A’ cst & !'intersection
de @F et du segment d’cxtrémités le milien de TH et le miliew de ZT; 4 est donc le centre de
gravité de 'ensemble des rectangles {EA} et {ZT}. De méme, 5 est le centre de gravité de
U'ensemble des rectangles {AX} et {V&),

“(C. Mugler a établi et traduit ces textes pour Les Belles lettres, édition 3 laguelle nous nous référons ici.
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OnaAX = ¥®d et LK = ZT, de plus les parallélogrammes considérés ont méme hauteur,
d’on

(SK}+{2T} TK XK, TK* EPxX0, I0

(XAl+{v®} = AX %P IPxIZK GIPxIK IK
TP+256  AX+2XE  JAX 4+ XD ed
K LK K eA’

Or D' est le centre de gravité de {AX} | {V®} et &', celui de {ZK} + {17}, d'olt le
résultat, I'ensemble de ces rectangles constituant respectivement le prisme triangulaire et le
demi-cylindre.

N.B. : On ne peut gu’admirer I astucieuse utilisation de la syménie de la figure.

Un résumé de ce raisonncment pourrs le faire mieux comprendre et apprécier toute 1'ingé-
niosité d* Archimade ici misc en @uvre.

Etape 2.

e )
BE7 K | B

demi- 1 demi-
segrent cylindre prisme :—C cylindre
m =7 M="? 4 M="

Fig. 10b

Etape 3. Duns le premier équilibre, on pewr donc substituer an demi cylindre de masse et
de centre de gravité inconnus, le prisme, de masse et de centre de gravité connus. Alors. il ne
restera plus qu’une seule inconnue : la masse ' de I"onglet cylindrique.

= N < .
| Une tracluction modemne de ce (lemlcrl
‘7 équilibre donne : B « m = 00 x 0.
Qr, &0 — %@E‘ = %@E, d’oil :
m=2x1C= L.

m' =7

D MAY — XP = P HX étant une dingonate du carré AX P'H.
M ¢ wriangle PKQ est rectangle en K. de hautewr KT, dune - BK* = TP = DO
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Coemment déduire la proposition 2 de la preoposition 1 7

Pour des raisons de svinélne, le volume ¥ cher-
ché, vaut 8 fois celui, noté V), de laportion d’espace
comprise entre les plans ACCY, ABA, CBC et )e
cylindre d’axe paralléle 4 AC, Le paralléiépipede
rectangle C AL A’ avant une base carde et admet-
tant le plan ABC" pour plan de symétrie, la propo-
sition précédente assure que :

W=1xlxc
¢ étant le volume du cube.

DobV=8xixixC=2%
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Annexe 1

Textes extraits de ARCHIMEDE, T.II, La Mérhode, lexte dubli par C. Mugler, Les Bellas Letwes.

LA MRTHOLE D'ARCHIMEDE
RELATIVE AUX PEOPOSITIONS MEGAN[QUES,
A ERATOSTHENE

Arghimbde & Eraluslhéne, prospérils |

e t'ol envayd antArieurec
ue Javais déecuverts, en
ies Enoncés ok an Pinvitagd 3 doouver s ddmanslralions
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th o5 envayds etairnl los suiviols ; pramidreme:
uioon szl ding un prisme (rroll. nyAnk pomr Laso
un  parollélugrams w1 oplinidre ayenl, ses hazes
sitwdes dang Bes panl bogrununest appoads eh s
eertaines 24 ges pendraliices dins Irs plaws restants
Au prisme?, oL s on mdie wn plan par ke eankre du cerciz
b Baar du eybindes ob par un des ot s du cared silug
dons B plan wpgosd, Is plan sing mend lécuupera
Ao ryliowdre un segment Ly avdne deax pl b
T surlave i oeylindre, Fua o plans flanl lo pilan

3 autre celui qui conlient o Lise du eylindre,
face {se. cylindriqae) Erant «amprise snire los
plems indipuds, ol ln w ul ey i aylizdm
est dquivelenl a ol sixigine pardic du - 2
Litnoned dJu second Lhénrgme Wail e survant
inserit dan: un znke un =y
dens des parcilfugeam:ge

aerlaing Lhicrémes
& Lernand & on ridiger

n
re ayant ses bnses siluces
nppnste. kb Ea sucEaen

Lo L& goulanle nugnlee o'l wogid l'nn carre.
Lt eyanadew eal Joae kangert sex qualie fices oy prlung.

H La METHOILE

eur il el pluy al:'- d'cmﬁcr la démnorstralain spis
BT WOy | L rpuslgue 2 e tea
ubjals de la rcther(.nc au noyen e velle méthode
wue de chercler sans Taowcindre rorneissunce. Pour
celle caisun, vy peapnailions sur Je edne ot L3 pyra
wide, donl. Badase ful le premier & Lroover Ta déoons-
tralian, en pactiewler des Lborgmes allicaant que
T rone ozt la Lrujsigme paclie du eylindre, el Ji pycamide
lz troisitane partie 4o prisme, quioonb nEme lese
el méine hauleur. on doil alle.buer wie parl notakle &
Trémiocrids, c;ui le premier a Tor Uénanaié au sujet
_ner wue Aémensitalien,
2 (UG, TusEs four Les popozilions goe
- maintenanl, 1z découverle nresl vennk ol
b IaiGre qua pour fes e |Hr§lhons préckian
Hussl voulu rudiger 2l publivr el nn-lhmlr
W ta fnis rares e jen un porle wuldrieuremnentt el
fue j'ai vl éviter de pacailre 4 cersims avoir prafere
de vaineg parales, ol parse ple @ & wanvninng
Wapportsr une contmbntive Les wile &t recherche
rualhéinaliyue. 1: wn RITEE, des
cherchauts, ot de sl dle Pavrnin,
arnavercat, a1 Fap plu i mdthoale que jroural
fail cannailre, cacnte 'Ritees poopasons i e e
sonl pas micoTE vENae Al
ghalans en [ll’l‘lﬂl[l' bieur I praquisibion gui Dul
ausei 1n prontiere o ncEkrs révilén per 1nomdcatigue,
cpee Lomad wemmienl. porabale csl équivalinl
awct jeales biers du Lriangle ayanl miznn lase oL n
aauleur, awsuile une & ope ey peopositions quioonl g
cxaniiarss e lo aefze maniiee. Lo fmodu e s
vansgerbe aux démoaczlralious gmoediviques ales U
Timnes dunk ju Luvass eoveyd lea dnonets eold
rRREERT.

Lemuus

1. % va relranghe une preudeor d'ung gramleur,
chosi le mEme polbt est cenbiz de grevile & da foiz de

1. CL aadr. pirad., i db 13 lellrs & Doslilee.

£l LA METHOULE

tengente mud gqualte plans restanls. el gl wn inseril
dans lv mdwe caba un aclee evlimlre, ayanl s#s bases
cueis Jeus wubres paralidlogr
aux yuokre plap= teslanls, la L
sufnces dez ey ea ol osibues & Jinkerienr des duce
mires gl quivalente 2ix dewx liers doocnlw
enlier. hlais cos Lheartines doferenl de cews apui ant @lé
Legnyvis anbbrivursnrenl | cav dans ceox-1d nous pvons
corpard les eolumes de Sgurts, commnie bos parataloulrs,
les hyperbeloides eb den ellipsoides deorévololion, el
les segmenls de oes Sgwres, A re
el de eylindres, wais sucupe de oees lig
brovvee Equivalmiets v snlidy T
des plans, alurs que chacune de ees ligunes, comprises
enbra euy plans et des surlnees relindrignes, esl
Lrowves Squivalente b une ligars sodide L2t par des
plans.

Cr gont ddong fes demenstrations de res thenrinies
e jo Lenes pees damz ce livre,

M'aperzevant, eomme je l'ai rlégd @i, qoe looes

sludicus, que Lu detmlacs d'une candere renanuaile
les queslions e pldlusaplie ot yue Lu sais agprdvier
& g valenr Venyuite mathimakigue sur des probilemes
nauveawx fui s pofseniont, fan jugh & pre in

deerire, el iz davelopper dans ce ndme livee, es
propriclés  coractdeisliques d'une  mElBede gui e
pertnetbra d'sborder eevlaines  prapesitious allize
malipeas par | hisis da la inden v, Mai jo s
prrsuade qua cct oubillage peul @ rvit Judme pout
[a Jdegunslration des Lhéuréanes 5 cr-l'lmurs ]’rnp itley,
en eet, aqui m'éleieot  d'abocrd
évidentes par la mécaniyue, opd éli démantrios plus
tard par la giométsie, parce quiuns énde [aile por
vetle méthode n'est paz suceptible dre dinosatralives

B LA METHOLRE

la grandew enlitrz el de [3 graodens aelranchee,
oo ngme puinl esl le cendre de geosilé ode to gramdeur
yui rrste.

250 une gramdeur 2slorelranclee e gasdeur
Faza que le muEme poinl suit cenles de gricdle a ba lods
da In grandeur enlicrs el de Lo graodews relracl
le contre e gravilé de lo grondedr reslanle sl wited
sur it proloagement de la druile juignant les cenbees de
gravité de lo prandeur exlitce b de lw purlic celranchee,
& lexleépmle d'un segmenl Jévvupi deal iz rappuert
Au seguend enpris enlre bes cenlres du grevild iucdigués
sl égul ww rapport eulre by puids dv la praolede retian-
ehée g poids de la geandewr reslasled

A5 lux cenlees de gravicd d'us aosele eussd glevd
yuw'or voudra do grandears sunbl siluis sur e nvtes
rsile, Io genlre de graviti de |n gramlenr composée
e by neg proulens sesn, lai pyussi, silug sur la
méme droile?

4. L centee de gravité e toul segant A= deaile
esl le peinl qui divise le segmenl eoo deus parties
égeles®.

5 Thacs toul triangle 1o ceotre do gravile esl be
peink dinkaraection des droites wenées des eoaanicls
du beangle ane milicns des edtést

6 Thams bnnk parallélogranmane e cenbin de grevitd
23t le pnind de renrontse des dingonalest,

7. Le cealre de gravité §'uu cetgle esk le centre
méme du cercle.

Ho Daus beut eylindre be oeerlre e zraviléd est e
point gqui divise Uate en deax partics Sgales,

8. Dans boul prisme lo cr-re G2 gravile s le peink
Mt divise l'axe en deax parlies égales
“vub céne (2 sentre dn gravilé est silud s

un paint qui divise Uawe e maniiee que ls
semrent silué du ndteé du sommet soit Leiple du segment
realand,

L. Ch fe I iqu]] wsa g, plaaea 1, B,
i CL ebte, LA Lwp i 2
EEN nnm complEmenteizes.

32

B LA METHGL = 1

1.

it !oosegicent ABT spmeztiz cilen nodezila AY
vt I3 paralu’e ABT, Shisans AT ex lens powding
agalts pour In poindl A, enoss la rull ABE wu

Fig 172

dvodlis quz Leosegmenl ALBE vet énuivalenl. ausx
quatee Liecs du Erangle AR
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de gravild @, I'dguilibre se Taikaul por caspert au
point K, de dagon que lo gantre (s pravilé de la soues
dea deus gravdears soab le purinl K Tuvieons dis Jars
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lo print X wes dunr le coalre e gravild du Lmnhlc
AL, cunnne cola 3 6L dEmonlté dang ke vre: Den aguili-
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Annexe 2

£? LA FETHODE 1

Menane dea paints A el Tt droile AZ parallite &
ABE at 1n dreite ['Z bongenle ag angmranl. ¢k peolongenns
[D jusqu'ey puint K weil TE wal & K@ Imagaons
que T4 zoit un levier 4o geuton B, of choisissces une
paralltle M= & EA.

Thia lory, comera IBA aut une puraboly’, que TZ
ei une langente o0 que FA esh miené d'une natijécs
crdonnes, BB ot fgul & Bd, gomme cela 8 6Lb dénonlré
dane ins Etdinaafs®; pour relle ralsn, e parce que
ZA ot ME sont paialliles 4 B4, MN st gpul® ¢ N2
ot ZK rpal & KA. EL comme A esl 4 AS eoovme
MZ osb & 20, comme rela st déinontrd daps on
sernmned, yue FA eal & AT conmne TH est & BN, ot
que, eofin, PI et dgal & K6, Je rpporl, de 3K 8 KN
ot egal AL rapparl de ME & 20, BL juisquee be poinl,
el de cenire e pravild® dw regient de draite ME,
pace s MW vt dgal & NE. ai nocs plagoss Le lvgnu:u'
g draite TI, bgal & 500, de manitas que son do
gravilé soil In poind. @ ot pie TE sail bgal .! G, s
segent. de droite TAH Fwea &y dlibrg s weguienl da
ol MZ ceslunl en piscs, pa.’ce gur BN et canged
b raisom inverss e opoids TH el MZ et que B
wh 4 KN o T ME mb & UT; 0 sensuit que d=
wenlia da gravitd b lu prandeur cienpozée Jdue ves
dzox juaids ' eal e paint Kode la méies nimiée wi-u
toules Jea pnmtlzles & B4 wemdcs Jana |s bionglz 24T
Beronl diyaililes, reslunl e place, oux Engainenls,
1lcoupés d'ows pes s parabale st Lranzpartie an soint G
d+ maniér: que | oroire de gravild de 1o graodens
routprst e fles ung b des aalres soib le prind Ko En
du imsrment qos Te lasmgie T2A st qoosliboe par des
seamenls dw dregile nenda dons Dz lrisngle [ZA, ot
It gepment AAT conskilus per Ies segrients de deoite
pris duna Ik Regenant (se. de parabale) de la mdme naniere
fua S0V, Le trispgle TAL fera fauailibes, on teslant en
plect, nu kegent de parabale plocd aelour 4o cenlre

1. mepaBioly dans 1a Lexls pres, mot il provient d'uno [aier
polalinn | Lmide appele te paraoale dplopunls s 1ok,
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LIVRE SINGULIER UTILE TOUCHANT L'ART ET FRATICQUE
DE GEOMETRIE, COMPOQSE NOUVELLEMENT EN FRANCAIS
PAR MAITRE CHARLES DE BOUVELLES, CHANGINE DE NOYON
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prologue
Compata ifon de. Lurftbmrﬁfuc

i fa Geametrie,

L A fcience & art de weometrieelt en propors
rion pareiile&c vefpondante & {ubalterncd la
9 RN o ble feicnee Dartthmetifue,8 comme de=
pedit dicelle Entre lesdeus {eriits 'y a pareille differé-
cc,come etitee lame Bt le corps. Larithmerigue et de-
diec 3115 nbbréslelyuelz lone gifans & fitucz ealame,
11 Geometric colidere les mefutes, les quantitez & di-
menlions ¢orpostlles; lefquelles font pafees & firuecs
au corpsi& en Tout¥ chofe lokite 8¢ materiele. Parquoy.
Y arichmerique en excellence'de dignité & de harure}e

ertettion, lurmonte (3 Geoetric dung haulr dc'gré:
nonobiadr que [és principes de lune & de laulere fone
commiuns& enfemblé correlpondarisicomme peucnt
afez relmoigner ceubx,qui en cotiees léy deux feiences
{ont bien inftruidtz, Larithmetique clt comprife {uc
quare principes feulement:ceftalcauoir {ur yng,deux,
trels,& quatre, lefquelz conioinétz enfemble fm}r_lc
nasshre de dix : lequel felon [opirion de Pychagdras,
& de tous Philcﬁ:;lh:s, cit fore r_ny&iqu:, & de _gr;}ndc

erfeftion.Car aulli en [uy par Igs quatre premiers na-
bres delluldictz, e[t fondes toute la feidee de Mufique,
B¢ toutes les cdlfonances & harmenies dicelle.La Gras
mettic parlimiraris de Larithmerigue eft pareillemic
fondee & citetiue fuiqu'ztrég'}{iibc_iges leulemér,noms
ez en latin, Fundd, Lines, Sufer cies,Corpus:Ceftar
adire [e poidt, Laligne,la plaine ou fupfice, & le carps.’
Et na aultre chofe & conlfiderer & 3 concempler qie,
ces quatre, lefquelles font [es' f;j‘?ﬁ-'“‘,df. toute chofe.
ferme & folide , Toic celelte,ou foit contenue foubz Je
ciel . Er de ces quatre chafes dirons icy, particulieres:
ment,& commen&erons par vhetable geacrale, & yrid
le 3 route lp Gédmetrie.

& Senluyt la table genvenle de roue
cequielt traickéenla
Geornetrie.

Quelques éclairages sur I'enseignement de I"arvithmétigue
depuis le XVIII™® giecle

BOYE Amne
LLEFORT Xavier
IREM des Pays de Loire (France)

Ahstract

I Arithmétiqne avait, en France, disparu depuis un certain temps des progranmmes de
Mathémarigues an lycge, Elle réapparait progressivemant ces demnigres ainndes, au collége,
pour que, sans doute, les €léves alent quelgnes notions sur les nombres, au lycée (en termi-
nale scientifigue, spécialité mathz), de maniere plus approfondie.

A partic de guelques manuels du XVITT™ sizcle i nos jours, utilisés dans enseigne-
ment frangais, il nous a pam i ropos de se pencher sur les différents exposds et les niveanx
des connaissances exigées, Sil'enseignement est restd élémentaire, sags influence de Ja tea-
dition divphantientie, jusqu’ aux andes L7350, on peut voir appauaitre de nouveaux contenus
dans les ouviages de la in de ce sigcle.

Beaucoup de queslions se posaient quand & ce qu'il fallait enseigner en Aritunétique. Le
uiveau devait-il rester élémentaire ow bien étre approfondi ¥ La question du statut du nom-
bre pouvait-cle étie abordée ? Celle-ci cngage alors une réflexion mathématique géncrale.
et I'enseignement ne pouvait plus se contenter de technigues purement caleulatoires.

L'atelier proposé 2 I'Université d'Eté Européenne de Louvain-la-Neuve/Lenven a été
congu aatour d'un nombre assez important de textes dont nous avong essayé d'extraire les
plus significatifs, 4 commencer par Je premier. En effet, bien que plus ancien, celui-ci
célebre avec conviction 1" Arithméiique comme sunmontant la Géométrie “en excellence de
dignité 21 de naturelle perfection”™.

35




L’Arithfnétique en sa perfection

Frangois Legendre
1° édition : 1745

Preuve de la Multiplication par 9
Cette Regle, comme les précédentes, doit se prouver pat 501 contraire, mais attendu que
je n’ai pas encore expliqué la Division, qui est le contraire de la Multiplication, je me
servirai par supplément de la preave par 9, laguelle se fait ainsi.
Remarquez. que ¢’esi la preuve de la Multiplication sujvante que j explique, out le nombre
a multiplier est 706, le multiplicatevr 57, et le produit 40 242,
1L faut faire une croix, puis tirer la preuve de 706 dont le surplus de 9 est 4, qu'il faut poser
en haut de la croix.
Ensuite, il faut tirer Ta preuve de 57, et écrire le suplus de 9, qui est 3. au bas de la croix.
Cela fait, il fout multiplier ces deux restes I'un par I'autre, savoir 4 par 3 vieat 12, dont le
surplus de 9 est 3 quil faut écrire au cdté ganche de la croix. Enfin il faut tirer la preuve
de 40 242 qui est le produit, et écrire le surplus de 9, qui sera aussi 3, au bras droit de
“la méme crolx - d'oi Uon conclut que la régle est bien faite, d’autant qu'il faut que e
quatriéme reste que 17on trouve soit cgal au eisitme qu'on a posé.
Et ¢'est une régle générale pour la preuve par 9 de toutes les régles de Multiplications et
de divisions qui suivront :
Exemple de 1a Muliiplication pour la pratique de Ja preuve par 9.
A 57 livies Iarpent de terre, combien 706 arpents ?

706 Arpemts & multiplier

par 57 livres Preave par 9
I 4
49472 q 3
3530 3
40242

Les manuels d’enseignement de F. L egendre eurent un certain suceés dés leur parution, puisqu’ils
furent réédités plusieurs fois. Is furent en particulier wtilisés dans les écoles tenues par les O1-
atoriens.

11 expligue ici Ia preuve par 9 de la multiplication soulignant towefois que la meilleure preuve
serait celle de P’ opération contraire ; la division.

Son explication n'est pas suivie de vrae justification. ce qui est d’usage 4 I'épague dans les
ouvrages d’enseignement ; il explique i travers un exemple, ce qui est aussi habiizel.

“La preuve de 706 dont le surplus de 9 est 47 signifieque 7+0+6=13=9x L +4,

De la méme fagon: 5+7=12=9x 1 +3.

Enfin: 4 x 3=12=9 x 1 + 3 (multiplication des restes).

Le mérme proceds est appliqué & 40 242 1e produit de 706 par 57,
4+0+2+4+42=12=9x14+3.
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La disposition classique est : 4

T 3‘\

* surplus de 440242

o

“surplus "de "t 4 x 37

1l faul que les deux “ sumplus ” finaux soient £gaux, sinon la multiplication est sirement favssc.
yoicl conument 1"on pourrait justifier cetre “ preuve par 9 :

10 a pour reste 1 dans la division par 9, quel que soit 1 entier, (Ou encore 1 10 = 1 (9} done
Lon = 1{9)).

Donc 706 quiest 7 x 102+ 0 % 10+ Gapourrestelemémeque 7+ 6=13, 0r [3=9 x 1 +4,
donc 706 a pour reste 4 dans la division par 9.(706 = 4 (9)).

De la méme fagon 57 a le méme reste que 3+ 7 =12, or 12 =9 x 1+ 3, donc 57 a pour reste 3
dans la division par 9. (537 = 3 (0.

Le produil 706 x 57 ale méme reste que le produit des restes, donc que 4 x 3 =12, et 12=9
% 1+ 3. Done 706 % 57 a pour reste 3. (700 x 57 = 4x3 (9) = 3 (9)).

11 faut donc vérifier que 40 242 a bien ce méme reste.

40242 a pour reste le méme que 4+ 0+ 2 +4 +2 = 12, ¢est & dive 3.(40 242 = 3(9)).

La * preuve ™ est verifide.

Etiennc BEZOUT est né & Nemours en 1730 et mort pids de Fontainebleau en 1783, 5’il est
smtout connu pour le théoreme de “BACBRT-BEZOUT”, dout le texie propose présente plus
une illustration qu'un réel énoncé, cet antewr a d’abord travaillé a Télaboration &’ un “Cours
de Mathématiques & I'usage des gardes du pavillon et de la marine” en 6 volumes, Iest
remarguer gue 1 extrait sc trouve dans le troisiéine tome, consacré i 1 alggbre, et non pas dans le
premier, intituld “Arithmetique”, Ce premier tome content, en plus des définitions et opérations
dlémentaires, la théorie des logarithmes,

Ce cours parut en France de 1764 & 1771, et les rééditions des trois premiers volumes t€-
moignent de son suceés, ¥ compris hots des frontigres du royaume. BEZOUT a publié €galement
en 1779 une “Théorie des équations algébriques”, ajoutant ainsi & son cuvre pédagogique, oll
les récentes avancées mathématiques ne sont pas absentes, unc dimension théorique non nég-
ligeable.
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ETIENNE BEZOUT
Cours e Mathématiques & I'usage des gardes du Pavillon
et qle la Marine

Si 1"on proposail cette yuestion; Trowver dewe nombres qud pris ensemble fassent 24 e nommant i 1'un
dle ves nombres, & v 1'autre, on aorait T § g = 24, dquation de laquells on tire x = 24 - y. Or ceite gueston
25t susceprible dfune infinité de solotons, si par @ et i on entend indilféranument des nombres entiers, ou
des nombees positifs ou négatifs: il suflit, pour y salisluire, de prendre pour o tel nombre gu’on voudra,
& de conclure In valeur de x de Uéquation x = 24 — . en substituanl pour ¢ fe nombre qu'on aura pris
arbitraireinent; ainsi §i 1°on suppose successivement

1 2
b= l,y=l§‘y=2,y=2§,&c,

an anra L 1
r=23zx= 225, w=2qn = 215&6.

Mais si 'on ne vent que des nonnbres entiers & posidifs, alors le nombre des solutions cst limitg; car pour
que x soil positif, il faut gue 3 e soit pas plus grand gue 24, Eb puisqu’on he veut que des nombres entiers,
il 2at évident que I'éguation ne peol voir en ot que 23 solutions en y comprenant O en $0T1C gue S0ppasne

successivernent y =y =1,y = 2,y =3, Lconaua v — 24,5 - 23,2 = 22,z =21, fre

Lorsguon impuse la condition gue les nombres demandés soient des nombres entiers & positifs, on ne vait
pas toujours aussi tacilement que dans Uexemple précédent. comment on peut salisfaire & catte condition:
les questions suivantes sont propres § le faire comnaitre.

Question premitre. On demande en combien de manitres on peur payer 342 livrey, en donnant des
piéces de 17 livres & recevant en change des pléces de 11 Hivres.
Représantons par & le nombre des pitees de 17 liv.; & par y celui des pigees de 11 1iv,; on payera o fois

L7 liv, ou 17 ; en recevant i pigces de 11 Jiv. on recevra 11y par conséquent, on aura payé 172 1l &
puisqu’on veut payer 542 tiv, on aora 17z — 11y = 542, Tirons 1a valewr de g, ¢est-a-dlire, de I'inconnue

qui & le moindre coetticient, & nous awrons y = —llﬁé-"—g

Comme on '3 que celte équatian, ¢n voit qu’en mettant arbitrairement pour ¢ tel nombre qu’on voudra,

on aura pour g uoe valeur gqui salisfera slrement 3 'équation, mais comme 1a question exige que x &y
soicnt des nombees enders, voici comment il fout 8"y prendre pour v parvendr directement. La valeur de

r— 49+ 273 000 faut done

-

4 . N - P - . .
% se réduit, en faisant ly division metani qutil est possiide, & gy =

11

md ) - . f )
que G'j, 3 goit un nombre enlier © suil 4 ce nombre; on aura ""i] £ =, & par conséquent Gie — 3 = Tlu &
z = 1H8 oy en faisant la division, z = u + 2222 11 faara done que 222 fasse un nombre entier : soit

e nombee entier; on aura 58 = ¢ L par conséquent B + 3 = 61 & = B2 =4 4 123, faue done

fue "T“‘ Tagse wn nombre entier: 5qic 5 ce nombre entier, on aura "53 = &, & par conséguent § = hg 4 3

T"opération ¢st lerminde ici, parce qu’il est Svident qu’en prenanl pour s el normbre enter qu'on voucdia, on
auri lujours pous ¢ un nombre coter el que Nexige la gquestion, puisqu’il 07y o plus de dénomateur.

Remontons maintenant aux valeurs de z & u: puisqu’an atrouvé w = ¥7% | en mettant pour ¢ la valewr
Bs 4 3onauran — S el8d L Ge 1 5 puisquion a trouveé z = 2422, en mettant pour u sa valeur, on’
L = w = 11x + ; enfin, puisqu’on a ttouvéy = l—hﬁﬂ en mettant pour  5a valewr, on aora .
= 187

L3548 17e — 4D

it 8 . :
Ainsi les valeurs conespondantes de o & de gy sont w = Lls + 6, &y — 17 — 40, Par la premigre, on
est libre de prendie powr » el nombre entier qu'on voudnay; mais 12 seconde ne permet pas de prendre s plus

petit que 3; en effety devant étre positif, il faut que 174 soil plus zeand que 48, ou que s soit plus grand que '
4
1T

=, ¢lest-Bdire, plus grand que 2. |
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On pewt donc satisfaire 4 certe guestion d'une infinité de manikres différentes, gu’on awra toules en
mettant dans les valenrs de x & de g, ao liew de g, tons les nombies entiers positifs imaginables depuis 3
jusqu'a I'infind; ainsi posant successivement & = 3,5 — 4,5 — 5,5 = 6,4 = 7, &, on aura les valzurg
 correspondantes de = § de i comme il soit:

w o= A9 1 = 11
= 5l = 2%
= &l = 45
= T2 = G2

= &3 e = TO.

En fait pendant une période assez longue, I'enseignement de 1'arithmetique fut cantonné A
' apprentissage des quatre opérations, et de leus applications & des problemes concrets de la
vie courante, du commerce, des partages etc. ... A vrai dire I'arithiétique en tant que théorie
et élude des nombres n'était pas veaiment une préoccupation des mathématiciens.

Fermat au XVIIE™E sigcle avait retrouvé Ja teadition de Diophante, au travers de la traduction
faite par Bachet de Mewsiriac en 1621, Fennat définut, le premiet, le domaine des entiers comme
le domaine propre de 'withmétique. Cependant, dans les faits, ses recherches sur les nombres
avaient peu influencé les mathématiciens de son (emps. I faudra attendre les générations sviv-
antes pour que Euler par exemple reprenne ses résultats, pour les compléter ou les démoutrer et
faire avancer une science qui bienldt sera désignée de différents noms pour bien marquer qu'il
ne 5 agit plus d'ardthmélique démentare. Nows trouverons par exewple ; Théorie des nom-
bres', arithmétique supérieuie, - - -

I devienl intéressant, 4 partir de la fin du XVIIIE™ sizcle en arithunétique comme dans les
autres domaines des mathématiques, d’éludier les inleractions entre * le savoir savant 7, et e
“ gavoir enseigné 7. Les muathématiciens sont en elfet de plus en plus chercheurs et enseignants,
au niveau du supéricur du moins, ot avee plus ou moing de retard, les découvertes et résullats
nouveaux sont pris en compte dans les programmes d'enscignement des demiéres classes du
secondaire.

Gauss, en particulier, avec ses Disguisitiones arfthmeticer (1801) transforme la théoric des nom-
bras qui était plutit un amas de résultats isolés en une nouvelle discipline douée de méthodes
propres, puissantes et wés profondes.

Dans la deuxieme moiti€ du XIX®'"® sidcle les programmes des €rablissements secondaires vone
peu a peu intégrer les progrés des connaissances mathéinatigues, et ’on pourra trouver dans les
manuels d’arithmétique pow: la préparation an haccalanréat, |a théorie des résidus quadratiques,
émudiée depuis Euler et développée dans Theoria residuorum biquadraticorum de Gauss {1831}
et 1a théorie des congruences exposée dans les Disquisitiones. Bien sfir, comme par exemple
dans le manuel de Combette que nons présentons plus bas, ces résultats sont souvent présentés
en annexe, en complément. Cela ¥moigne cependant du nivean de ce que I'on enseignait alors
en arithmétique. Notons d'ailleurs que Ja théorie des nombres est redevenue arithmétique.
Nous notons déja ce désic de sortiv Iarithmétique enseignée dans le secondaire, du niveau
glémentaire, dans le texte suivant extrait ('un cuveage publié en 1842 & Saint-Malo, dont
Fauteur, Fournier, indique «qu'il a fréquemment employé Ia notation algébrique pour démon-
trer les principes de I'arithmétique, * parce gue Uemplol de ce procédd m’a paru préférable é
celui de certuing raisonnements, parfois un peu longs, ef qui sont souvent trés bien débités par
les éléves, sans étre parfoitement compris ™.

1A M. LEGENDRE, 1798
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Il s"agit de :

ELEMENTS D’ARITHMETIQUE ET DPALGEBRE
a I'usage des ¢coles reyales de navigation
La quatriéiue partie comprend nombre de (ésultats ef de théortmes, dont le suivant:

“Toul nembre N gui divise un produit A B, el qui est premier avec un des factewrs, divise nécess:u'remenli
I"autre facteur”. !
“Supposens que N soit premier avec A, il divisera B.

Tes nombees A et ¥ étant premiers entre eux, s on leur applique le poocédé (U algonthme &' Buclide), on
parviendra nécessairement 3 un reste dgal 3 unité.

Cela posé, supposons d'abord A plus grand que V. Représentant par @, €', 2" -+ les quatieits conse-
culilfs que I'on obtiendenit en appliquant 3 ces deux nomiwes le procédé (¥ algorithme d'Buclide} et par
RORRY L les restes successils des diverses divisions, nous avtons:

A = NQ+R

N = R +R ;
R = RO"+A/"

H = R-’JQM-’ } Hm

Multiplions par B les deux membwes de chacune de ces égalitds, et divisant ensuite par &, nous aurons

SOCore:
AB BE
22— B4+ = 1
A Sl i ()
ERG’ BE
— " 2
iz Tt @
BR BRG" . BR" 3
N TN TN
BR! BRHQ:’H BR.’H
- = ) 4
i i) + N @
Dans Pégalitd {1}, le premier memhre £ est un nombre entier, puisqua, par hypothése, & divise AF; doug
le secand membre B + % s aussi w nombie entier. Maig B0 est un nombe entier, donc ﬁ sera

aussi un enlier et & divise B R,

ans 1" Egatité (2], le premier membre B €tant un nombiee entier, e second menbre B‘E,QJ — % SErd aussi
wn nombre entier. Mais on viend de démontrer que N divise B R, done il divise BRGY et Bﬁ.“ SEra un

neanbre enlier, et par conséguent B\, serd aussi un nombre eotier; o0 il résalte que WV deit diviser BR'.

Dans la trolsidgme egahte, ‘ﬁi élant un nounbre endier, " sprés ce qot o éé démonteé dans la premiére, le

“ H r P - a 1 - .
B "‘” V 52rd Tt 11{1mbre entier. Mais ¥ divise 8 /', ainsi quon vient de le démontrer,

second mermbre
il divisera B5'Q" u: par conscquult sera un nombre entier, dou il résulte que & doit diviser 5RY.
On démontrerait de Ja méme maniére quc N devra diviser les produits de 5 par chacun des restes successifs
que 1'on obtendrail en continuant 1" opéralion commencée sur les nombres A o6 &V pour trouver leoe plus
grand commun diviseur, Mais les nombres 4 et Y énnt premiers enlre eux, celte opération conduira
nécessairement & un reste égal i 'unité; douc le nmnbre Y divisera le produit de B par I'wiité, et par
conséquent B lui-méme.

51 A était plus grand que A, au liew de diviser A par &, on diviserait & par A; puis on diviserait 4 par It
Ryar iY, B par £ et ainsi de snite. Du reste, le raisannement serait absolument le méme.”
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Le ‘Jowmal des Mathématiques élémentaives”  est un périodique bimensnel frangais de la
seconde moitié da XX sidcle; il fournissait aux enseignants 4 Ia fois nn bulletin de laison,
un recucil d'exercices toujours renorvel€, mais aussi un stimulant certain, puisque les fextes
pmpoﬁcs. émanaient des lectewrs mémes, comme avtant d'exercices soumis i la sagacité de
teurs collegnes. Outre la remarguable calligraphie, il faut noter le souci toujours théorique
des énoncés, Sans doute la part trés minoritaire de I Arithmérigue conduit & penser que celle-ci
restail marginale dans I'enseignement, mais elle permet de retrouver les problémes teaditionnels
de ce domaine.

Un des numéros de 'annde 1877 proposait entre autres le théoréme de FRRMAT :

PAPJS, le 1 Fé\'rler 13‘?7

pﬁTHEMATlDUES ELEMENTAIRES

©  JOURNAL paraissant le 1“ et le 15 de chagque mois

Part & Départemestd...., 30 Four toul cc qui concerns ls Ridorson ot o 4 bomnements oz
. L T . 036 & caum d agreir o Belgiguer, radrensr i M. FUIBE.
Puis & Dipartemonta.... B 3 28, ~ua des Boulengers, 4 Furin
AUEL. . a Pol.r ler 4 bonnemenad & serir 20 Beligd, o' odrereer d la lbrairie
HI“IE!T L1 iRz L] 1 ST po{ymhmquEGQstDUHuNT e o Madalcin,, Bruaties

St &, (It rrmimet Ty Je
. PREMIERS FARTIE Bl ELe ame - fe vewmbre 1250 :LJ A
i - : Duwrinblz pat 3 er. par- 9.

Arithl‘lls:“:}uﬁ .

LSlcitioanligque.

. . — p |
,IQ‘L g3 J‘cvmmhczﬂm o B er] JUH0H. BBdorime 3 Jotmal -
it e diz 57t sencvanmsst ol | G ok i e i foi
J‘pg&’, e Db, N SEoALE U pombe endier fa A ] ke detidl o .

La démonstration proposée en correction considére la suite des multiples de a ; p ctant premier
“absolu”, il ne divisera auctin des muliiples de o jusqu’a (p— 1).a, et ka division de ces multiples
par p donne (p — 1) restes diftérents.

En effet, si deux restes sont égaux:

MU = Jilhp + Ty O 710 = P+ Ty
dunc
afm —nj = plgm — gn}
et p devrait diviser nn multiple de a plus petit que {(p — 1).a.

Ces restes sont évidemment plus petits que p — 1, ce sont donc tous kes nombres de 0 ap -~ 1;
on peut alors €crire

alada - (p—Llha = mp+4rrery o Tpoy
(p— et — mp+(p—1)
(p— 1P =17 = mp.
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Comme p ne divise pas (p — 1)1, il divise a?~".
(la notation ! ne figure pas dans le texte de 1a correction)

Alafin du XIX3" sigcle, et dans le cadre de a préparation au baccalauréat frangais, Uinspecteur
général de I'éducation E. COMBETTE publiait un ¢ours d’ Arithmétique trés complet et suff-
isamment remarguable pour 8tre réédité i de nombreuses reprises jusqu’au début du sidcle
snivant. 1 s’agit ceste fois non seutement d’un ouvrage & bul pédagogique, mais encore d’un
ouvrage quasiment institntionnel, vu la qualité de son auteur.

Le contenu, s'il comprend 1" Arithmétique élémentaire el se compléte d applications pratiques
(calculs d’erreurs, régles d’alliage. . . ) ne se dispense pas de résultats théoriques et de leurs dé-

. monstrations, La théorie des nombres premiers est complétée par un chapitre conséquent, et

le théoieme de FERMAT &'y relrouve, avec bien s(r sa démonstration, ct sa géndralisation (dite
théoreme d"EULER).

Le texte proposé ci-aprés est liré de la huitigme édition ¢t cxpose donc le théoréme de FER-
MAT, précédé d'un lemme néeessaire. La démonstration est remarquablement claire et concise,
rejoignant, sans doute dans un autre ordre, celle du “Joumal des Mathématiques élémentaires”.
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3 (L. — TIIESOENES DE FENNAT ET DEULLH,

£3%, = THEGKENE TXV. — S0 A aat premeer gvee B lex
resies de diwtsion par B des (D — 1) pramiers multiples da & :

hwly, AxS AxE ,andwilti)

forment, dony unt cerigin ardre, i@ sulte des (B - 1) premiers
NoIANTS ERIEETS,

1* Awcun de ces restes n'sst dgal 8 2dro, car 3 ne pruliv-
ser aucun de cos multiples de s, puisqu'il diviserail le second
facteur qui ¢st infirieur 1 B.

9* Tous ces resles sond différents, car sl deyx multipies A< £
et A >< K' dennaierk des resies dgaux, lear Jilference

Al —E;

serail divisihlo par B (1@4), ce qui esl impoesible puisgue
(¥ — K} cst imfériour 3 B
Uong ves resles, en nombre (B—1), tous diiféirents o me
férieurs & U, forment, dans om cerlain ordre. la suite Adea
nurores &
P N S WL Iy DU

228, = Cocntlalys. —Si 4 3 prewiier avec B des resler dedi-
vigion i U des predurts de i par chacun des entiprs prewders
aves B of inférreurs & B, sont dansun wrlain ordes leg milers
promiers avee [ oot inférfeurs @ 3. .

Cos resles senl tous diffirents, aucun d'eex n'est aul, elils
sant beus premias avee By car B élont premier avee e divie
denile psl aussi zremier oves le reste.

zar. — THEoRENE TXVL — (Teéortaz ae Dondar.) So p et
wi nombre premier absoli qui e diviie pes g, podiviee

et
En eflct, sait

-

T e e T

Lea resles de divigier par p des nambres -
apel, wwm ¥, @wcd L. @ipo- U

Ie rosle de divisisn nat p du preduil de cos (7 — 1) culliples
de n sera b rmdms ae Lo resie de divizien par g du peedwil des
resles (1145} <

[ AR

i donc ncus cepréserlens par M e produit

ol il rheuibers (2570
L4 S PR

naus BUTHRI

T i — N dep,
2one 3

[ — 4y N=medeg,
or, p esl premier abeolu, il doil done diviser Uun des deay fae-
{euss du premier wembre (168). — De plas, p ost premier
avee chacun des nombres qui lui sonl inferivors, c'ezl d-dire
avee ous los [acteurs du produit ¥, cesld-dire avee ce pro-
duit{171}; done pdivise{z* — 1), c'est e quilfallail prouves,

Ainsi, 13, nombire premier ne divise pas 25, done endivisant

25" par 43 on avma pour reste Iunite.
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L’enseignement en général, el Penseignement des mathématiques en particulier va subir tont
au long du XXM gizcle Pinfluence i la fois du politique et des autorités scientifiques, plus
encore que dans le sigcle précédent. C'est en effet le sitcle de la démocratisation progressive de
I"enseignement secondaire, et les décisions sur les programmes, les orientations pédagogiques,
touchent une part de plus en plus grande de la population, donc de la vie économique ef sociale
d’un pays. Le siécle s’ouvie avee le début de la réforrue des programmes de 1902, sur un débat
entre la valeur éducative de la science, qui doit donc étre enseignée A tous de maniére égalitaire
et un apprentissage utilitaire qui devrait donc e différencié selon les aspirations de chacun,
Ce débal semble-t-il n’a cessé tout au long du sigcle.

Lenseignement de I"arithmétique sera bien siir marqué du scean des réformes successives,
Burant la premiére moitié€ du sieécle, 'on passe rapidement de ’arithmétique pratique de la
premicre classe do secondaire & des problémes d'ua niveau non élémentaire, Ainsi, il Stait
nécessaire, pour le brevet de 1920, de savoir non seulement ¢e qu'est un plus grand conuiun
diviseur, mais aussi de le rechercher par la méthode de décomposition en facteurs preqiiers.

La premicre moiti€ du siécle a vu les lvedens frangais se pencher, dés les premidres classes,
sur les caractéres de divisibilité, les plus petits naultiples comniuns et les plus grands comnumns
diviseurs,

Peu i peu, la notion de structure va prendre une importance grandissante dans les mathéma-
tiques, et pénétrer les programmes des lycées dés le début des anndes 1960, Le contenu est
cette fois trés conséquent, puisqu'il inclot Iétude de I'anneau Z des entiers relulifs et les con-
gruences. Ounrecherche le plus grand commun diviseur par Palgorithme d’EUCLIDL, ¢t on parie
sans hésiter de relation d’équivalence. .. Nous ne sonunes pourlant pas encore 4 la révolution
des “Maths modernes” qui marqueront I'enseignerment en France comme ailleurs !

Ces années 70 vont couronner I'arithmétique comme une science particuliérement abstraite, un
endroit privilégié d"apprentissage de la notion de structuce, Dés le début de Tenseignement
secondaire le PGCD de deux nombres sera connu par exemple comme le plus grand élément
de Vintersection de I'ensemble des diviseurs de chacun de ces deux nombres, mais le sens €lé-
mentaire rgstera slrement caché avx yeux de la plupart des éleves. Cest le tiomphe de la
conception ensembliste des enticrs.

En rfaction & cetle conception, Uatithinétique théorique va disparaitre du programme des der-
nigres classes du lyeée. Seules resient au début des années 80 dans les classes des colleges {11
4 15 ans} les notions de décomposition en produit de facteurs premiers, de PGCD et de PPCM,
d'un point de vue rés pratique, essentiellement pour les calculs et las simplifications de frac-
tions par exemple.

Peu & peu, le collége devenait ouvert A tous, les préoccuparions pédagogiques prenant le pas
sur les comtenus, il se fait jour que les éléves doivent construire eux-mémes leur savoir, Cotte
arithmeélique tes élémentaire va done aussi disparafire des programmes des colléges francais.
Jusqu'a ces derniéres années, un éleve frangais avait son premier contact avec I'arithmeétique en
arrivant dans I'enseignement supérieur, £'il commengait des études de nialhémaliques.

Comiue souvent ['autorité varie, la dernigre réforme en cours vienl de réintroduire une petite
dose d'apprentissage du nombre dans les classes de college : quelques caractéres de divisibi-
lité, recherche de PGC, reconnaissance des nombres premiers dans les fuhns programmes des
classes de seconde (premiéres classes des lycdes, éléves denviron 16 ans),

Puis "arithmeétique un peu savante est téapparue il y a deux ans au programme de 1a classe de
terminale scientifique des lycées, pour les éléves qui choisissent la spécialité “mathématiques”.
Cet enseignement cependant n’a que peu de rapport avee celui qui €tait dispensé du temps des
* maths modernes ”, La notion de structure n'est plus du tout 3 Pordre du jour. Taccent est
miis sur V'algorithmie, I"usage bien siir de I"informatique. Clest que 1'arithmétique a maintenant
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ane 1&s grande importance pratique, par exemple dans la cryptographie. Apparemment, la
connaissance du ¥ nombre ” n’est toujours pas une préoceupation, Utilitg sociale, utilit pra-
tique des mathématiques, formation de Iesprit ? Le débat est toujours le méme, et I'histoire de

Ienseignement de arithmétique en est une belle illustration.

Apergu sur Penseignement de ’arithmétique, en France, du XYII®™® giacle
i nos jours, au travers de guelques manuels.
Chronologie

rh?cl_l"lTﬁ el dales

Savoir engeigné

Savoir savanl

T BACHET (1581-1638)

Traduction de Diaphante

Enoncé du ihéordme dit de “ BacweT-BEzOUT ™

" FERMAT (1601-1665)

[ivaRD (XVIIEDE)

Technigues de calcul.
(Parfois I anitlunéticue

inclut les logaritiunes)

F. LEGENDRE (X ¥ i8¢

"L arithmétique ea sa

perfection™ {745

TEULER (1707-178%)

Recherches sur Fes nombres

BEZOUT (1730-1783)

“ Cours de mathématiques

al'usage des gardes. .. ™

BOSSUT (XVIIENE)

LACAILLE (XVIIEE)

Manuels

Technigues de calcul

AM, LEGENDRE (1752-183%)

“ Essal sur 1a théorte des noanbres ™ (1798)

Gallss (L777-1R35)

“ Disquisitiones arithimeticae ™" {18071}

Congruenses.

. FOURMNICE {mi.)gx‘eme)

ToMBECK {(X1X817¢)
COMBETTE (XIx2Mey

Manuely

FREGE (1848-1925)

* Les fondements de 1 arilhimétgue * (1884)

PEAWO (183R8-19235)

Axiomes fondamentanx des entiers nalurels

LESPIMARD et PERNET

Muarue] cormespondant

aux progranumes ds 1962

Anndes F-30

“ Mathématiques

madenes

Avjourd” hai
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In quantitd apposée & +a. Ces remarques suflisent
powr ébbir ce qion appelle Ja ricle des sgmes
[voyer ta mote L],

On nomme quantité varfable celle que Fan con-
sidére comme devant tecevolr sucenssivement rin-
sicurs valeurs difléceates fes unes des sutres. On
disigue une semabluhle quantivd pac nie lettre prise
ordinaivement parmi les deviidres de Vulphalier,
On appelbe a1 contvaive qantité canspaznte, e on
désizne ardinairement par nne dis prandires lertres
de Talphatet tante quamite qoi recait une valear
five et strorminée. Bavsque Ls valenrs snceessives
ment atnibudes & une méme varialibe sapenclent
mdéliniment dwne valcer fixe, du maniére @ finie
par en dilférer anssi pew qun Fon veodea, coite
derniére est appolie b Fudre de toutes les aoves,
Ajnsi, per cxemplhe, um ambie wratiome! est by
limite des iliverses fractions qui en favrnissent des
valeurs de plus en plas approcliées. En géomitee,
Te surfuee du cevele est la limite vess laguelie can-
verge les sidwees des polvaoues fnserits, tndis

Ie nombre de fears edtés croit de phus en plusg

méme variable décvoissent inclélinfmend, de manicee
& fabuizser adessons de timt nombre dung, ceile
varinble davien cc qu'en momme un fafinfnent peait
an une quantité sfeiment pesite. Une varishle de
cette popéen @ zero pour limite,

Larsque les valewrs nunériques snccessives

Conceptions et obstacles épistémologiques i propos da concept
de limite d’une fonction et son influence sur Penseignement
et sur Papprentissage de la nofion

CONTRERAS DE La FUENTE Angel
SANCHEZ GOMEZ Carmen
Université de Jaén (Espagne)

Abstract

Dans le déveleppoment du concept de limite d*une fonction et du point de vue épisté-
mologique, an peut distinguer plusieurs étapes dans =a conshuction jusqu'i ce qu'il de-
vienne objet de connaissance. C'est-d-dire, depuis la conception gévimnétrigue, lide aux
principes " Archiméde et d'Fudoxe jusqu'a la conception métrico-analytique (¢ — &} de
Weierstrass, les conflits Socio-cognitifs qui ont jalonné 'évolution de la notion furent nom-
breux. Nous poserons les guestions suivantes

Est-il pertinent de pourstivre fidélement I"enseignement de cette évolution historigue ?

Guels obstacles épistémologiques sont apparus au cours de ka progression du concept 7

Quels sont ceux gui se manifestent au moment de son cnseignement et de son appren-
tHasage 7

Cominent envisager cet enscignement en fonction des éiéves anxquels il s"adresse 7

Quels doivent étre le temps employé & son enseignement et celui desting 4 son appren-
tissage 7

En général, quelle en la transposition didactique approprige & la notiont de limite, qui
convertirait le savoir scientifique en saveir scolaire ?

Durant 'atelier conformément aux idées de Contreras ¥ Sanchez {19938) et Sanchez
(1997), nous proposerons de travailler diverses siteations extraites de Ianalyse de manuels
et des résultats obtents A partir de questionnaires distribués aux étudiants sur 'enseignenent
du concept de limite od sont impligués aussi bien les conceptions gue les obstacles occa-

siomnes par ia dite notion,




Introduction

Dans un sens large, toute notion mathématique a une double dimension : une de type sci-
entifique, comme €lément conforme d’une théorie mathématique déternminée et 1'antre lide i
som Statut comune objet d’enseignenient, généralement dans les divers niveaux du systéme édu-
catif. Bien qu’il existe une relation entre ces deux dimensicns, elles n’occupent pas le méme
espace social. Alorg que la premiére concerne la communauté de chercheurs définie par tn
paradigme déterming, restreint et done un combre réduit & experts, la seconde concerne, avec
plus on moins d’extension, selon le niveau éducatif, une grande population scolaire inexperte.
Par conséquent, au moment de réaliser I'enseignement de la notion il [aut tenir comple de ces
considérations, de telle fagon que les énormes el significatives dillérences enlre les dimen-
sions scientifiques ef celles de I'enseignement se reflétent dans Ia réalité, en évitant de tomber
dans une conception “naive” par rapport a Uensetgnement gui est celle de croire que “cc qui
s’ explique clairement doit étre comps par ] étudiant”. En tenant compte des apports de Cheval-
lard et Cols (1997}, nous considérons que la conngissance mathématique cst substantivement
problématique et done discutable av moment de son enseignement, étant s loin de “I'illusion
de transparcnee” dans laquetle se trouvent de nombreux professeurs.

Un concept mathématique basique, aussi bien dans sa dimension scientifique que dans
I'enseignement, est celui de limite d’une fonction. L'élaboration de cette notion a &€ niés lente,
jusqua tel point ot il a fallu attendre le XIX®™ sidcle avec Weierstrass, pour que "expression
“aussi petit que nous voulons” acquicre une fornie mathématique libérée de toute ambiguité,
C’est alors évident que cette notion mathématique dont 1"épistémologie historique nous montre
que sa constimtion eut un chemin rempli d embiiches doit étre enseignée a travers une analyse
profonde qui impligue de facon systématique les trois éléments suivants de "enseignement :
I'épistémologie du concept pour son développement historique, les étudiants par rapport & leurs
conceptions et leurs obstacles; et les manvels, quant aux conceptions, obstacles st actes de
compréhension qu'ils induisent. Ce travail a conumencé avec |"observation de ses autewrs, pre-
migrement dans les classes de “bachillerato” et ensuite dans les classes de Calenl d’ingénierie
Technique de 1 Université. Nombreux gtaient les étudiants qui, & la fin de la premiére année el
malgré le changement de niveau scolaire et I'accroissenient de conteny, mainlenaient et méme
augmentaient lenrs conceptions erronées, des obstacles, et des diflicultés et ceci malgré le fait
d’avoir rénlis€ de nombreuses techniques de caleuls de limites de fonctions. Ceci conduit & une
réflexion profonde sur I'importance pour 1enseignement d'étre conscient de Uabime qui existe
entre ce que le professeur croit que U'éléve a appus et ce qu'il a réellement compris; ¢’est cc
qui, en ternies lechniques, représente, d'une part, le “savoir enseigné” et d’autre patt, le “savoir
de I'éleve”.

Les questions sous-jacentes 4 cette rétlexion étaient : d’ ol viennent ces deux savoirs? Quelle
est “I"histoire™ de leur constitution? La réponse a ces questions était évidemment trés com-
plexe puisqu’elle demandait tout un processus de recherche dans laquelle il fallait analyser les
manuels, les conceptions des professeurs et celles des éleves, Notre recherche s’arienta alors
vers I’examen des textes mathématiques qui traitaient la notion de limite selon la méthodologie
de Weber (1986} et Schubring (1988), et nous avons observé (ue ce traitement utilisé aux deux
niveaux de 'enseignement - Bachillerato er Université- ne semblail pas suivre un développe-
ment analogue. A certaines périodes la rigueur avec laquelle on traitait ce concepl dans certains
livres dirigés 4 des €leves de I'enseignement secondatre était idenlique, voire supérieur, & celui
gue 'on trouvait dans les livres de Premiére année d'Ingénierie Technique. Ces faits licds & la
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néfaste réalité de I"échec scolaire & I'Université dans la matiere de Caleul motivérent la formu-
lation des trois conjectures suivantes :

“Les difficultés que les éléves rencontrent A propos de la compréhension du concept de
limite d’une fonction sont dues fondamentalement 2 I'existence dobstacles épistémologiques
et didactiques, inhérents 4 la notion et 4 la transposition didactique. Ainsi, si au moment de
Uinstruction on ne [icilite pas des sitations d° enseignement qui provequent I'&mergence des
actes de compréhension nécessaires pour que fes dleves surmontent les obstacles, on n'arrivera
pas a I'assimilation de ce concept”

“L'enseignement du concept de limite d'une fonction, en premiére année d’Ingénierie Tech-
nigue, ne se réalise pas selon une réflexion basée sur la recherche de sifuations d’cnseignements
capables d"engendrer des actes de compréhension nécessaires pour que les étudiants surmontent
les obstacles épistémologiques qui apparaissent tout au long du développement du concept.”

“En général, les manuels de mathématiques de I’ Enseignement Secondaire du Cours d'Orien-
tation Universitaire et de 1a premidre année d'Ingénierie Technique ne tiennent pas compre des
différentes conceptions historiques ni des obstacies épistémologiques du concept de limite et
ne facilitent done pas la prochuction d'acies de compréhension nécessaires i la résolution de ces
obstacles.”

L'étude de la vérification ou non de ces conjectures nons a done conduitc A I'analyse de 1a
notion de limite d’une fonction depuis une double perspective ; celle des conceptions et celle
des obstacles agsociés au concept.

Le terme conception

Dans la Didactique des Maihématiques ce terme aune importante spéciale dans la recherche,
ce travail a donc pris en conpte les apports suivants : EL BoUAZZOU] (1988) dit que malgré
les différents termes existants pour désigner la manigre avec laguelle va individu comprend
et utilise un concept, dont il cite conception, représentation (mentale), modéle (concepluel},
concepl-image. etc., et que le choix entre ces tenmes est difficile, le terme conception doit se
cons‘idérer dans le sens sutvant : “Une conceprion est un enscmble de régles, de pratiques, do
savoits qui permetient enscmble de résoudre un type de situations et de problémes de manigre
plus ou moins satisfaisante, alors qu'il existe une autre classe de situatjons dans laquelle cette
conception échoue, soit parce quelle suggére des fausses réponses, soit parce que les résultats
sont obtenus avee plus de difficult€ et dans des situations plus défavorables.” I distingue : Les
conceptions identifiées 4 L'origine historique de 1a notion, qui sont collectives, dans le sens oft
elles sont reconnues par une communawté de mathématiciens et correspondent au type de prob-
lemes & résoudre & une époque déterminde. Les conceptions transmises par les manuels, dans la
mesure o, dans le processus de la transposition didactigue depuis le “savoir enselgné” _juzc(ju’au
“savoir scolaire” (CHEVATTLARD & JosHUA, 1991), le manuvel transmet un contenu mathé-
matique déterming que peut provoquer la création et Vinsertion dans Penseignement d’objers
didactiques qui ne figurent pas dans la Mathématique crée par les mathémaliciens, comme : s
Hlustrations, les dessing, les représentations graphiques, etc.

La limite et les conceptions

Parmi les recherches qui traitent de 1a notion de limite d*une fonction depnis Ia perspective
des conceptions, on considére comme spécialement remarquables les apports sur la limite et la
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conception de VINNER & TALL (1981), CORNU {1983) et WILLIANS (1991).

VINNER & TALL {1981} se référent au terme conception 4 lravers ce qu’ils appellent “con-
cept image” qui décrit la structure cognitive totale de I'individu assocife a un concept et qui
inclut toutes ses images mentales, propriétés associées et rous les processus, et parlent de “con-
cept définition” larsqu'ils se réferent au concept mathématique défini formellement, en obser-
vant que pour chaque individu un “concept définition™ génére son propre “concept image”. En
ayant recowrs au cas particulier de limite d’une fonction ils signalent que le “concept image”
contient des facteurs qui peuvent entrer en contradiction avec le “concept définition”, par exem-
ple, dans certains cas on introduit le concept quand an est en train d’étudier 1a différentiation et
ave¢ lequel le “concept image” dans ce cas précis, pent inclure un dessin mental associé i une
corde variable, une courhe ou une tangente. La dérivation peut affecter le “concept umage” i
travers un facteur associé & la vitesse instantanée. Dans les deux cas on traite la Limite d’une
foncrion et an le considére comme un processus dynamique ol “2” s’ approche de “o” et ceci
implique que “ f(z]” s’approche de “I”", L'effet est que 1'étudiant associe le concept 4 I'idée que
J(x) = 1, alors gue la définition formelle contredit cette idée. De cette recherche on tire la con-
séquence que ke “concept image” (conception) des Studiants est variable ¢t soumis A leur propre
expérience selon les diverses situations a laquelle ils se confrontent. Ainsi, la recherche est per-
Tinente pour analyser I'évolution de lews conceptivns sur le concept de limite d’une fonction a
fravers Pinstruction.

Cornt (1983}, dans son iravail de recherche sur Je concept de limite, étudie les réponses
des €leves a plusieurs questionnaires et classific les conceptions sur le concept de limite &' aprés
deux points de vue. En prétunt attention a la nature de la réponse sur le propre concept, il
les appelle conception statique et conception dynamique, et selon le moment oi elles se sont
produites (avant ou aprés avoir regu Uenscignement de la notion), il les appelle conception
spontanée et conception propre. Il affirme que les conceptions spontanées restent cher. les éléves
durant beaucoup de temps. L'idée de conception propre, mélange de Ja conception spontande
et de la notion mathématique, cormespond au “concept image™ de Tall et Vinner, et ainsi & la
conception. Comme le signale Commu : “Nos preuves ont démoniré que la notion mathématique
ne prendra pas purement et simplement le lieu de conceptions spontanées mais qu’il se formera
un mélange, en faisant que chez chaque €léve se formera ce qu*on appelle sa propre conception™.
WILLLAMS (1991) réalisa une éude des étudiants universitaires dans le but de connaitre lours
conceptions sur la limite, et pour Taquelle il a utilis€, dans une premiére phase, un questionnaire
dans lequel I'éléve devait choisir sa réponse & la question posée entre 6 réponses possibles ¢
d'entre elles, les €léves en choisirent 3 mugoritairement qui correspondent 4 :

1. Une visjon dynamique de la limite,

2, Une vision de la limite comme quelque chose d'inaccessible.

3. Une vision de 1a limite qu: s'idenlifie 3 la définition formelle.

Conceptions liées i la notion de }imite d’une fonction
Pour détecter les conceptions lides 4 |’ origine historique du concept de limite nous nous
somies basés sur les idées de Deledicg (1994). En premier lieu, nne bréve origine historique

de cette notion a été réalisée ob I'on a pris en compte quatre étapes ou périodes.

Dans la premiére éiape, 1'étape grecque, les problémes fondimentaux qui se posaicnt dtajent
de nature géométrique, le cercle étant I'objet mathéunatique le plus traité. Comme CORNYU
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{1983) note : “le probleme du caleul de Paire d’un cercle donna I'occasion de pratiquer les
outils qui constituent les prémices de la notion de limite”. Les méthodes utilisées par les grecs
sont géométriques et s'appliquent aux grandeurs et non aux nombres. Ainsi, la conception des
grecs sur la limite d'une fonetion est pgéométiique et nous 'appellerons CG.

Une progression importante se fatt an XVIFT sizcle, lorsque Fermat, en travaillant avec des
lieux géomeétriques, découvre une méthode pour trouver les points ol une fonction polynomiale
prend une valeur maximum on minimum. Nous pouvons considérer que. malgré I"intervention
de problémes géoméligues, comme celni de la tangente, avec Fermat émerge, comme évolu-
tion de la conception géométiique, une certaine conception numérique de limire d’une fonction.
Newton, en lrailant Tes problémes physiques sur le mouvement instantang, élabora ce qui fut
appelée fa méthode des Auxions (la quantité en mouvement s'appelle fluenl et sa vitesse est
la fluxien). Dans cette méthode Jes notions de “raisons premigres” et “d’ultimes raisons™ sont
appurues el elles se font cxplicites dans le principe suivant : “Les quantités, et 1a raison de quan-
tités, qui dans n’impaorte quel intervalle fini de temps converge continuellement vers ' égalité, et
qui avant la fin de ce terps 5" approchent 'une vers 1’autre plus que n'imparte quelle différence
donnée, se fone également égales.” (Bover (1986), p. 500% MNous sommes alors devant une
conception arilthimétique que nous appelerons CN.

Bolzano, dans la démonsiration du théoréme des valeurs intermédiaires, utilise le concept de
continuité et, en donnant la définition de fonction continue, il traite I'idée de limite de fonetion,
C'est Weiersirass qui, en donnant la définition de Penvironnement d'un point, révolutionne
I"Analyse et oit avant il s'agissait de donner vn résultat, maintenant on pewt démontier une
ingégalité, en prenant des cotes supérieures ou inféreures. L'utifisation de “¢™ el “d” dans les
environnements conduit a la conceplion métrico-analytique de Ia limite d’une fonction, que
nous appellerons CAM.

Flus tard, Cantor en 1883, aprés 1a création de la théoiie d’ensembles infinis. introduit, en-
tre autres, les concepts de point limite el d’ensemble dérivé. Le développement de la théorie
des fonctions de Weierstrass et de la théorie des ensembles de Canlor s’esl réalisée a la fin du
KIX®TE siacle, et dés le ddbut du XX siécle la généralisation de la topologic de R en es-
paces topotogiques abstraits (Frechet, Hausdorff, Caratheodory . . ) perniit de définir la limite &
travers Ja notion d’ ouvert et le point d’accumulation et novs situe dans une nouvelle conception,
la topologique, que nous symbolisons par CT, Basés sur SANCIIEZ (1997) ¢t sur CONTRERAS
& SANCHEZ (1998}, ces conceptions détectées dans le développement hisiorique du concept de
limite seront tenues en compte dans T'étude de manuels, des éléves et des professeurs, bien que
nous ayons introduit quelques variations pour clarifier les analyses effectuées. 1)'une part, la
conception géométrique (C3), émane, comme nous 1'avons indiqué, des iméthodes pour mesurer
les superficies des figures géoméuiques & 1'époque d'Archimide, lide ainsi 4 des grandewrs,
ont peu a voir avec le fait d’utiliser des images ou des représentations graphiques pour don-
ner un signifi€ au concept de timite, Done, comme tout graphique est, en général, une figure
géométrique, dans cette recherche nous emploierons le terme conception géométrico-graphique
(CGG) lorsqu’on utilisera la représentation graphique dans 1'étude des limites.

En deuxitme licu, au moment de catégoriser les différentes réponses des émdiatits aux items
du questionnaire, il est utile de distinguer entre conception numérique statique {CNE) et con-
ception nomeértque dynamigue {CND) en prenant comme référence les idées de Cormu et de Tall
et Vinner dans ce sens.




Les termes obstacles et actes de compréhension

BROUSSLALU (1983) distingue les caractéristiques sufvanles :
1. Les erreurs produiies dues aux obstacles sont résistantes a la correction,

’ e i ; ut étre
2. 1 g agit toujours d’une conmaissance, non d’une absence de connaissance; elle pe
incorrecte ou incompléte mais elle est cohérente,

3. (’esl une connaissance qui produit des réponses correctes dans des situations déterminges
ou maitrises de probléme,

4, C'est une connaissance qui engendre des réponses errondes pour certaines situations ou
maitrises de probléme,

i as adi 'épétent systé-
5. Les erreuts que les obstacles produisent ne sont pas sporadiques, elles se répe Y
matiquement dans des situations similaives.

L s 1
SIERPINSK 4 (1983) considére qu'“un chstacle a un caractere mewt};ﬂ)le ;:t se _riljetclc(l)z?;uc

& ’ rquol “la notion ' obstacle épistémo:

& des concepts”, ¢’est pourquoi “la no i

Pt e rvdice e istori sée scientifique et dans la pratique
Etre étudliée dans Y ¢ historique de la pensée scientifiq e
eut étre éudide dans le développement rique . fic B

ge 1"éducation™; elle affirme qu’“un obstacle épistémologique est un obslacle pour compr

et elle considére deux aspects essentiels :
1. Un obstacle est spécifique d’un concept et senlement de Lui,
2, Sa prise de conscience est indispensable pour le développement de ce concept.

i i apparal recherche
SIERPINEK A (1991} signale que La contpréhension est un terme qui apparafl dans m}:t: elemegmcr
sur .- 3 i ) = [Iall k
sur les obstacles épistémologiques et que la compréhension c: u‘r; C(‘muip! 1?92:1;1.3 p
5 ité des obstacles épistémologignes relatifs a celm-a1 '
) a qualitd des obstacles épis accl qus e
R i L i ) caractéristique gqui permet de dis
’ ¢ -apidité de compréhension n'est pas une 1 .
n'a pas résolu. La rapidité e ca tig Dertnet de O
i i veau de compréhe .
imi ' : compte est 1a qualité du ni !
criminer, dans 1a mesure on ce qui ¢ : gualite O
comidér:e Tidentification, la discrimination, la généralisation et Ta synthése conu

férentes catégories de compréhension,

38K SIERPINSKA,
Dans ce travail, on considérera ces termes dans le sens de BROI_.SS{F.:%E :,t :12 Z;l: N
: isté 1 i i obsta
'era sur , épistémologiques et didactiques. L :
el on se centrera sur les obstacles : ; 1 cbitacle est consiHre
inti i€al <hension, de telle fagon que plus se P
intimement associé a 1'acte de compré . : s r Ll e
d’ obstacles qu'un éléve devra dépasser A travers des actes de compréhension pertinents, p

riche sera la notion concepinelle acquise.

¢ ion liés i i imite d’ tion
Obstacles et actes de compréhension liés 2 Ia notion de limite d’une fonc

Parmi les chercheurs qui ont étudié les obstacles épis&ém(_)loglques 1'elz(1}:;°: :ﬂ c(t;u;;elptgdsc
limite nous avons VINNER & TaLL (1981), DA\’1$ & VINNER (1?8@), ié-; " CQRN,U e;
83, 86, 91) et SIERPINSKA (1985, 87, 91) Certains des obstacles mgn::j .déas P
SI;ERPINSKA ont €1€ pris en compte dans 'analyse de manuels et dans 1'étude 5.

Les obstacles relatifs au cancept de limite d'une fonction considérés dans co travail se basent
sur SANCHEZ (1997), SANCHEZ & CONTRERAS (1998) et CONTRFRAS & SANCHEZ (1998}
et sont les suivants

O6 : Se cenrrer sur la forme dey approximations des valeurs des varigbles indépendanres ot
dépendantes plus que sur les propres approximations. Cet obstacle, inhérent a la notion de
limite, a pour conséquence que les étudiants, en caleulant Ia limite d"une fonction Fenon point
% = 2 dont lcs approximations numériques sont 0.39; 0.0399: (.003999; .. . et 0.41; 0.0401,
0.004001; . .., ils croient que celte limite est 0.004, Ou, €palement, en calculant, ils crodent que
les valeurs 0.6; 0.66; 0.666; . . . s’approchent de 6 au lieu de 2/3. Oy bien, pour les valeurs : 0.9,
(.99:0.999; ... qui s approchent de 9 au Jieu de {. La discrimination entre nombre et nrniére
d'écrire un nombre, aussi bien pour Ta valeur dépendante que pour la variable indépendante
permettrait 1o résolution de cet obstacle.

02 : [hilisation exclusive de 1 ‘approximation graphique sans étre accompaghd des valenrs
corvespondantes des approximarions mumérigues des variables dépendantes et indépendeuntes.
Cet obstacie, d'origine didactique, conduit I'éléve 3 une impasse lorsqu'il ne dispose pas d’une
représentation graphique, en ne pouvant pas raisonier sans I'appui de celui-¢i, En fait, dans
la majorité des manuels le graphique d’une fonction abstraile apparail pour I'interprétation
géométrique de la limite. En tenant compte que, selon SIERPINSKA {1985}, 1a maniére dont
les éleves utilisent la caleulatrice est trés naive et la tiche de réaliser des calculs approximatifs
est 1res peu utilisée dans 1'enseignement, 1] ¥ aurait des actes de compréhension nécessaires pour
dépasser cet obstacle, comme 1utilisation simultande de valeurs et de graphiques d'ine fone-
tion. Uidentification du tablean de valeurs des approximations numériques avec le graphicue
corespondant, ainsi que discriminer entre plusieurs graphiques quel est celui relatif 3 1a fonc-
tion dont la limite se calcule de celui dont ils connaissent les approximations numeériques,

Q3 : Croire que I'existence d'une Kmite J'une fonctivn en un point signifie que les vadeurs de
la variable dépendante s approchent de quelgite chose. Cet obstacle, de caractére Episttmolo-
gique, est présent lotsque 1'éléve ne fair pas la disiinction entre approximation et distance et
done faire Ia différence entie s'approcher les valews de la variable dépendante de Ia limite et
s approcher "tant que 1"on veut” d’elle est un acte de compréhension qui permet de le dépasser.
Cet abstacle se présente également lorsqu’on considire le graphique d'une fonction constante,
car, en ne détectant pas une approximation dans le sens physigue de monvement, les €léves
disent qu’il 0"y a pas de timite.

04 : Civire que fa limite d'une fonction en un point exisre lorsque le nombre de valeurs de Iy
variable dépendante qui s’ approche de ce point est infini ( ou 1rés grand) et non Presque tous
d'entre eux. Ceci donne liew 4 des cas ofr I'éleve croit gu'une fonction qui a seulement une
limite latérale a une limite au point. C’est ainsi. discriminer entre “un nombre infini de valenrs
de f(x} s’approchent de la limitc lorsgne 1 tend au point o7 et “presque toutes les valeurs de
flz) s"approchent a 1a limite quand iz tend & ¢ des deux cotés” serail un acte de compréhension
nécessaire pour dépasser cef obstacle Epistémologicque.

05 : Croive que Uenvironnement est foujours symétrique, Cet obstacle est lié A la transpo-
sition didactique que se fait de la notion de limite & travers Iinterprétation géométrique de
la conception analytique ((AM Fet de la conception topologique (C'T). L'éleve croit que
'environnement ouvert doit &tre Loujours symetrique, fait qui crée des apreurs quand on consi-
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= =+ imi = liscrimination
T=72rsiz < let f{z) =z4+1siz > letcalculelalimiteen s = 1. Larllb{.l‘li:noﬁ(l’on
. (0} = 2rsiT < Bt , : L i 2 Ol
o J;U"} étée du gruphigue de la fornction et I’amplitude de I'environnement du p
entre 1a sy g . Jat
calcule la limite permettrait de dépasser cet obstacle.

/ enne : “de 20. Yoici
06 : Croire que les variables indépendantes ou dépendantes prennent lo xft’em. o 0. Youe
gine du fai ‘ i ‘essions + oG et - oo
i ertains & sonsiderent les express ‘ ‘
‘origi t que certaing Studiants ¢ ons + mine des
ombres dL];)'fsmcrizxincr entre nombre et concept comme des quantités 1!1ﬁn]|me;1(l) [fe‘gpinjgn
- b ) 3 i |+ I3 o I]
%wmllales ¢ petiles serait un acte de compréhension pour cet obsmcl‘c, (]LEI e (; e o
idére d’origi * *
mﬁméim%ls aractere; d'une part, il peut étre considéré d'otigine dldamq'.’;j i tt Enc puedi,
e , : Sl
‘ 1lltn s?tul ion est induite par le professeur on par quelgue manuelllen uti , cs:n .
nadéauat 2figniti imite finie en vn point ils ajow
i finition de limite finie en un p i)
udé uand, en donnant la dé . 1 : foutent que "ot "L
mddeqltm“l;\g + oo et - oo; D’autre part, dfi a Pincwrsion du propre oo ot 4 'obsi ) sig
CUYCOL £ - H pat, cialt :
gm‘ Cormu (1983), il peut érre considéré épistémologique,

‘finition for e {imite d'une
O7 : Croire gue les lettres ¢ et & qui apparaissent dans la d‘ey‘m:rwf)}t‘r _}‘orgretifhc:’mde e dune
esion on ¢ repre . 2§ ot variables. Cet ohstacle,
1 int, représe les grandeurs consiantes : : ‘ "
¢ £FL WA poing, représentent ¢ : $ 0l orobstacte, Inherent
.gﬁﬁggon t’aiij référence au langage symbolique et nppa‘l:*laltd l_]e zE]:al ;::2:::;1’ e o s
, s ion serait de i kX
i ‘ehension serait de discrim 1g
imite d’une fonction. Un acte de compré iy e e o
hnuﬁ‘lj itﬁg et en Logique; et selon TaLL (1995), comme pour dire qucdpo: Ogsibi)e e duel
- Ugil existe und = 0. .., I'éléve pourrait penser gue pom‘Ptoute |\1 aleur ex g .qumqu,ﬂ o
e fc e lectuze Afiniti : Pour chague ¢ = 0, ,
) sous la forme : Po
3, une lecture de la définition ! <z N s,
Sﬂll?mﬂ; Ce[; , pour “ce” ¢ > U, 'aiderait & {c dépasser. De plus, pow SI]&[{PINSKte (d ) rme,
o s s quant s propriétds pour se rendre comp
i i s (quantificatenrs et leurs proprisiss : ! 16l
i t pas de connaitre les quan  leu ‘ . ¢ compte du i0ie
] nels?lmprlz‘,scncc et leur ordre joue dans la définition de la notion de limite, ce p
que leny € Jou €lir
plus clair dans les exemples &' inexistence de limite.

j ] . ce différence entre les
: ire que la limite d'une fonction en un point existe parce que Ie: rence entre les
\?(Jgfe}nf;?;ejﬂueg de la variable dépendante es'r e?:i .:rz:i;::u(:f; iﬁgiﬁf::m(f;ll :;slt);m iapfoﬁctiun
i faj‘t et b iOl_lfUHdlﬁﬂlt Cfc"g‘?rie?esyzcesltnrationnel, les €leves afﬁrm.cnt quiil y a
) i s " 11’1‘.11;02“‘; carlcf: ciu’i]s r;bsewem que la différence entre les images, pour
e l'mme " Pfflnl f(ft i; lu}: petite {iis identifient avec les successions de Cauchy),l et‘(_iontc
1 l'altmﬂ_flﬁk CS‘t Lhzztlri qolngecs;ion convergente et succession de C;lluchy, dans les différents
l:iil;:l;}g: :it;:ér:iques, serait un des actes de compréliension néccssaires,

i ; 3 for en ce point. Cet
09 : Croire gue la limite d’une fonction en un point est I valeur de lo, ﬁn:g;;i :en e ]foduil.e o
: . . isé lorsqu'on a recours, au
actére didacti est favorisé lorsqu’on a re introduire X
le, de caractére didactigue, . M 4 recouss o anoduie ¥
obstic f, 4 des exemples de type de la fonction f donnée par, ol i on de}nqn R
+ or ‘ : ‘en € [ : )l = glz) — x
L.?r;n Es,s.aie d’expliquer a Péleve qu'en étant, sauf en 2, ‘ld. fon_ctlor} S ;)1 o —E
: $ limites sont dgales. La discrimination entre image un]e Ioncic.ml o i}l) ot et Vit
appre ati fingt i ble de valeurs; Ainst vaut-
imati isti - entre fonction ct ensemble ; il
et on it o enu’e ilisati ’ les comme ci-dessus et les utiliser senlement
1and on introduit le concept I’ wilisation d’cxemp e les uil
: i faciliterai E ompr .
gpréq les théorgmes correspondants qui faciliteraient les actes de comp

54

Méthodologie de I'é1ude expérimentale

Objectifs de étude, Spécimen

A travers Panalyse des manuels et des téponses des gleves
détecter dans Ia lecrure des manuels ef deg Léponses emond
amétienrement. D' augre Part, on associera également leg 1Eponses des étudiants aux concep-
tions signalées. [e spécimen fut prig intentionne lemey aussi bien dans les manuels que chez
les €ldves. Pour les €lives nous avong consideré les éldves de premiére annde d’'Ingénietie Tech-
niGue Industiel, d° [ngénjerie Technique T, opographique et d’Ingéniarie Technique en Téléma-
tigue de V' Unjversité de Jaén, avec un (otal de 194 ddiants, ay noing 25 de chaque groupe,

Dans les livies 1a periode comprend le X3&ine sigcle (1930-95), 1a taille est 37 manuels dy
XX giecle,

Questionnaire ; questions, objefifs des questions analyse et classification des réponses des
€leves

PourI"élaboration deg €léments nows avons enu conpte aussj bien deg recherches de Corxn
(1983), EL Bouazzour (1988), v AZCARATE (1990) que de Panalyse des manueis que nous
avons realisde. Noug COmMpIons en plus suryn 4pport personnel, fruit de 1y Mopre expérience. Le
Procedé utilisé dang experience pour recueillir des informations a ér¢ 1 questionnaire, puisquil
permet de s’adresser i un grand nombre de sujets & la fois, et en plus. offre une certaine lacilits
pourcompter et comriger, Avant I"€laboration dy questionnaire definitif, on utjlisa up question-
naire pilote avec une €prevve réduite e up autre questionnaire, nouvelle & aboration de dy precé-
dent, qui s'appliqua sur un terrain Plus impotant, Avec Ies conclusions obtenues de ces deyy
questionnaires, on modifia celtaing aspects ce qui pervit de confirmer leg €léments auxquels
les érudiants tépondirent finalement, e questionnaire contient § €léments. Tout d’aborg nous

niontrons I conteny et leg objetifs de quate questions ainsi que 1a Inaniére dont nous avens
classifié iz reponse deg €leves aux questions un et Six,

Question NUMEro un : Si w devais expliquer 4 un coliégue ce
ait une limite finie en uy Point = = o que dirajs 1y
ferais.

que signifie le fuit qu'vne fonction
? Eeris bridvement e quelle maniére o Je

A travers [a question numérg un on pretend détecter Ig conception dominante chey Jes eléves,
¢’est-a-dite celle avec laquelle les glaves so sentent plus siirs, Comprennent ou croient COMpPIeR-
dre et avec laqueile jlg Se sentent capables de transmettge leurs connaissances ayx auires. De

plus, cete question facilite I'analyse de Finfluence de 1a T, aussi bien pour le Professeur que
celie qui se réalise dang les manyels,

Question numéro deux : Quels exempies dennerais-tn?
Avec la question numain denx nous prétendong connaitre le nivean d
Parrapport  la concaption analyvtique, topologique, graphigue e
lonction en un point, en plus des exemiples que 1'étudiant consid
de graphique et de fonction les plus utilisés par I'étudiant,

© compréhension des sléyes
T numérique de Ia limite d'une
eve plus importauts et les types

Question numéro quatie : Ecris le geng qu’
enun point. T

Cette question rend possibie 1a confrontation enyge ia cone
Pose des questions sug 1o concept de limite, son

& peur toi le fait qu'une fonction ait une linite finie

cption qu'urilise [*élave quand ii se
concept definition” d'aprés Tang (19813,
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c’est la méme question que lorsque lui demande qu’il 1a zansmettre dux autres, sonl“concept
image”; c’est-a-dire si ce gue I'éléve “sait” on “comprend” sur !a limite d’une fonction en )
point est la méme chose que ce qu'tl transmet aux autres. Aujm nous pouvons analyser aussi
bien Pinfluence qu’a chez I'éléve 1a T.D. que le professeur réalise.

Question numéro six : Nows savons qu’une fonction a le tableau de valeurs indiqué ci-dessous.
Etude le comportement de la fonction f en & = 2 dans chaque cas suivant ;

a)
x |19 1,99 1,999 e 2 s 2001 2,01 21
tx) [ 0,1 0,01 0,001 e 3 e 3001 301 31
b}
x |19 1,99 1999 e 2 e 2,000 2,01 2,0
f L 1 1 e 2 e 2 2 2
)
x L9 1,99 1,99 ... 2 ... 2001 201 21
fx) | 0,39 00399 0,003999 ... - ... 0,004000 00401 041

La question munéro six nous permet également d' obsen-'e_r plusieurs aspects : Premiére} si
la CN est présente chez 1'éléve. Deuxiéme) si la T.D. qui se fait de la notion dans les njanf.lcls
d’enseignement et par le professeur est pertinente el claire pour les éléves en enlevant ainsi les
effets et les influences de cette T.D.

Catégarisation pour les réponses i la question n” 1

Apres avoir classifié les réponses doundes par Ies étudiants a ceite queslion' eten faisant at-
tention aux tetmies ulilisés duns leurs réponses, o a pu observer qu'un ‘mén:te éleve inch dan’s
sa réponse des termes correspondants aux différentes car‘égm'ies‘ f:onstdéref:s et que ces c.me-
gories ont des expressions comectes quant au concept objet de _l'elude et d'autres expressions
qui ne sont pas correctes. Les catégories considérées sont les suivantes

al Par rapport aux corceptions

CND (Conception numérique dynamique} : Si dans la réponse on inclut certains de ces termes
’ : » - " "
*--g’approche de- -, M- vtend vers. -7, - est en train de s approcher de- -

CNE {Conception numérique statique) : Si dans la réponse soni inclus des termes comme
o cest la valeur de la fonction dans ce point 1a- -7, - 'est 'image de la fonction en

e

ce point- -+, % - ¢'est le point ol la fonclion n’est pas continue. - 7, - ¢'est le point o4 la

+

fonction est contimuie- - -
CGC (Conception géométrico-graphique) : Si la réponse contient certains des termes - - ¢est

le point du graphique ou la fonctiion a un maxinum- - %, “ - - ¢’est le point oi le graphique se
termine- - - 7,

36

CAM (Conceplion analytico-métrique) @ 8i dans la réponse on inclut la définition métrigue
symbolique, ou bicn certain terme comme : “c’est la valeur - - - tel que su distance par rapport
aen

CT (Conception topologique) : Sila réponse contient la définition topologique symbolique, ou
bien vn des termes suivants @ . .. pout tout point de I'environnement de - - - les valeurs de Ia
fonetion sont dans I'environnement de- - - 7,

Nous avons considéré correctes les réponses qui contenaient des expressions comne : - en
donnant 4 z des valeurs 3 droite el & gauche - - la fonction s approche autant que 1'on veut
de---7, - valeur de laguelle s"apprache tant que I'en veut la fonction en un point et qui ne
dépend pas de I’existence de f{a) on de ce que vaul f{a) en ce point- - -, la définition ménique
ot topologiguc,

b) Pay rapport aux ohstacles

On peul détecter I'obstacle O, lorsque Ta réponse inclut “mais ne | attcing pas -7, “ .. mais ne
la touche pas- - ™,

On peut détecter I"obstacle O, lorsque I’on dit dans la réponge unigucment “point du graphique
duquel 5" approche la fonction™,

On peut détecter 'obstacle (J, lorsque la réponse contient * - - les valeurs de la fonction §'appro-
chent de ou tendent vers. - - ™, * - - valenr de laquetle 1a fonction s*approche indéfiniient. - - 7,
On peut détecter 1’ ohstacle O, lorsque Ta réponse contient “ - - quand les valeurs de » s appro-
chent indéfiniment de- . . .

On peut détecter I'obstacle O, lorsque U'on dit dans la réponse : “- . . valeur en laquelle Je z et
'y sont infinis. . - .

On peut détecter 'obstacle (O, quand on inclut dans la réponse 1 définition métrique symbo-
ligne en n’expliquant pas le sens de = et de 4.

On peut détecter I'obstacle (3, lorsque la téponse contient des termes comme : “ . . c’est la
valeur de laquelle on s°approche et qui coincide avec celie de Ia fonction en cc point: - -7,
"o - clest'image de la fonction en ce point- - -7, “. . e'est Ia valeur maximum de [a fonetion. - -7,
Y- ¢'est le pohint oit 1a fonction est continue- - -7, *.. . ¢'gst Ie point ofl la fonction est discon-

il

figue - - ™,
Analyse des manuels

Ici nous déerirons ensuite quelques aspects relatifs anx obstacles exceaits des textes analyséy
et qui sont significatifs dans cette analyse.
On peut induire les obstacles Gy et O, guand apparaissent des phrases conume les suivantes -
¥ -en approchant indéfiniment x de o, les valewrs de lo fonction s'approchent indéfiniment
de -
st f(z) S'approche infiniment de la valeur L en tendans Tversa "
st quand x s approche suffisamment de Ty les valeurs correspondantes de f () sont alors
Irés proches de . -7
Y clest de In valewr yy que la fonction s'approche, de sorte que y — yq puisse se Jaire en valeyr
absolue dussi petit qu’on le déive en prevant © suffisamment proche de w,- -7,

On facilite les actes de compréhension pour U'obstacle (2 avec des expressions du type :




“ - la phrase f(z) s'approche autant qu’on le veut de L signifie que f(z) est dans I'inrervalie
{L — <, L+ €} et en tevmes de valeur absolue s'écvit fla)y — L < ¢ 07

“oglest analogue pour @ gt tend vers o, qui signifie gu'il existe un nombre positif § de telle
mtniére que x est situd dans Uintervalle (c— 8, ¢} ou dans (o, o+ 8) ce qui peut 5 exprimer dany
Ia double inégalité- - -7,

On facilite les actes de compréhension pour I obstacle {2, avec des expressions du type :
*o-si fl2) s'approche antant gi'on le vent d'un wnigue numdéro L, guand © tend vers ¢ des
detex chtéy -7

Yoo da limite & drofre peuwt Etve différente de la limite & gauche mais évidemment les deux coin-
cident guand il exisie une limite dany le sens général- - 7.

Ou peut induire 4 1'abstacle O quand la délinition se présente sous la forme :

“Une foncrion fx) a une limite L au point © = u quond pour toute succession de valeur 1.,
qid o pour limite w, Ia succession de valeurs corvespondantes [z} a powr limjte [.. On peut
indiguer ainsi » Y f(x) = L, u peut éve ¥ ™, o0, —00 : duns le sens of de cette facon
I'éléve arrive d croire gue +oc et —co sont des nombres ef que les variables indépendantes et
dépendantes prennent véritablement lo valewr 400 ef —oa™.

Cet obstacle est d’origine didactique et peut étre évité en dludant des présentations conune la
précédente on avec des expressions comme . . . ce qui prétend étre décril & travers la notion de
limite en un point est que Tes valeurs d’une fonction s*approchent de quelque chose {un nombre,
4o ou —oak -

On peut induire & Pobstacle O quand la définition méuique ou topologique se présente sous

forme de phrases comme celle-ci ;

oo si donnd wie ¢ = 0 on pent déterminer un autre nombre § = -7

Yoo guand & tout nombre positif es nous powvons falre correspondre un ensemble du poing- -7
oo sf pour n'inporte quel numéro positif £ i existe un aurre nombre positif 5.+

-

o 5i pour tout ensemble F(1) il existe un ensemble réduit K*(zo).-- ",

On facilite des actes de compréhension pour 'obstacle (7 quand on inclut des expressions
COTIHNE
Uz et § dans la définition de limite sonr des guantificateurs de 'approximation {de x & ¢
d'une pars, et de f(x) & la timite dautre part)- - -

o st pour chaque ¢ = 0 il existe uit nombre § = 8(z) = 0

“Aussi petit que s0it ¢ > 0, nous considérons | 'ensemble T (=22}, Hexisteun d >0 ...
qui dépend de o et plus £ sera petit plus on devra choisir un § aussi petit -7

- e fait de trouver une valeur appropride de & powr un € concvet ne démontre pas Pexisten-
ce d'une limite - - - ceci reguiert la preuve qut'il est possible de trowver un & adéquat pour chague

i

A

On peut induire 4 1 obstacle C; & travers interprétation géométrique de 1a définition en n’exclo-
ant pas le point dans 1"ensemble, quand le calcul de limire en un point pour une fonction continue
se pose dans |'introduction.

On facilite des actes de comprehension pour I'obstacle Oy en ajoutant des explications telles
que :

oo da foncrion peut, égalemens, ne pas éive définie au point- -7

o dans lexemple- -+ la foncrion a une limite au potat mals mangue de valeur en celui-ci-- -
Yoocda valeur de f en x = ¢ nlintervient pas dans la définition de limite et powr Vexprimer
simplement on dit que © — © est positif, en valeur absolue, et nous utiliserons les inéealités

0 < |X —cf < & pour exprimer gue X est un nombre de Uintervalie (¢ — 3, ¢ — ) distincr de
oo

“oedans la définition n'intervient pas la valeur de f oau point o (valeur qui ne peut étre
méme pas définie) - - 7 et aprés un exemple il est intéressant d observer que la fonction
dans ce cas est définie it point gui se considére of sa valewr coincide avec la limite- -

Uoe - on peut remaiquer gue dans le cas ol fla} existerail, le point de coordination z = 6,y =
Tla) west pus abligé d'appartenir au rectangle antériewr - 7, explication qui se fair aprés
Pinterprétation géométrique de la définition”.

Conclusions de I’analyse des réponses des éléves au questionnaire

Des résultats obtenus, SANCHEZ & CONTRERAS (1993), SANCHEZ (1997) nous avons pu
apprécier que les éléves ont une faible tendance & utiliser 1a représentation graphique de 1a fone-
lion pouwr raisonner le comportement de la fonction dans I'environnement du point. L utilisation
de la conception numérique est assez tréquente, surtout dans la conception numeérique dy-
namique, associéc i I'idée de la linite conme tendance. Finalement nous attirons 1’ attention
sur le fait que dans leurs réponses les éudiants ont recours peu souvent & 1utilisation de § et
de = pour justifier lcur raisonnement. Selon les donnédes obtenues lors des résultats antériems
nous pouvons détacher quelques conclusions sur Ienseignement du concept de la limite d’une
fonction dans les cowrs préuniversitaires.

D>'une part, la trés faible présence de la concepiion CAM chez Jes élaves indique que, malgré
que les o et les £ s'éudient avec une assez grande fréquence dans ces cours, on ne dirait pas
qu'ils figurent dans le langage mathématique des €léves. La conception la plus fréguente est
la conception mumérique, surtout la dyonamique, ¢e qui indique que les idées intwitives sont
celles qui prévalent avant d'arriver & I'Université. Ainsi, il n'est pas difficile de déduire qu’en
recevant un enseignement d’analyse mathématique, aprés I'émdiant rencontre des difficultés
pour la compréhension des concepts basiques de cette matiére. Daos les réponses relutives aux
obstacles, on peut observer quune grande quantité d'éleves ne répondeni pas aux questions
formulées. Ainsi, beavcoup des obstacles qui se délectent cher ceux qui répondent, scraient
présents dans le cas oli des réponses sont données. La présence notable de 1 obstacle Oy nous
indique que le caleul algébrique de limites duns le “Bachillerare™ inévitable favorise 1a présence
de cet obstacle ce qui implique gue les actes de compréhension signalés devraicnt étre tenus £n
compte par les professeurs. L'obstacle (4 a une fréquence assez élevée oo qui indique gue
I'idée de Hmite conune approximation et tendance peuvent &tie tout d'abord de bonnes idées
intuitives sil’on induit anssitdt chez les éléves des actes de compréhension préparés pour donner
clairement le sens de s"approcher “aulant qu’on veul”. Un aulre vbstacle qui se détecte dans de
nombrenses occasions est Oy, ce qui donne une xlée des difficultés que les étndiants peuvent
rencontrer en distinguant clairement les limites latérales et la limite.

Dans I'enseignement du concept de limite d’une fonction on doii tenir compte, aussi bien
des conceptions avec lesquelles les éiudiants rentrent & 1'Université que les obstacles présents
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dans leurs réponses, de telle fagon qu'une fois connus par les professewrs, ceux-ci posent des
sitnations en classe qui initient & leurs éléves a la réalisation des actes de comprehension néces-
saires er qui tendent au dépassement des obstacles présents dans le concept.

Quelques conclusions de I’étude des manuels. Réflexions et implications
pour ’enseignement et ka recherche

Dans 1a majorité des textes on peut détecter la présence d'obslacles relatfs au concept de
limite d'une fonction et on ne trouve pas, en général, les situations suffisintes d'enscignement
qui provoquent des acles de compréhension qui permettent la résolution de ceux-ci. La faible
présence d’obstacles et des actes de compréhension correspondants dans d’autres textes montre
le manque de situations gqui aident le lecteur 4 la compréhension du concept. En plus nous avons
pu observer les différentes mises en oeuvre des auteurs au moment de I'introduction du con-
cept de limite, les exemples qu’ils proposent, les définitions utilisées, etc., bien que seulement
quelques-uns des professeurs réalisent I'introduction a fravers les exemples qui contemplent la
triple représentation graphique, symbolique et numérique laguelie est la plus indiquée pour la
compréhension de la notion selon de récentes recherches.

Quant au nombre des obstacles et aux actes de compréhension détectés dans les manuels, on
ohserve que ¢'est indépendant de 1'époque. Alors que dans certains cas {conune ceux de REY
PASTOR, GUZMAN et LARSON), SANCHEZ (1997), on détecte des situations qui facilitent au
lecteur de nombreux actes de compréhension qui les conduisent 3 la résolution des obstacles
présents dans les manuels; dans beancoup d’autres cas. on ne pousse pas aux obstacles et on
ne facilite pas non plus des actes de compréhension, la lecture du muouel n'aide donc pas ala
compréhension du concepl. Dans 'évolution des conceptions on peut abserver une présence
minime de In conception géométrique, ce qui semble paradoxal dans la mesure odi 'utilisation
de cettc conception comme recouts didaclique facilite la compréhension du concept. Cepen-
dant, la présence de la conception géométrico- graphique est trés €levée. elle apparait dans plus
de 50% des manuels, lorsque cette conception pousse le lecteur vers des obstacles détermings
comme g, g et £y,

Pour finir, nous pensons qu’on doit angmenter les modéles visuels de 1'enseignement du
Caleul de 1a méme facon que on doit diminuer fes calenls algorithmiques pour permettre la
création “d'images de concept” qui, en évoluant, facilitent la formalisation postérieure du con-
cept. Dans cette recherche nous avons étudié 1'évolution des conceptions des étudiants quant
a la compréhension du concept de limite d'une fonction, basée sur 'idée d’obstacles épisté-
mologiques et sur 1'acte de compréhension; cepenclant, nows n’avons pas réalisé une proposi-
tion méthodologique dans ce sens. Ainsi, notre projel est I'éluboration de ces propositions pour
les édiants univessitaires, lesquelles peuvent s’emrichir gréice 1’ wtilisation de certains recours
liés aux nouvelles technologies.
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Carl Frigdrich Gauss (1777-1835)

Ateliers de découverte en arithmétique

COUSQUER E.
Université des Sciences et Technigues de Lille (France)

Absatract

Dans cet atelier a été présentée une expérience indmlée “Atelier mathématique™ en
premitre annde d'universitd. Cel enseignement se déroule 3 raison de deux heures par
semaine pendant le premier semestre. On propose aux éwidiants d’expénimentcr, de con-
Jjectarer des résultats et de les démontrer. Cet article présente quelques uns des ateliers,
résume la progression adoptée, donne un apergu des fiches de truvail pour Ies édiants et
les références de textes historiques lids 2 ces ateliers. En conclusion, |'intérét de 1" histaire
pour I'¢laborarion de ces ateliers est analvsée.




i

Atelier 1 : Nombres premiers

Il 5*agit dans ce premicr atelicr d’explorer librement les nombres premicrs, la d,5001119?51t{on
en facteurs premiers et quelques autres propriétés, en utilisant les théorémes tablis pz!r I:u_cllde
et Gavss, et le ciible d’Eratosthéne. On fournit oo non aux €tudiants les texies hlslorl_ques
correspondants d’Buclide, de Gauss ou de Nicomague de Gérase. Si non, on peut expliquer
brigvement les méthodes.

Textes historigues fournis & I'Université d’Eié

— Jes propositions 31 & 34 dun livre 7 des “Eléments” d’Euclide sur les nombres premiers et les

nombires composés, ) . . g
— la proposition 20 du livre 9 des “Eléments” d’Euclide, Les nombres premiers sont en quantité
plus grande que toute quantité composée de nombres premlers.l. . .

— le texte de Nicomaque de Gérase sur le crible d’Erathosténe! dont on trouve un extrait dans

N . A et 2

le livre “Mathénratiques au fil des Ages”, ' B ) .
--les deux premicres papes de 1a section seconde des “Recherches arithmétiques™ de GaUSs
avec en particulier le théoréme 16 : Un nombre composé ne pent se vésoudre gue d'une seule

maetiére, en factenrs premtiers.
Travail ponr les étudiants

La fiche de travail comperte une séric de tableaux 4 rempliz, de conjectures Elhfm‘mu]cr\ct de
démonstrations a fairc. D'abord, les étudiants doivent faire le crible pour des enticrs de 14 200

sur un tableau du modéle suivant :

Crible d’Eratosthéne

! 2 3 4 5 6 entlier g neouibre de | multiples
| 7T 8 9 1o 1l 12 dont on barre | multiples | non déja
15 14 15 16 17 I8 les multiples dep barrds
19 20 21 22 23 24 2

3
198 200 P

Pour quelle valenr F de p est-on siir d'avoir obtenu uniquement des nombres premiers °
Powrquoi ? I s'agit de fuire vedécouvrir que si on veut programmer le crible de 1 4 N, on
s'arvéte guand on o otteint Pentier immédiatement inférienr a ' N

STneoduction arithmétique™ Tivre T Chapitee XTI _ . ]
"DHOMRBRES et al, Matnématigues auw il dey ages, Cranthier Viillars, Bordas, Parls, 1987, p. 34 et 53,
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Powrquui la disposition utilisée dans e crible est-elle intéressantc 7 Quelles conjectures
pet-on faire sur les nombres premiers 3 partir de cctic étude 7 Les nombres Premiers supérieurs
& 3 se répartissent dans dewx colonmes, veitx du type Bk + 1 et ceux du type 6k — 1,

Infinité de nombres premiers

On reprend la démonstration d°Enclide : SUpposOns que nous connaissions senlesent un
nombye fini de nombres preniers Pty Pz, Py Montrons qu'on peut tronver un autre nombre
premier. On considére Ienlier V = Mox gz xooxpp+ 1 T est facile de voir qu'il n’est
divisible par aucun des nombres premiers py, po.. .., oy SiV oest premier, nous avons trouve
un nombre premier qui n'est pas dans la liste initiale, $i /v n’est pas premier, il posséde un
diviseur premier ¢ qui n'est pas dans la liste intiale. Conclusion : Ialiste des entiers premiers
n’est pas finie,

Consignes de travail

— Calculer les entiers premiers obtenus quand on prend successivement i de 1 i 10, en
utilisant un logiciel de décomposition en fucteurs premiers,

On demande ici ¢ abord de prendre les enliers premiers snccessifs ot de voir les ticimhees prenders
qui apparaissent coimme plus petits diviseurs. On pent aussi rester plus proche du texle 4’ Euckide

prendre p: = 2 5 = 3, p3 = 7, .- On constate que les nonbres augmentent trés vite, d'of
la néuessité de disposer de calcuiatrives formelles ou d'un logiciel e décomposition en Gicteurs
Picmiers.

— Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers dans la colonne 5 ¢y crible, en
calquant I’argument d'Buclide sur I'existence d une infinité de nombres premiers.

On suppose quon a déji trauve une famille finie 1. Faoco oy, de tels enticrs. On considere | entier
M, =tmps- p.— 1 01ule décompose en factaurs pregmiers, ou mantre que Fun de ces facteurs
au moins est du type 8% - 1, ef on dési gne par g4 le plus pelit de ces lactenrs du type fik — 1,
el ayant justifi€ qu'il ne fgure pas dans 1a lisie précédente. On fail calciler la liste des 5 premiers
nombres premiers ainsi obtenus,

On fait démontier joi un eqs particulier stmple du théoréme de Icjeuse - Diriclilet qui affinne qu'il

cxiste une infineté de notnbres premiers dans toute progression arithmétique du type ar = & avec o
¢t & entiers premniers entre enx.

Adtelier 2 : Fractions irréductibles

Il 5’agit de s’entrainer a utiliser des décompositions en factems premiers pour simplifier
des fractions. On va lister les fractions iréductibles de dénominateurs petits et les compfer.
Pour cela, on va §'inspiver du crfble & Eratosthéne pour compter pour chaque déneninatour »
le nomibre ©{n) de numdrateurs sans facteurs premiers commun aves ce dénominateur, On va
apprendre & le calculer pour des petites valeurs.

Iei, on dévonvre un mode de calewd de 1a Tonction d"Euler 4 partir de [a décomposition du pombre
n en factewrs premiers, que 'on peut justifier assez facilement JUsqu'a teois facteurs premiers. On
dispasera done de cette fonction pour de petites valeurs de n dans les ateliers suivants et on reviendra
dans wo atelier ultdrieur sue cette fonclion et ses PIopidiés,
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Travail a fairve

Barrer les numérateurs qui ne conviennent pas. Compter les tractions irréductibles. (On
présente ici un extrait du tableaw gui demande de trovver toutes les fractions iméductibles pour
des dénominateurs de 2 4 307,

Dénominateur | Facteurs premiers | Numgrateurs | Nombre
du des de fractions
fractions irréductibles | irréductibles

dénominateur

12 2,3 1,2,3,4,5,6,7, 8,9_‘10'
11,12

13 13 1,2,3,4,5,6,7,8,4.10
11,1213

14 37 ""']":‘2!31 15, ES,IT, Qx‘v‘,l(} e |

11,12,13,14

Fractions irréductibles : conjectures sor $(n;

nombre || p.® { "% | 5™ [ @(m™) |

T

=) @p™) ()

3

12
13
14

Conjectures :

Que se passe-t-il s n est premier ?

Que se passe-t-il si 71 est une puissance d’un nomtwe premier !

Que se passe-t-il si n admet deux nombres premiers dans sa décomposition ?
Essaver de démontrer ces conjectures.

Textes historigues fournis

On a renvoyé a une présentation détaillée de 1'introduction de la fonciion d’Euler par GAUSS
gui se trouve dans le livee “La fabuleuse histoire des nombres” et fournd I'extrail suivant.
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Extrait

Calculer le nombre de fractions inréductibles de dénominateur p revient au probléme suiv-
ant® posé par GAUSS :

Trouver combien il ¥ a de nombres plus petits qu'un nombre donng A ¢t premiers
avec i,

Diésignons ce nombre par ¢{4). GaUsS examine les différents cas
- Quand 1 est un nombre premier p, il est évident que

@lp)=p-1,

-—quand A = p™, pour obtenir (A} il faut refeancher & A le nombre d’entiers inférieurs & A
divisible par p, c’est-3 -ive A/p, ce qui donne

=" — g = p (1 - 1) :
n

— quand A est décomposé en facteurs premiers entre eux A x A x P, . alors (GAUSS montre
qyue

GA) = (M) x BIN) # (L) x ...

Gauss applique ensuite cette celation au cas oit A est décomposé en facteurs premiers ;

J~‘1=a°‘bﬂc"——.~:w¢b[/i)-—«A(l--l—) (l—l) (1—l)
a By ¢

Un ei_emple pour comprendre. Cherchons le nombre de [ractions irréductibles de dénomina-
teir 18 =2 x 3% onécrit les nombres de 1 A 18, on enleve les 12 /2 multiples de 2, on enléve
les 13/3 multiples de 3, mais on a retiré deux fois les multiples de &, on doit donc rajouter 18/6.

, 15 18 18 1
-:_-*)1\[8)=18—7—?4—?—18(1—5)(1—%).

Si nous €crtvans les 18 fractions de dénominateurs 18, aprés simplification, elles se répar-
tissent en fractions ayant pour dénominateurs les différents diviseurs de 15.

A Disquisitiones arithmeticae (1801), paragraphe 35
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A2 3 4 5 5 7 8 9 1) 1 2 i3 14 1% 16 17T 18
g 15 18 W 1d & i3 18 TE @ 18 18 1F I3 18 18 1 1E
1
1
i
1 2
3 3
) 5
5 3
1 Z 4 g T El
B 2 o a q 9
i k2 I L 13 1x
15 17 18 18 13 1%

Si ot compte les fractions sur chaque ligne* on obtient” :
18 = (1) + §(2) + B(3) + $(6) + $(9) + ¢(18).

Nous avons introduit 1a 1a fonction d'Euler dont GAUSS cite deux articles en référence?®,
Gauss démontre” le résultat que novs avons illusug avec notre tableun ; S a, &', 0" sont tous®
les diviseurs de A, on aura

Ae=lay+ dlay + @la”) 4 L.
Atelier 3 : Suites F,, de fractions irréductibles
On considere des suites finies des fractions définies de la facon suivante ; £, est Vensemble

des fractions irrécductibles £, comprises eatre O et |, avec 0 < g, 0 < b < o, rangées par ordre
de grandeur croissunte.

4Cette méthode n'est pas dans I livie de Gauss, mais elle nous parait oes éclairante.

Jen posant (1) = 1,

STheoremara arithimetica nova methodo demenstrara comment. pov, ace. Peurap. Vill page 74 et Specidationes
civea quasdam insignes proprietates nmerorun Al Patrop. VI p 17.

paragraphe 39,

41 y compris.
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Exemples :

01

F o Dl

1 \1?1)

i 011
fﬁ----(_'[,i,f)
01121
J!:3 - ]1§s§-3!IJ

01112351,

Fo=(= -z 2,222
ARSIV AP Ty
0P 11213234
Fr=1(-, - R T
15°4°3°5°2°57°374° 8717

Activités propesées :  Constuire les suites £, d'ordic inférienr ou égal & 10. Emettre des
conjectures concernant ces suiles. Démontrer ensuite ces conjectures.

Ley suites de Farey

On exploite ici une cwrinsilé mathématique dénommeée Ies suites de Farey pour retonver d'une
manitre différente les mémdmes de Bézout et da GaUss. Cet atelier peut étre considérd comme
un atelier de travail sur le raisonement par récurrence. 1l est triés difficile pour les éludiants gui
1n'ont pas Vhabitude de faire des raisonneiments un peu complexes, Clast e fagoo de etravailler
Taridmétique élémentaire sans refaire un cours classigue.

Le premier mathématicien & avoir démontié des résuitats semble &tre Haros qui démonrre
en 1802 que si on a trois fractions successives a/b, ¢/d, e/ f d'une suite de Farey, alors /d =
(a+c)/(b— £). 1l montre que si on a denx fractions successives a/betofd, dors bo —ad = 1.
Il semble que Farey ait énoncé sans démonstration dans un article en 1816 un de ces résultats

et que Cauchy qui lut I"article, donna une démonstration de ce résultal et nomma ces suites du
nom de Farey.

Textes historiques fournis

—- texte original de Bézout (“Cours de mathématique a l'usage des Gardes. . . ™) reproduit dans
le livre “Histomre d’algorithimes”? p- 140 et suivantes,

— deux exuails de Pascal (“Traité de lriangle arithmétique”) ¢l de Poincaré {"La science el
"hypothése™} sur fe raisonnement par récurrence.

Guide de travail

Conjectures sur les suites 1,

Verifier pour ces suites F, 4 Fq les propriétés A et B suivantes

Propriété A: §i 7 et 5 sont des termes consécutifs d*une suile Fo.alotshe —ad=lelb+d >

*IREM, collectif, Histoires o ‘algovithmes, du coillow 3 ln puce, Relin, 1994,
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n+ 1.

Propri¢t€ B 1 : 5i ¢ et § sont des termes consécutifs d’une snite F,, et st b+ d > n + 1, alors 5
et 5 sont des termes conséeutifs de la suite £,

Propricté B 21 31 § et § sont des termes conséeutifs d'une suite F etsib—d = n+ 1, alors £,
Pr2 et £ sont des termes conséentifs de la suite Fq.

Propriéé B 3: 81 ¢, S et ? sant des termes consécutifs d’vne suite F, alors § = ¢ fl'

[

Propri€tés préliminaives de fractions

Démantrer les propriétés C et D suivantes, {utiles pour démontrer les propriéiés A ¢t B).
Proprigté C | : Sibe — ad = 1, alors T et 5 sont iréductibles.
Proprié¢té C2: Si g vérifie § < ? = £, alors ‘—; s'écnil EL_J;, oll x et ¥ sont des enticrs positits
on nuls,
Propriéié [ 1 : Toute fraction irréductible comprise entre § el £ et non identique & I'une d’clies,
est de la forme ;;J:;&j, ol ¢ et i sont des entiers posilifs non nuls, et a done un dénominateur
supérieur ou égal i % 4 )
Propri€té It 2+ Si be — ad = 1, alors la fraction £ = e est inndductible et vérifie : ¢ <

<

w1

f::|l':

i d
Démonstrations des propriétés des fractions F,

Démontrer les propriétés A et B, par récwtence sur n. En déduire les régles de formation
dec £, 41 & partir de F,.

Ateliers 4, 5, 6 : sur les développements illimités de rationnels

Le travail fait sur les développements illimités de rationnels en liaison avee 1'étude des
“Recherches arithmétiques” de GAUSS a été présenté & Louvain,

Activité proposée

Le développement décimal d'un rationnel comporte une partie entiére suivie d'une partie
fractionnaire. On s’intéressera i la senle partie fractionnaize, ce qui revient a s'intéresser anx
fractions inéductibles, entre (1 et 1, ¢'est-i~dire aux fractions dont le numérateur est inférieur
au dénominateur. La padtie fracticonaire comporte une partie périodigue de ¢ chiffies, précédée
d’un certain nonbrz n de chiffres. On se propose de chercher si 'on peut trouver des lois
générales sur le nombre ¥ de chiffres de la période, ot sur le nombre n de chittres précédant la
partie périodique du développement, en fonction des entiers p et q.

Calculer le développement périodique illimité des fractions g irrdductibles, inféreures a 1,
(p < g), powr g variant par exemple de 3 & 17, Déterminer les nombres n et ¢ correspondant i
chacune des [ractions et essayer d'émetire des conjectures, sur les nombres » et 4.

Trouver un critére pour grouper les développements des fractions de dénominareur g en
familles. Combien trouve-on de familles 7 La-avssi, on peut émettre des conjectures et essayver
de les démonirer. Tester les conjectures obtenues sur les fractions de dénominatenrs compris
entre 19 et 28,

Commentaires sur cette activité

C’est une activité trés riche qui perrnet de découvrir les proprii€tés des rationnels, de tra-
vailler les congiuences, ie petit théoréne de Fermat et plus genéralenent la formule d'Ruler, On
voil apparaitre également la notion de racine primitive. Ces octivilés et I"analyse des chapitres
correspondants du livre de GaUss sont publiges dans le Tivre “La fabulcuse histoire des qom.-
bres™; cette étude ne sera done pas reprise icl.

Cefte activité a été d'abotd élaborée pour un stage de formation continue d’enseignants,
en partant d'une indication trouvée dans le livie de Hardy et Wright. Elie a fait 'objet d'un
mémoizre professionne! de seconde annde d'TURM, oi les piofesseurs slagiaires avaient fair
des programmes pour déterminer entre autres les nombres 1 et 7, Cest seulement ensuite que
1'histoire a 6t¢ abordée avec I"étude des “Recherches arithmétiques™; il est frappant que ce texte
de GAUSS ait éclairé les difficultés rencontrées dans la programmation.

L'actvit¢ présentée ict est fidéle & un aspect des recherches de GAUSS qui a beaucoup
experimenté sur des valeurs particuliéres, par exemple en confectionnant des tables de valeurs,
avant d'induire des résultats qu'il démontrait ensuite {ou pour lesquels il indiquait ne pas avoir
cncore une démonstration générale). La méthode utilisse ici présente donc aussi un intérét
historigue.

L.a méthode de Gauss

Louviage de GAUSS, (1777-1853), les PMisquisitiones arithmeticae {1801} a marqué un
tournant dans I"histoire de I'arithmétique. On v trouve dans la toisiéme section 1a théorie des
congruences, et dans la sixieme sont développées différentes applications dont la théorie des
développements décimaux illimités figure aux pages 388 & 398 de la traduction du livee de
GAUSS paru aux éditions Blanchard sous le titre Recherches Arithmétigues.

Contexte historique

Le probleéme de Gauss était de fournir un moyen de calculer tous les développements
décimanx illimités de fractions de dénominateurs preniers infédeurs a 100, avec le minimum
de caleuls. (Penscr 4 I'absence alors de moyens de caleuls 1) Tl a découvent que pour une
valeur fixée du dénominateur ¢, les périodes des développements se graupaient par families.
Si 10 était une racine primitive modulo g, ¢’est-d-dire si ses puissaiices engendrent tous les
résidug non auls, alors les différentes périodes peuvent 2tre obtenues a partir d'une scule, par
pesiutation circulaire. Mais si 10 n'est pas racine primitive, GAUSS maontte comment utiliser
d'aulres racines primitives pour abtenir tous les développements & partir de quelques uns. Il est
aiuené a établir une table de racines primitives, 3 développer une théorie des indices qui sont
e sorte de logarithme.

Certe question des racines primitives a g€ beancoup étudide aprés Euler el Gauss, [Des
tables de racines primitives ont ét€ établies, par exempie par Jacobi en 1839 pour lous les entiers
premiers jusqu’a 1000, par Cunningham en 1900, pour les entiers prewiers Jusqu'a 100060 et la
course ne s’est pas ariétée la. .. On trouve une étude historique 1rés compléte sur les racines
primitives et les congruences dans le denxiéme chapitre da lvre de Dickson sur I histoire de la
théorie des nombres, History of the theory of numbers.




Analyse du lexte de GAUSS

Lorsque L"on fait une lecture linéaire du texte de GaUSS, les passages du chapitre trois sur la
recherche de racines primitives sont trés difficiles & comyprendre, car beancoup d’arguments sont
des arguments ad hoc, tirés d’une pratique. Tout s’éclaire lorsque 1'on part des tables | (racines
primitives) et I {périodes de développements) qui sont & 1a fin du livre et si on commence i
faire sci-méme les calculs pour érablir de telles tables. On a alors un exemple particuliérement
évident d’une gcriture a posteriori du chapitre wrois, faite pour expliquer les méthodes employées
pour réaliser ces tables,

Intérét historigue

Le conlexie a changé et I'cxjstence de movens de calculs puissants rend caduque le probléme
posé par GAUSS d’établir des tables commodes. Mais la théorie établie 4 cette occasion est tout
a [ait d’getnalité. Toute cette théorie n’est pas une curiosité historique et les idées développées
dans ce chapitre sont trés importantes dans les théories du codage. Bien sir, la théovie des
développements décimaux n'est pas centrale dans les recherches mathématiques actuelles. Elle
a l'avantage de faire aborder ces questions d'une fagon simple et natwelle,

La théorie des congruences telle quelte figure dans Gauss, sans utiliser du tout le lungage
des structures algébriques est intéressante au niveau pédagogique ; cela peul aussi &lre une
€tape dans J'enseignement oil, au lien d'utiliser la formalisation la plus récente, on fail les
démonstrations dans le langage des congruences, avant de parler de groupes finis.

Ateliers suivants

Le théme suivant des ateliers porte sy I'étude des racines de 1'unité, des sous-groupes et des
polyndmes associés & ces racines. Un premier atelier fait découvrir ces questions successive-
ment pour les racines troisiemes, sixiémes, douziémes ¢t vingt-quatriémes de I'unité. On fait
placer ces racines sur le cercle, étudier les sous-groupes engendrés par les différentes racines et
on dégage la notion de racine prinitive n-iéme de Ponité. Les étudiants découvrent avec sur-
prise que arithmétique apparadt & propos de ces questions sur des nombres complexes. A partir
de 13, on fait travailler en atelier les nombres de Mersenne et les polynémes cyclotomiques,

En conclusion

L'histoire a €i€ un moyen puissant pour découvrir des problémariques et des méthodes de
travail & proposer aux étudiants dans ces ateliers,

Aujourd’hui avec Uintroduction des outils de calculs formels, on parle beaucoup d'intro-
duction de méthodes expérimentates en mathématiques. Fn fait, I'étude de Gauss montre qu’il
s’agil lout simplement dc mettre les étudiants dans la posture @’ avoir une activité mathématique
réelle qui ne soit pas une simple reproduction d’un discours. On a cublié, depuis la vague
formaliste dans I’enseignement qu’il v a autre chose qu’un exposé lindaire et axiomatique des
mathématiques, qui, 5"l est utile pour celui qui a déja une pratique d'un domaine, pour clarifier,
dégager les idées genérales et vérifier les cohdrences, reste souvent pour les débutants & 1" état
de discours qu’on apprend et gu’en oublie.

La difficult€ pour une autre forme d’enseignement est de touver des problématiques suffi-
samment riches pour étre signifiantes mathématiquement, et abordables par les débutanis. L inté-
18t des activités €labordes & partir de 1'histoire cst que les moyens de calculs actuels permettent
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d'avoir rés vile des résultats signifiants qui peymettent aux étudiants d’élaborer des conjectures
el d'essaver de les démontrer. Une legon A tiver de cette expérience est que Iintérét manifesté
par les éludiants pour cette activité de recherche ne doit pas faire sons-estimer la difficulié de
leur faire rédiger des démonstrations A partir de 13, Cest un exercice trés formateur, car il ne
"agit pas de répondre & des questions du type, la suivie de 1D, etc. . ., mais de mettre en or-
dre, de dégager ce qu'on doit démontrer, les prémisses dont on dispose. Cest I'autre volet de
I"activité du mathématicien : communiquer ce qu’il a trouvé.
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Introduction

L'Un, c’est U'Etre unique. Avec 1'Autre, second, on ne sort pas du duo ot 'autre renvoie
Fimage de 1'Un et réciproguement, on n’est toujours pas dans |"ordre du pluriel, et certaines
grammmaires en gardent la trace avec, entre singulier et pluriel, le “duel”. An dela il vala
multitude, pas nécessairement nombrge, ¢'est le dommine du “beavcoup”, “trés” que I'on ne
peut manquer de rapprocher avec notre “trois”, L’aventure commence guand on passe de 1'Un
a I'unit€, ou plutdt aux unités : quand on dispose d’un stock d'unités, on peut les rassembler,
les compter. Pour EUCLIDK, le nombre est une multitude composée d unités). A cette idée de
multitude, ici nécessairement déterminde puisqu’il s agit de nombre, NICOMAQUE DE GER ASE
ajoute 1'idée de flux que nous pouvons associer 3 celle de progression : on passe d'un nombye
au suivant en ajoutant une unite (il favt alors envisager un stock inépnisable d’unités), et ¢’est
sans tin. Nous voild en présence de 'inflni, potenticl car un nombre entier est tonjouss find,
mais néanmoins redoutable lovsqu’il §°agit de démonstration : 1"cbservation de nombres permet
de dégager des régularités, des lois. mais cette induction ne suffit pas 4 fonder une théoric
mathématique. De la conjecture au théoréme, il v a espace de 1a démonstration.

Le but de cer atelier était précisément d'explorer, & partir de quelques textes, comment une
démarche inductive peut trouver sa place dans une démonstration mathématique. Ce point
de vue nous a conduit au choix de ne pas aller au deld de PascaL qui, en formulant més
clairement le principe de ce que nous appelons “démonstration par récurrence” tourne une page
dans ['histoire des relations induction/démonstration,

P arithmétique, qui revient cn force dans nos programmes, est un lerrain incontowmable,
mais nous avons fail un autre choix, celui de ne pas nous ¥ cantonner @ les procédés itérat-
ifs illimites ne manquent pas et certains problémes de géométrie conduisent dgalement 4 une
démarche inductive.

Nos auteurs seront, par ordre d’entiée en scéne : NICOMAQUE DE GERASE, PASCAL DE
CLERMONT FERRAND, MAUROLYCUS DE MESSINE, BUCLIDE D’ ALEXANDRIE et PAPPUS
1 ALEXANBRIE, avec la participation d’ Archiméde de Syracuse.

L’induction chez NICOMAQUE

NICOMAQUE, otiginaire de Gérase, est un philosophe néopythagoricien du 19 siacle de
notre ere. La philosophie pythagoricienne est basée sur le nombre et 1'Unité est son pincipe ul-
time. Les nonibres organisent 1I"Univers, et ¢"est en étudiant les harmonies numériques que I'on
peut acceder & la connaissance profonde de notre monde, Quand il éerit 1 Infroducrion arithmé-
tigire, NICOMAQUE ne cherche pas A rédiger un traité ¢’ arithmétique théorique, et Uarchitecture
de son ouvrage n'est pas guidée par la logique démonstrative comme ¢’est le cas avec les Flé-
ments ' EUCLIDE, mais a plutdt un but didactique : familiariser ses lecteurs avec Iarithimétique
pythagoricienne, Ainsi il méle considérations mathématigues et commentaires philosophiques,
et e se prdoccupe pas de démonstrations, au sens que I'on donne 4 ce terme depuis los Eféments
d’ Fuclide.

Le premier extrait concerne les nombres parfaits, NICOMAQUE a d’abord traité des
“nombres déficients” ct des “nombres redondants” dont 1a somme des diviseurs propres (les
“parties rassemblécs”) est respectivement inférieure et supérieure au nombre considére: 4 est
deficient (1 +2=3etd < 4), 12estredondant (1 | 2+3+4—6 =16t 16 > 123, len vient

'BucLIDE, Les Eféments, Livre VI, définition 2, page 247,
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alars aux nombres parfaits :

Lars donc qu'un nombre dunt toutes les parties qui peuvent étre en lui ont é1é rassemblées et réca-
pitulées en comparaison ivec loi-méme ni ge les excede parsa multiplicite ni 0’ est excédé par elles,
dlors un nombre de ce genre est dit parfait au sens propre, lui qui est €gal @ wutes ses parties; par
exemnple 6 [ ]; car 6 & comme parsies une moitié, vn ters, un sixidme qui sont 3, 2, 1, lesquals
récapitulés ensemble font 6 égal au nombre initial, ni plus ni moins.

Apres la définition, i1 poursuit :

Il se fait que, connne les choses belles et confarines i la verey sout rares et faciles i nombrer, mais
les choses laides et sans valeur fréquentes, ainsi les nombies redondants et déficients apparaissent
nombyeux et mal vépartis, leur découverte se faisant dans le désordre, landis queles nombrees pacfaits
sont faciles & nombrer of agencés selon un ordre convenable: dany les unilés, il s’en touve un seul,
6, un autre senlement dans les dizaines, 28, un troisieme seulement dans le depré des cenlaines, 4490,
un quatriéme duns le domaine des chitiades, ¢’est-a-dire 4 Vintérienr des mydades, § 128: ils ont
pour caractdre de se tenniner aliemativement par le nomibie 6 ou le nombre 8, et d"8we entidrement
parmi les p:ur:;.2

Autrement dit, pour NICOMAQUE ¢

—
'

les noimbres parfaits sont pairs (cest Ioujours une conjecture, on 0'a encore pas trouve de
nombre parfait impai).

It
v

il y a un nogbre parfait et u seul dans chaque intervalle [107 ; 10+ | (en ail, aprés & 128
citd par NICOMAQUE, le suivanl est 33 550 338) il 0’y en a aucun dans 104 10% ni dans
[10%, 108

3- les nombres parfails padrs se teominent par 6 ou par 8 ¢ vrai

#- les terrminaisons 6 et B apparaissent alternativemnent : faux, aprés 33 550 336 vient § 580 869
056 qui est susai t2ominé par 6.

Tl est claiv que NICOMAGUE s’est contenté d'observer les preimiers nombres parfaits pour en
tirer des conclusions générales. Il disposait d'un procédé géndral pour obtenir des nombres
parfaits, mais il est vrai que sa mise en ceuvre devient teés vite une dpreuve, du fait de la taille
des nombres. Lobservation des premiers nombres pafaits révélant, en oppasition avec les
nombwes déficients et redondants, des dispositions conformes & quelques idécs générales sur le
bean et le laid, le désir I'emporte sur les tracas d'une expérimentation plus ponssée .. . et d'une
démonstration !

Un second cxtruit concerne les nombres figurés. La deuxiéme partie de 1" fntroduction
arithmétique est consacrée & ces nombres qui occupent une grande place dans I arithmétique
pythagoricicnne, Nous allons nous intéresser au chapitre concernant les nontbres triangulaires.

NICOMAQUE annonce la configuration triangulaire de ces nombres, donne les six premiers
(3:6: 1071521 28) auxquels il ajoute I'unité qualifide de “triangle en puissance”, les
précédents étant des “wiangles en acte”, mais il ne les représentera qu'en fin de chapiire: pour
lui, I'arithmeétique est premidre, les nombics rythment les figures et non U'inverse.

Observons plus en détail la génération de ces nombres :

INICOMAQUE BE GERASE, ftroduction arithmérique, Livie I, chapitre XVI, pages 75-76.
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i s'¢ngendre quand le nombre naturel est exposé en ligne et que, toujours depuis le début,
les numbres successifs sont ajoutés un i un, car les fangles bien ordonnés se réalivent a
chague addition et eniassement par exemple & partir de cette ligne natirelle -

L2 3 4, 5 6 7 & 9 10, 11, 12 13, 14, 15

en prencint e premier nombre, j'ai le premier tiangle en puissonce, §'unité, ensuite en emassant
sur lui le swivant, f'ai le premier triangle en acte, car 3 est 2 et 1, et dans ln représentation
figurée, il se constitue ainsi ; sous ia premiére unité on appose dewx unités cére & céte, et le
nosbre 3 est triangulé; ensuite 3, qui est le nombre suivant, entassé sur ceux-ci, déployé en
unitds er réuni, produit 6, second nombre triangle en acle, et lui donne aussi une configuration;

et & san fouy, le nombre qui suit natrellement, 4, entassé sur ceux-ci et noté en unités, donne
te nombre 10, bien ordonné aprés cewx dont on vient de parler, et il prend une configuration
triangulaive; er 5 aprés lui, puis 8, puis 7, et tous les suivants, de yorte que les corés de chacun
compreront harmonieusement autent d'unités que de nombres de la ligne natpelle réunis pour
sa constitution,®

o
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Les nombres triangulaires se construisent done successivement, le passage d'un nombre an
suivant s¢ faisant dans la représentation par ajout d'une ligne supplémentaire, d'une baree de
alphas {dans la numeération grecque, la lettre o désigne 1'unité), Si nous notons T Pumitg,
triangle cn puissance, alors le principe de la construction des nombres triangulaires T, peut
s'éerire ¢

Lin=Ta+n+ 1)

Farlant en général des nombres polygones, NICOMAQUE généralise cette technique el ob-
serve que les nombres successifs quTil faut ajouter i un nombre polygone pour obtenir le suivant
peuvent cux mémes se déduire les uns des autres ;

c'est une régle générale que les gnamons’ de chaque polygone different les uns des autres d'une
dyade de moins que la quotité lige au nom des angles, & savoir I¢ tiangle, d'une uniig, e tétragotie,
d'une dyade, le pentagone, d'une Iriade, I"hexagone, d'une tétrade, 1" heptagone, d'une pentacde, ¢t

iLjours selon un accroissement semblabiet.

Nous pouvons énoncer cette propridid des nombres polygones en notant PY e nf#Me oty
gone de k cdids (le premier étant 1'unite) :

P PR (14 e — —2n).

FNICOMAQUF DY GERASE, .’mroa’umon Arithmérique, Livee 1, Chapitee VIIL p. 105,
*Gnomon”, terme qui designe d’abord le cadran sulaire, puis I'équerre. est wtilisé par les mathématiciens el
duns fe sens donng par Heron d° Alexandrie, ot rappelé par 1, Bertier daus ses notes 2 | frroduction arithmitique ©

“en général, un promon est oul ce qui, en s¢ joignant 4 quoi que ce soil -nombre on Aigure-, rend le tout semblable
A ce B oquoi il est joine™

PNICOMAQUE DE GERASE, fntroductiaon Arithmérique, Livre T, Chapitre X1, p. 108,
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Cela revient donc 4 considérer les nonibres polygones de & c6tés connne des sommes de ter-
mes successifs, & partir de T'vnit€, d'une suite arithmétique de raison & —~ 2. Celle idée de
somme, sous la forme d'entassement, est centrale dans 1 Intvoduction arithmétigue et les résul-
tats relevent, chez NICOMAQUE, uniquement de I'induction. Les mathématiciens grecs avaient-
ils résolu le probleme de leur démonstration 7 Om peur conslater que cet aspect de L arithmétique
est absent des Eléments 'BUCLIDE ; érait-il considéré comme purement conjectural ?

Pascal et induction mathématique
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Cest dans le Traité du rriomgle avithmétique, écriten frangais en 1634, que BLAISE PASCAL
deécrit ainsi la méthode de démonstration de la douzieme conséquence :

Quoique cette propasition ait une infinité de cas, j"en donnerai une démonsiration bien courte, en
suppesant Jeux lenumes,

Le 1, qui est évident de soi-méme, que cette proposition se renconiee dans la seconde base; caril el
bien visible que o est i o comime |est b L

Te 2, que si cette propositon se trouve dans une base quelcongue, alle se trouvers nécessairement
danis 1a base suivaule,

Dvodi il se voit qu'elle est nécessairement dans outes 1es bases @ car elle est dans {a seconde base
par le premier lemme; done par le second elle est dans la weisitne base, done dans la quatdeme, el
a I'infini.’

TPASCAL, B. Traitd du triangle arithmdtique i (Buvres complétes, [a Pligiade, page 103,
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Cet €noncé est le premier qui expose clairement la méthode de démenstration dite au-
Jourd'hui “raisonnement par récuirence” ou “induction mathérmatique”. Revenons au début
du traité, quand PASCAL construit ce triangle :

- dany la premitre cellule {en haut, 3 gauche) on met wa nombre arbitaire @ le géndrateor ¢
{Z = 1 dans ke wiangle représentd).

- ensulte : e nombre de chaque ceflile est Sgal & celui de la vellule qui le précéde dans son
rung perpendiculaire, plus ¢ celui de la cellnie qud le précdde dans son rang paraliele®.

C’est la seule réyle donnée par PASC AL, mais il précise dans la conséquence premitre, qu'dl
faut considérer pour les cellles du premier rang perpendiculaire (respectivement paralléle) qui
n'ont avcune cellule qui les précéde dans leur rang parallzle (respectivement perpendiculaire)
qu'il faut ajouter 0 : les cellufes de ces deux rangs sont done dgales au générateur,

PaSCAL mel ainsi 1'accent sur deux choses :

- la généralité du triangle : de nombreux dnoncés commencent par “dans (out tdangle arithms-
tique ... ", {¢e n'est gu’au stade des applicalions que le géndrateur est posé dgal 3 1) ;

- sa structure adelitive, mads au prix d'en défaut d'initalisation pour les premiers rangs, qu'il
e Comige pas toujorrs dans ses démonstrations.

Précisons que PASCAL appelle “bases™ les hypoténuses des triangles successifs, tracées
sur la figure. Enfin, PASCAL utilise des lettres pour noter les nombres de différentes cellules,
mais ces lettres ne pernellent que de respecter le choix arbitraire du générateur, elles restent
Inserites dans des cellules particuliéres, 1 ne dispose pas d’un moyen, comme les indices o les
exposants, pour accéder & une notation générale. Par commodité, nous allons nous donner une
notation générale, mais pour €viter toute contusion avec les combinaisons, nous n'utiliserons
pas laletwe €7 : nous désignerons par x¥ {a cellule de rang paralléte » et de rang perpendiculaire
7. Nous pouvens done éerire

zh =z — G,
et traduire la construction additive du triangle par

r+l e all
"c'n-l—l - "U"?.-l-l + :‘nn v

La cellule =2 appartient & la base n + p + 1.
L'énoncé de 1a douziéme conséguence est

En tout triangle arithmétiyue, deux cellules contigués étant dans une méme base, 11 supétievce est
& l'inférieure comme la muliitude des cellules depuis La supérieure jusqu'au haut de 1a base  la
multitude de celles depuis 'inféricure jusqu’en bas inclusivement ?

Avec nos notations, cela se traduit par : n et p étant deux naturels non nuls queleonques,

et 7
T
Tor1 P

Mais cetfe traduction laisse de c81€ la “base” des cellules : une cellule de rang paralléle n et
de rang perpendiculaire p est dans la base n — p — 1, la base commune des cellules est danc ici

¥PascaL, B. Traité du triangle arirhmgque, page 98,
*Faseal, Traité d rriangle arithmétigue, page 103,
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de rang n + p, et la base initiale est la deuxigme ol, comme affirme PasCaL, la proposition
se vérifie sans diffliculté. Reste a prouver le “deuxigme lernme”,

PASCAL fait ce que nous pouvons appeler une “démonstration quasi-géndrale™ ; prenant la
quatriéme base corune base quelconque, il démontre que si la proposition st vraie dans cette
base. alors elle est vrale dans la suivante, en I'occurrence, la cinquigme, Et encore, il ne prend
dans cette cinquiéme base que le rapport de (7 4 E © ont le montrera de méme dans tout le reste.

En substance, la démonstration de PASCAL est la suivante ;

si la proposition est vraie dans la base des cellules D, B, 4 - -+, alors F= % el % =2
sohir S 143 E-f _ 242
Onen dédait =52 = 1% op £28 = 222

MaisD+B=Feal8+e=Cdone § = B B -4y

= £ . Ia propusition cst vraic
pour bes cellules 0 et £

On pent s'étonner qu'aprés avoir brillamment exposé le principe de 1'induction mathéma-
tique, PASCAL soft obligé d'avoir recours a une autre forme d"induction : ce qui a €té fait sur un
cas particulier peul se faire de la méme maniére dans les autres cas. $inous qualifions ce type
de démonstration de “quasi-générale”, ¢'est que la démonstration générale se méne exactement
de la méme maniére, la scule différence étant dans Je recours A des notations permentant de se
situer dans le cas général. Autrement dit. la carence de la notation u’'altére pas la riguewr de la
démonstration. Il suffit de la faive pour s’en convaincre :

) a
-1
EEe

la clef de la démonstration est dans la structure additive du triangle :
T et eta? = ot bR

=1 Aabl

et dans la charmnigre occupée par Ia cellule =7

ptl
i =1
= et —5—, alors
B 1 Tn
B | .

_ah a7 _ptin-1) n n

- .r -1 — ; P =

Tort  Tn ah4zhy) P (p=1t+n p

On peut cependant temarquer gue PASCAL a omis d'envisager le cas ot une des deux cel-
lules oceupe le premier rang parall®le ou le premier rang perpendiculaire.

Pourquoi PascaL a-t-if attendu la conséquence douzieme pour exposer le principe de la
démonstration par récarrence 7 Prenons par exemple lu conséquence cinquigme :

Frt tout (riangle arithmétique, chague celiule est égale 4 sa récipmquc_w

OPasCaL, Traité du riangle arithmdtique, page 100. La réciproque d'une cellule est, dans 1a méime base, Ta
symétrique par rapport au milicu de la base. Avec nos notations, J& réciproque de =F esi Ty
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Pour la démonstration, PASCAL n'envisage pas le cas oi une cellule est sa propre téciproque
et commence done A 1a seconde base. Dans celte-ci, conune dans la troisiéme, les scules cellules
concernées sont Sgales au géndrateur et le résultat est “évident”. Dans la quatridme base, les
cellules extrémes sont aussi égales au génératenr. Restent Bet &

B=A+T86=" +et,comme A et 7 sont réciproques dang 1a troisizme base, on a hien
I — ¢. Bt PASCAL conclut :

Ainsi ['on montrera dans toutes les bases que les réciprogues sont égales, parce que les extrémes
sont égales 3 7, et que les autres 8™ inferpréteront toujonss par & aulres $gales dans la base précédente

qui sont réciproques entre elles.

PASCAL ne fait pas ici une démonstration par récurrence, en dégageant clairement le premier
lemme et le second. §°il traite d'abord des bases 2 et 3, ¢’est davaniage pour leur spécificité
(les ceflules concerndes sont touies égales au géndratenr), et ce n'est yu'a partir de la quatrieme
base qu'il met en route un procédé qui pourra s'appliquer aux suivantes. Nous paslerons ici de
“cdémonstration de proche en proche”, avec I'idée que c’est une démonstration gue I'on peut
poursuivre jusqu’ une base donnge, quelle quiclle s0it. On pourrait alors penser que la rigueur
de PASCAL est incestaine, mais le probléme n’est certainement pas 1 : pour PASCAL, démontrer
consiste avant toul i éclairer, 4 rendre évident. Ainsi, il rejette par principe le raisonnement par
I'absurde qui n’éclaire pas mais eblige 2 admettre guelque chose parce que son contraire est
impossible. La cinquisme conséquence est simple et s’impose aisément guand on a observeé
ce qui est en cuvre dans les premiéres bases, la douzieme est beaucoup plus complivuée et
PascAl lui réserve un type de raisonnement plus élaborg.

Autre question : PASCAL est-il le premier a avoir dégage clairement les deux temps d'un
raisonnement par récurrence 7 Dans cette recherche de I antéviorité, un déhat, lni-méme récur-
rent, oppose des cherchewrs. Nous n’alions pas présenter ces divergences, mais nous pouvons
citer par exemple, Freudenthal s’opposant & Vacca au sujel de MAUROLYCLS, Vitrac & Itard &
propos d'EUCLIDE!L. . . et faire une rapide incursion chez MAUROLYCUS, puis chez HUCLIDE.

MAURGQLYCUS : retour aux nombres figurés

En écrivant, sous le pseudonyme de Monsieur Dettonville, une lette a Carcavi trajtant de 1a
roulette, PASCAT lui-méme donne la piste de MAUROILYCUS

Or tout pombre iriangulaire, pris deux fois et diminné de son expasant, est e méme gue le carré
de son exposant; comupe, par exemple, le roisiéme normbre triungulaire 6, dtant doublé, est 12, qui
diminué de Iexposant 3, il reste 9, qui estle carré de 3.

Cela est aisé par Maurolic et de 14 paralt 1a veritd de ma propasiticn, 12

MaUROLYCUS {ou Maurolyco), mathématicien (et abbc) sicilien (Messine, 1494-1573)

écrit en 1557 une arithmétique en deux Livies, publiée & Venise en 1575.'* Dans les prolé-
goménes, MAUROLYCUS précise (ue son traité est consacré aux figures numeériques planes et

G, Vacea, Suar le principe 4'induction mathdmatique, Reviee de Métuphysique et ce morale, dix-neuvidme
annde - 1971, pp. 30-33,
H. FREUDENTHAL. Zur Geschichte des volistindigen induktion, Archives Internutionales d'Histolve des Sciences,
&, 1953, pp. 183-37.
1. ITARD, Les livves arithmdtigues d'BUCLIDE, Hermanr, Paris, 1961, pp. 73-75.
B. VITKAC, BUCLIDE, Les Eldmenss, volume 2, PUF, Paris, 1994, pp. 467-472.

2psscal, La roulette ef traités connexes., in Fuvres complétes, page 237.

UNjous remercions Tean Cassinet de nous avoir procuré des extraits de cel ouvrage qui avail connu une notorigté
certaing, comme en Emoeigne PASCAL
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solides (riangles, canés, pentagones, hexagones. . . ), el annonce une méthode de démonstration
nouvelle et plus simple que celles de ses prédécesseurs. Parmi les propositions que 1'on peut
agsocier au probléme de la démonstration par récurence, prenons le couple des propositions 13
et 15.

La treiziéine proposition est

Tout carré forme ave: Uimpudr swivant le caré suivant.

s . ieme . je . . . .
Sil'onnote €, len carté et I, le n"®™ nombre imypair, Ta proposition devient

Cr. + 'r'nll = CﬂIH
el renvoie & une de nos “identités”
R (2n+ 1) = (n+ 13

Ia démonstration, qui est menée sur un cas particulier {démonstration “quasi-générale’™) n’a

pas de rappoit avec 1'indncrion, mais 1a proposition 13 intervient dans ta démonstration de la
proposition 15:

Quinzidnie

Dre la céumion des nontbres impairs pris successivement dans I'ordre 3 parlir de I unilé sont construits
les nombres carés, sans inlermupton % partr de 'unité, evx-méimes collatéraux 3 ces finpairs. En
effet, d'aprés avint demiére proposition, 1unilé pour conmnencer, avec Iimpair suivant doune le
carrd suivat, 3 savoir 4. EC2 lui-méime, avec le troisidgme iopair, 5, donng le trodsiéime caré, 9, De
méme que 9, troisiéme caré , donne aver le quattigme iinpair, 7, 18 quatriéme carré, 16 et ainsi de
suite & I'infiai, la propositon est démonrée pac I application répéiée de la L3™ proposition.

11 5’agit donc de démontrer que la somme des n premiers nombres impairs est le nicMe
caré. MAUROLYCUS commence avec # = 2, certainement parce quun seul nombre ne fait
pas une “l'éLlI“l.iOl]”, mais implicitement, il est dit que 1'unité est 4 Ia fois le premier impair et le
premier carté.

Le schéma de la démonstration est le suivant ;
h=1=CretCy+ L= Oy, aprés 13, done ) — [y = Cof= 4.
ht L+ L= + LY+ L= Cy+ By = Cy{=9), dapres 13,
ht+bh+ii—Iy= (.{]_ + I+ 1’3} + 14 - C;_J, + lr4 = Cq(= lﬁ) d’aprés 13,

et ainsi de suite 3 Pinfini. Et MAGROLYCUS précise que ce qui permel de passer d'un cang an
suivant est toujours la proposition 13.
Rédigeons, pour comparer, une démonstration par récurrence de la proposition :

it
quel que soit le naturel nin = 2), z L=0,.
st

13 La proposition est vérifide aurang initial 2: 1 — L =1+3=4=,.

2} Sielle est vraie au rang n, elle I'est au rang n — 1 :
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" n+1 ! [T
si, pour n = 2, E I, =, alors E I = E L4+ 1 =C0 -+ Ly et, daprés [3, O, + oy , amEZ
= gzLw =
=l p= Pl &z T2 <oz E 2L
n+l EE T £ {; _ cEE S z
-t il - =g L% To. ESsS-—o E
Lo = Cogrrdone Y 1y = Oy, - gZ<e: ¢RE E7 .o T
- 5 — = -5 =4 'z 8 SR R
= 2o TETES BrE ooy <i
p . : : X 5%a EBZ, Tw .2 %
Dans la démonstration de MAUROLYCUS nous ne trouvons pas les deux lerames de PASCAL ¢ < E i ~TEET TE A g2 z @
A R io 0o s .
e & SSELE SRY I %
- pour Iz premier, itul besoin d'invoquer Tu proposition 13 pour vérifier la proposition au rang £me =iy a3 FTEE oLga ?
o= - - Lot = = Ao - e @
initial, 2. t£5 & g<fzy 23X T2, 2
: cZe e EeE YR g B L4 E
i - gquind au deuxiéme lemme de Pascar, n'est-il pas fait pricisément pour éviter la répétition =2 Hw = SmEz g ¢ :j )
. T LR 1} o= o= -1 T
& portée inductive 4 laguelle se livre MAURGLYCUS 7 z g z -2 2 g i = v B3
SEE & SELEDS SEy u BT EF
s = 238 o I < -
g & ad == e - g
[T - T
EUCLIDE et la quantité des nombres premiers
= CERSL4L ' w2 B B 208 2 -
. : . o . . L 4EEZE &% e EE o GozgE = g
Bien que ne traitant pas des nombres figurés, EUCLIDE utilise quelques dénwoches indug- YagdEY Ex e %3 e I R E
. . . , - . . sf2 g2 o E4ETT BB YE = &
[ tives dans ses Eldments. Ciions | application de la division euclidienne & la recherche de la plus Z =z E o wZE 8 Srvegie 2= % 4
- . . . , . = o= = 5 2 M e H Doy D= 1 P
- grande commune meswre de deux nombres {connue sous le nom d™algorithme d Euclide™), SES B ETi L~ TED “a EEzEE - 8
: \ ES-BESTEay ogpis §.7%32 3 £ :
la construction de proche en proche de la plus grande conunune mesure de trois nombres ou ;g—i 25235 ;22555 =P RN R z :
é i i ' 2EERELE S gl ofzaco @ = & = '
davantage, la méme chose concernant cette fois le plus grand muliiple commun, 1'tude de cer- VREESE E 2E ¢ o= 5<mE o £ aZE g 2 3 = ;
P - . . . P \ iy . - S R = P o= R TR =4 I B v = i
tains aspects des proportions continues (suites géomeéiriques). Clest la proposition 20 du Livre € T2 wiEp53% fgIsitE BEZEE B z '
. FAZE2T E AT Ps BT EE cEZIZEm=w 2Y = ;
9 que nous avons choisie Frefo i, frxzexT BT E=EE R R i
= (=] ==z =2 g =S =4 = S 2w B .
LETIZCEEE.28 Lfela. VA E i
: . : oo 14 T ) A [ womox - Yoo L= .. =
Les nonnbres premicss sont plus nombreus. que toute nbtitude de nombre Prenliers proposée. EN 3 ZEE " “SE2EE wiL2d= ., =S i
ERR N = w = L
Sefficgsie ngES57 EErizirvit ’
s 28w ElS ST ws E- <L 5- " i =z = .
t aviownd’ i ane 1" ‘ e -2z 5282y ~sTasygs T X
On dit aujourd’hui que 1'ensemble des nombres pramiers est infini, I'infini étant 1€alisé, en SeE LECECERLYTEECE sELZle 2 i
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ematiciens grecs, dans le domaine de Vinfini potentiel, et done dans le fini. Mais ce qui nous = ! = v

intéresse dans cette proposition, ¢'est qu'FUCLIDE démontre que si on se donne une guan-

tions de la démonstration ’EUCLIDE.

tit€ queleenque de nombres premiers, alors on peut en construire un de plus. Et on ne peut B E E ‘“; 5 - -; _‘Z T

s’empécher de penser au deuxiéme lemme de PASCAL ot le passage de n 2 n + 1 assure dans 3 f ; E ;v g = N ‘: “

Vinfinité des nombres naturels une proposition vérifide pour le premier. BN = _‘E = ;E Eai”

Nous alions présenter la démonstration I’ EUCLIDE sur trois colonnes ; dans la premigre le g L “3 22227

texte "EUCLIDE (sa traduction par Vitrac). dans {a seconde un commentaire pas i pas de ce z ; §_ 3 I “E
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Nous étions partis du probléme que pose I'infinité des nombres pour débusquer, entre induc-
tion conjecturale et récurrence des pratigues démonstratives (par itération, de proche en proche)
propres & élablir des propositions vraies pour tout nombrc cnticr. Iet nous avons un changement
important : nous pouvons opposer une démarche “de proche en proche™ comme par exemple
celie du crible & Eratosthéne a celle d’EvcLipe. Ce crible permet de trowver des nombres pre-
miers, mads trouverons-nous foujours de nouveaux nombres preniers ? Avec PAPPUS, nous
allons passer de Ianthmétigque & la géométrie et voir qu’ctabliy une proposition au rang initial
n'est pas toujours chose facile.

Paprpus D ALEXANDRIE : 'arbelon

Nous ne savons presque mien sur PAPPUS DT ALEXANDRIE, tn des derniers grands mathé-
maticiens de I'antiguité grecque. Il a vécu a une période gue 1'on situe généralement entre la fin
du troisieme et le début du quatriéme siécle. Son cenvre principale, la Collection Mathématique
qui nous est parvenue de maniére incompléte, est un témoignage important concernant les math-
€matiques grecques. PAPPUS ¥ expose les travaux de ses prédéeesseurs en les complétant, les
généralisant ou simplifiant certaines démonstrations. I propose aussi des résultats nouveaux
tont en se préoccupant de la démarche analytique conduisant i leurs preuves. La traduction
latine de la Collection Mathémarigue effectode par Commandin (1509-1575) a beancoup con-
tribué an développement des mathématiques au dix-septiéme sigcle ; pour notre propos, ¢lle ne
pouvait étre ignorée ni de PASCAL ni de FERMAT.

L objet de notre étude concerne ici les chapitres X1V & XX du qualriéme livre : nous utili-
sons la traduction de Pavl Ver Eecke en transformant, pour une meilleure compréhension, les
lettres grecques en les lettres latines et en gardant, dans la mesuwre du possible, les mémes
notations tous le long de notre exposé. Ecoutons ce que nous dit PAPPuS au chapitre XIV que
nous citons en entiet:

La proposition suivante est rapportde dans certaing quvrages ancicns. Supposons trois demi-cercles
ABCY, ADE, EFC, tangents entre eus, et inscrivons, dans 'espace comprs entre leucs arcs,
qu’on appelle ' Avbelon, tant de cercles qu'on voudra, tangents aux demi-cercles et tangents enbe
eux, tels que conx qui sont décrils aulour des centres G, 5,1, 7.

On démontrera que la perpendiculaive mende du centre & sur 1a droite AC est Sgale au diamémre
du cercle décrit autour de (7 que la perpendiculaire mende du point A est 1z double diamitre du
cercle déerit autour de H; que 1a perpendiculaire mende du point I est le thiple, et que 1'insription
de cercles étant faite 4 'infini, lzs perpendiculaires successives seronr des multiples des diamétres
respectifs dans la mesure des nombres qui se dépassent coatinuelloment d'une wnitg, Mais nows
allons démontrer d*abordd Tos choses gul seront admises powr cela (pp. 158-159).

Que noys dit PAPPUS ? Que la proposition en question “est rapporiée dans certains ouvrages
anciens”. La Collection Mathématique comporte de nombreux témoignages du méme genre,

“Parpus désigue un cercle par trois de ses points ou aussi parfois par son centre.
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En I'absence d’autres €crits qui ne nous sonl pas parvenus nous sonmes amenés i attibuer
& PAFPUS peut &re plus que ce qui lui est dii. En fuit, la figure de base “trois demi-cercles
ABC ADE, EFC tangents entie eux” et “’espace compris entre leurs ares” sont connus - it
sagit de ["arbelon qui ressemble au tranchet du cordounier. Le mot grec, arbelon, a été conservé
par Commandin dans sa version laline et par Ver Hecke dans la tradnction francaise.

A

On retrouve cet arbelon dans Le Livie des Lerumes &’ Archiméde (vers 287-212 avane Jésus-
Chuist) ouvrage yui nous a €té seulement transinis dans sa version arabe. Nous considérons
senlement ici les propositions 1V et VL. Dans la proposition IV Archiméde démontre que I’aire
de Parbelon ABC D cstégale & 1aire du cercle tangent en £ au diaméte A< et passant par B,
point du cercle ABC tel que BE sait arthogonal & AC. Dans la proposition VI Archimade
prend voe position particuliere du point E et considere le cercle tangent aux trois deri-cercles ;
désignons son diamatre paralléle 4 AC par KL,

/ ::'_ — ’—-L‘ML N

& > T

=
1
C

ry E

Pprenons swi son dismetre, wi poind £'lel que AE soil €gal & une fois et demie EC.[. ... 11 5 agil de
rrouver le rapport du dinmétee AC au diamtwe KL |

Nous avous dene trouvé Te rapport e question. 8i AC était 3 KL dans un ruppurt quelcongue
tel que calui de quatre & trois, ou de cing & quatre ou dans un autre, on procéderail ef raisonnerait
comme nous venons de le faice (p, 5315,

Autrement dit, Archimede traite le cas particulier de “une fois et demie” ¢'est-i-dire du
rapport de 3 4 2 powr engager Ie lecteur a procéder de méme lors de 1a considération de (out
autre rapport d'entiers'’.

On mesure mieux la distance qui sépate ce texte d'Archiméde de 1'écrit de PAPPUS en
traduisant celui-ci sous une forme plus moderne, Dans Iarbelon PAPPUS inscrit une suite de
cercles dont le premier de centre € est tangent aux demi-cercles délimitant I’ arbelorn et dont Je
second est tangent & ce cercle et aux demi-cercles AC et ADE. Désignons par €y son centre.

"L'aire de 1'arbelon est T{AC? — AE? - EC?) soit FAEAC ou encore TED? qui est Faire du cercle de
diamétre B L
o

Tap AT . 2 . E
8L AL — . alors 2L 2 +rbl Py exemple siv = 3oalors 5 = 12
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Plus généralement, on peut définir par récurrence la suite des cercles (Ch} de centre' C1 tels que

{(Clay1) soit tangent au cercle () et aux demi-cercles AN et ADT. 81 nous désignons par

h ﬂla distance de €, au diamétre AC' et par i, la mesure dn diamémre de (7}, nous pouvons
L A .

traduire la proposition rapportée par PAprUS sous la forme suivante :

h_[ = dl: h.g = 2(32,!7.3 = 3d3
et “I'inscription des cercles étant faite & U'infini”, si » est un entier naturel quelconque

(\” hy = ey

U E:
SN '-\__,‘-'
/,,—.m -

o
T, Y
R

Y i
F O E [

Autrement dit, 4 la différence d’ Archimede, PApPUS ou un de ses prédélcesscul\:. ne s con-
tente pas d’un cas particulier qu’il suffit de répéter pour tout auire cas. Ied, f:n quelque sort;a,
avec nos notations d’aujourd’hui, a construction par récun't?nce de I_a suite {(C7,) et ?a_ 11:-1[11_173 de
la relation {1) imposent un changement de type démonstratif : le raisonnement par récurrence

: eu. ‘
reﬂl;iil:]:;iﬁ:el met pas en évidence ce mode de preuve mathéma‘tiqu?. Ma_is, fomfne 1 ?91;;
marqué Hussein Tahir dans son article “Pappus and the mathemal:cz{l mdtl:;:uon paru en
dans Awstralian Maihematical Gagerte, il en précise les étapes essentielles

e e,

- rang Inital © Yo perpendiceluive mende du contre 07 sur la droite AC exr épaic aw digmétre du
cercle décrit autour de G {p. 138)

- passage durang na n+ 1 “Proposition 15 les mémes choses érant posées. .. je_? de'.r\ gue la n‘b'oe'fe
NP est au dininéne du cercle STU comme la droite MO, conjointement avec le diaméire du cercle

OR est ati diamétre de ce cercle”. (pp, 166-167)

Pappus démontre ce passage de n i — 1 dans un caclrta plus général que celui de la‘ ‘sl.ute
des cercles (€';). Plus précisément, dans I'arbelon, 1l considére deux cercles tangents CTII-J.L f:u)i
et tangents aux demij-cercles ABC et ADE. Le premier de centre A ezjt tfmgcnt respectivemen
a ABC et ADE aux points £ el ) tandis que le second, de centre I, I'est respectivement en

¥Thus, it seems 10 me thal PAPPUS understood the essential ideas in the mathematical induedon.

o2

et T, ces deux cercles étant langents en 5. Si € et P désignent les projections respectives
de M et IV sur le diamétre AC et si nous notons par d et ' les diametres respectifs des cercles
de centre A7 el N, nous pouvons wraduire Uaffirmation de PaPPUS sous 1a forme de Iégalite
suivanle )

o NP MO+d

() R
d’oi1, nous déduisons aisément que, pour la suite des cercles ( )

)

E?.+1 _ha+dy
dn—l B dn I

Il est alors clair que de
(13 hy = nd,

on déduit

Bt = [0+ gy
d’otile passage de “n iy + 17
Il n’est pas question d’exaniiner ici toutcs les démonsirations proposées par PAPPUS pour
aboutir a ses fins : nous reavoyons, pour une éude plus compléte, a la brochure que prépare
nolre collegue Frédenique Pastiiel 4171 R, E. M de Toulouse. Nous nous contentons de préciser
fes outils mis en jeu par PAPPUS, Tout d’abord, puisque (2) se présente sous Ia forme d'une
proportion, les transformations de celles ci, bien conmues des mathématiciens de I’ Antiquite,
sont abondanunent utilisées. Par exemple, avec nos notations d'aujourdhui, les galités

prb_etd atb c+d

a-b o—4d
sont éguivalentes.

S’agissant de cercles, Uinseription de I’angle droit a 1'aide d'un diamaire et la puissance
d’un point par rapport 4 un cercle sont aussi repris par Parrus, Enlin, les perpendiculaires
au diamétre sont paralléles entre elles, Des lors, les relations de Thales, les angles ateimes-

internes, les uiangles semblubles et enfin les alignements sont des objets démonsiratifs trés
utiles.

I reste & démontrer la Propriété au vang initial. Nous donnons en annexe le début de a
preposition 16 avec quelques commentaires afin d’ajder i sa compréhension. Contentons neus,
ici, d’cn préciser quelques étapes. Soient W » X et Vles projections respectives de & et Losur
AC, K et L désignant les extrémités du diamétre paralléle 4 AC. 11 faut donc démontrer que :

GV = KL,
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[>’aprés Ja proposition 14, on a,
AC AW = AX - AE,
d’ol, avec nos notalions d’aujourd i,

i’E _ AX _ AR+ EC _ fﬂ'V |1»E}_(
AE T AW T AR AW

d’oi, d’aprés les propriéiés des rapports

L EC WX
e
3 IF = I

On obtient de méme, toujours d'aprés la proposition 14

Cad-CX = OW.CF,

don EC  CX
@ IE~wx
Par conséquent de (3) et (4) on déduit
WX X

(d) W = -ﬁ"X ou AW . CX = I’V.Xz.

Mais dans le chapitre X V1 ob est prouvée la proposition 14 PAPPUS démontre, en plus, que
By AW .- CX = oYL
Les égalités (5) et (6) fournissent 1'galité cherchée,

Conlrairement aux cag habituels, Ja démonstration da *“‘rang initial” n"est pas immédiate. 11
en est de éme du “passage de n dn + 17 que nous n’avons pas, icl, explicité longuement, En
fait, ces points essenticls de ce que nous nommons, aujourd’hui, le raisonnement par récurrence,
sont, chez PAPPUS, une partie d’ut corpus beancoup plus vaste oit les résultats sont fornlés
el démontrés dans le cadre le plus général possible. Peut &tre que ceci explique la déconverte
tardive de cc type de démonstration dans la Collection Mathématigue.,
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Annexe : proposition 16

Propaosition 16.

* Ces choses élgnl démonirées au
préalable, posons le demi-cercle ABC e
posans un paint quelcangue £ sur 5o base |
décrivony les demi-vercles ADE et EFC sur
fes droites AE et EC ; inscrivons dans
Pespace situé entre les irois arcy appeld
PArbelon, des cercles tant gu'on voudra,
fangents awx demd-cercles ¢f tangents enire
eux fels que ceux décrils auour des centres
G, H I er menons de [eurs centres,
perpendiculairement sur la droite AC, ley
droites GY, HO, IP. Je dis que la droite GY
est égale an diamétre du cercle déderit
arfonr du point G gue fg droite HQ esr le
double du diamétre du cerele déerii autour
du point H, que Ia droite IF est le triple du
diaméire du cercle déerit autour du point 1,
ef que les perpendiculaires suivantes sont
dex wuliiples des diamétres respeciifs dary
ta mesure des nombres qui se dépassent
cantinuellement o ine unité,

Menons le diamétre KL paralidle a la droire
AC er les perpendiculaires KW et LX. Dés
fors, en vertu de ce gui a €€ démoniré
amtérienremen, le reciangle compriy sous
tes droites AT, AW dquivaul au rectungle
compris sous les droites AX, AE er Ie
rectangle compris sous les droites CA, CX
équivitut au rectangle campris sous les

- droites CW, CE Par conséguent | la droile

WX est & la droite XC comme la droite AW
est & la droite WX, car Pun el Poutre
rapport sont les mémes gque celui de la
drofte AE & lu draite EC. En effer, puisque
le rectangle compris sous AC, AW équivaut
au rectangle compris sous AX, AE, i s'en
suit gtie AE est & AW comme AC est a AX ;
que, par division, WX est & AW comme EC
est & AE, ef gue versement, AW esr g WX
comme AE est & EC. Derechef, puisque le
rectangle compris saus AC er XC égquivant
au rectangle compris sows WC, EC, |
§'ensulf gue EC est & XC comme AC est a
WO que par division WX esi & XC comme
AE est a EC. Or, AW est aussi & WX comme
AE est g EC ; done WX ast & XC comme
AW est a WX En conséquence, le rectangle

Les cercies : C1{G, d;) GY = 4
Cs(H, d3) HO = 2d,

Csil, ds) IP = 3d;

Cu(On, da) O.Ha = nda,

Fappus commense par démonlrer que :
GY=KL
De la proposition 14 11 déduit
(1} ACAW =AY AF et
() {2)CACK=CWCE
Par “rectangle sous les droites AC, AW™
nous entendons aujourd’hui le produit AC .
AW,
Pappus afficine une conséquence de {1)
() VK _AW
XC WwWC
qu’il démontre comme conséquence de
X _AE
XC EC
oAl A
WX LC
AE _AC

En ef‘fetde(})onn:m A%

implicitement. AX _AC
AW AET
(AW + WXy (AE + EC)
AW AE

et “par division AW AE

d'ol

et par suite {(4).
De méme de (2) on oblient (5) et par




compris sous les droites AW, XC équivant
ai carré de fa droite WX

Or on a démontré (Prop. l4) que le
rectangle compris sous lex droites AW, XC
dquivaut aussi au carré de la droite GY;
done la droite GY est égale & la droite WX,
¢ ‘est-d-dire an diamétre XL du cercie décrit
autanr du point G

Er puisqu'il a é1d démaniré précédemment
que la droite HO est au diamétre du cercle
décrit autour du point H comme la droite
Y conjuintement avee la droite KL est d la
droire KL et puisque la droite GV,
conjointement avec la drofte KL esr Je
double de la droite KL il 5'ensuit que la
droite HO sera aussi le double du diamétre
du cercle décrit autour du point C

En  canséguence, la  droite HO,
conjointement avec le diamétre au cercle
décrit autour du point H est le triple de ce
diamétre. De plus, la droite IP est dons le
méme rapport avec le diamétre du cercle
décrit auiour du point 1 par conséguent, lu
droite [P est aussi le triple du diamétre du
cercle décrit autour du poinr 7

£t pareiflement, la perpendiculalre relative
au cercle suivant est le guadruple de san
diamétre ; les perpendiculaives suivantes
serond trouvées des multiples des diamétres
respectifs dans Ia mesure des nombres qui
se dépassent successivement 'un 'aufre
d'une unité, et Pon démontrera que cela se
présente ainsi & Vinfini,

congéquent (3.
De (3) on déduit ; AW XC =WX2,
De la proposition 14, Pappus déduit aussi
AW . XC=GY2
d’ol I'égalité cherchée :
GY=WX=KL =4,.

Pappus démontre ensuite que : HO =2d,
De la proposilion 15, il déduit

HO _{GY +d) _ 20,

) d a
d'oi ! h; =HGO= 2d2,

Pappus opére aussi avee le troisiéme cercle
HO + 33~ 2dy + dy = 3d;

et d"aprés la proposition 15
1P _ (HO+do) _3da _ 3
4 d; &

d’oi - hy = 3ds

Il affimme que, de méme, nous obtenons ce
qUe NOUS nolons |

hy = 4d,
et, plus généralement, que

hy = tud .

Avee ou sans maitre ?
Modes d’appropriation du saveir mathématique
{quelques traitements historiques des coniqgues}

With or without a teacher ?
How to capitalize mathematical knowledge
{Historical variations on conics)

Atelier pluridisciplinaire
BEss0T Didier, DIIOMBRES Jean, RADELET-DE GRAVE Patricia
IREM de Basse-Nonmandie
EHESS, Paris
Université catholique de Louvain, Louvain-la-Neuve

Abstract

Au cours de Ihistoire, Ja néeessitg d’'un maitre en mathématiques fut souimise & ques-
tion. Car il ¥ a souvent scandale pour la raison que la mathdinatique n"aille pas de soi;
comme 11 y a scandale gue lamathématgue en unpose au bon sens e au réel, Silenseigne-
ment des mathématigues ful néanmoins maintenu, sen obligation dans les cursus secondai-
o5 ne datc que du début du X1X*™ siécle, ¢t fut de temps A autre contestée, on mollement
appliquée. On n'a pas toujours enscigné les mathématiques dans les clagses; on ne 'a pas
toujours fait pour les mémes raisons, et I’obligation actuelle, apparemment universelle, ne
répand pas partout anx mémes nécessités intellectuelle, culturelle, politique ou sociale. La
niise en parspective historigue des différents modes d’appropriation du savoir mathéma-
tigue penmet donc de questionner les prierités intellectueltes d une société. Et parce gu'elle
intemroge en profondenr son réle, elle donme 4 'enseignant la possibilité de dépasser le
consensus de sa profession peur découvrr les antécédents et les filiations de sa pratique
d’enseignement. Ce sont des filiations intellectuelles et déontologiques gui ne résultent pas

du seul jeu de 1a mathématique.

Comment favoriser auprés d’enseignants la mise en perspective histarique de leurs
savoirs et de leurs pratigques afin de leur permetre un recul éilexif et une appréciation
de lewr place dans un processus général 7 Lhistoire des mathémaliques, qui est devenus A
la mode. est souvent un bon prétexte pour faire des mathémutiques autrement, ¢ est-a-dire
d'une facon autre que celle requise par le programme. Or, celvi-ci représente un consen-
sus, Aussi, I'histoire proprement historienne des mathématiques ne pent-elle pas recevoir
aupres des enseignants le succés escompté. La fidélité 4 une situation historigue donnge exi-
ge d'envelopper les mathématiques de considérations trés diverses qui tienment aux raisons
mémas d'anseigner telles mathématiques platdt que telles autres. Ces considérations parais-
gent le plas souvent inutiles & 'enseignant. Car il est placé dans une simation historique et
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spciale précise, et partage nécessairement I'idée de progres qui fait regarder le passé comme
défnitivement passe. Poureuoi cette histoire, qui parle d’aurre chose que ¢e qui conceme
lex enseignants, les remettrait-elle en cause, et les aiderait-elle dans leur tiche selon les ob-
Jectifs qu'ils 8" assignent ? L'histoire des matheématiques, contraitement 4 gquelques discours
lénifiants, ne va pas de soi por "apprentissage des mathématigues,

5t nous voulons qu'wne réflexion prenne corps sur le réle de Ihistoire des mathdma-
tiques co vue de I'enseignement, et done sur le réle de 1 histoire protessionnelle des mathé-
matiques, il faut une meiileure prizc cn compte de Ihistoire de la pratique enseignante,
Favoriser le repard historicue sur cette pratique est I'objectif powrsuivi dans ce atelier, 11
est done essaye de combiner deux recherches en une méme activité, recherche historigue
et recherche didactique. Conformément au titre genéral de cetre I Unjversité d'éeé,
programme ¢ui reguiett une réelle réfexion.

Il aurait ¢ possible de faire directement de la sociologie des enseignants de mathé-
matigues, en montrant comnment les contenus intervienncnt POl organiser cetle sociologic.
Telle n’est pas la solution adoptée, Car ce n’est pas 'enseignant cui est ici visé, maiz le
savailr quil diffuse, Ou plutdt ce qni ds ce suvoir, partie et non otalité de son savoir, est
organise par l'idée que Venseignant se fait du tole de {a penseée mathématique. Dés lors,
nous sommies libérés d’avoir & focaliser sur I'enseignant et son réseau social; il suffit pour
notre objectif d’atelier 3 Leuven d'évaquer quelques mathdmaticiens du passe, confrontds 4
I'enscignement & d’autres. Aulremenr dit, nous pouvons user de la plus vieille habitude des
historiens des mathématiques, celle qui valide leur travail, et ¢’est do servir le cammentaire
& des textes précis.

Mais il faut dans ces commentaires répondre 3 des questions d'enseignenment, et ne pas
s contenter de dire que nous satisfaisons une légitinie curiosité historique. T une des gues-
tions peut se résumer ainsi : pourquoi teile stratégie d’exposé mathématique est-elle adop-
tée dans vn texte ? Cotte question requient de détecter d' abord une stratégie d'enseignement
dans les textes étndiés, et [a volonté de prendre en compte Jusqu'd la rhéorique qui en est
la tctique. 11 faut aussi se débarmasser et de la volonts de COITIZEr UN tCXte pour mietix
[aire. {car ce ne peut étra que dans un autre contexie scolpive), et de la volontd de tout ex-
pliquer, {en particulier de tout expliquer historiquemeni, méme les erreurs). 11y a souvet
de I'incompréhension dans le reproche fait 3 des auteurs anciens de nmanquer de iigueur.
La mathématique a henreusement cela d' économique que, dans une présentation d'histoire,
on puisse omettre certaincs choses sans perdre essenticl de la prewve, ni Pesmit ¢ une
démonstration; le lecteur mathématicien sait conunent combler ce qui o’a pas été dit ou
explicité, et qu'importe qu'il le fasse par un biais différent de 1" auteur émdié. L histoice des
mathématiques en cause 1r'est pas dirigée vers un ignorant des mathématiques, T important
pour nous, ici, est d'interpréter un texte dans un sens pédagogique particulier. Ce qui re-
vient i lire Ja spéciticité d'nn auteur au-deld de la nécessits mathématigne, el ne pas prendre
an texte mathématique comine dotinant la seule bonne méthode, mais comme résultant de
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la décision d'un autcur en vue d'unc compréhension. Aussi nous a-t-il été particulidrement
utile de ne choisir que des textes o les autenrs tentaient d°éviter le passage par le commen-
taire du maiftre, en s'adressant directenient an fecteur supposé pouvoir lout maitriser, tout
comprendie de ce qui €iait dit sans qu’un Hars intervienne. La marhématique sans maioe
n'est pas une revendication pour nous; juste un moyen de micux juger I'effort pédagogique

inhérent A toute mathématigue.

L' organisation de I'atelier est simple puisqu’il £’ agit finalement de donner 3 lire quelques
textes cowrts afin de dégager ce gui, dans I"éeriture méme, favorise un apprentissage direct,
zans 1la médiation d'un explignant. La question en retowr, pour 'enseignant qui suir cet
atelier, est celle de savoir en quad il a hesoin d'un commentareur historien chargé de lui
expliguer le contznn des textes retenus, doublé d'un commentatenr didacticien poor lui
faire saisic une technigne pédagogique, Cet atelicr imtertoge donc directement la pratigoe
d’histeire pour un didacticien et la pratique de didactique pour un histonen, Sans sortir des
mathématiques © ¢'est bien la Ia gageure.

11 fallait. pour qu’ils sojent utilisables en comumun, gue les textes retenws touchent tous i
un méme théme mathématique : furent choisies les coniques, ot méme plus particulizrement
Ia parabole. La sélection était 'opération 1a ples difficile : U mangue, nows le savons tous,
des antholegics de textes historiques mathématiques oll solent denndes les raisons pour
lesquelles les extes ont €€ retenus. 11y a une certaine paresse intellectuelle a se contenter
de reproduire de fagon exhaustive des textes anciens; on a ici poussé 'intervention jusqu’a
couper dans certains exteaits afin de mienx servir 1 objectif de I'atelier. Il fallait entourer les
textes de leur environnement culturel, mais en réduisant ce commentaire A essentiel utile
pour la compréhension de la démarche didacrique. Ce sout plutit des dossiers que nous
Avons constimés et portant sur plusienrs pértodes historiques. Etair préva nn gingnigre
texte du XX*™ sigcle, et de T.ebesgue sur la parabole, mais I"ensemble est déja trop long

pour un seul atelier,

1™ Texte d’Auguste Comte (1843) sur 1a similimude des pacaboles, dossier établi par
Jean Dhombres, avec comine titre © powrgioi towtes les paraboles soni-ciles semblables ?

27 Textes de Galilée (1638) sur la parabole, dossier établi par Patricia Radelet-de Grave,
avee comune titre 1 I parabole comme trajectoire des projeciiles.

3% Textes de Serenus d’Antinog rééerits par Francesco Maurolico (1494-1575) sur
I'ellipse, dessier établi par Didier Bessot avec comme titee @ Eflipses conique et cylin-
drigite,

4° Texte da Bouguer {1746} sur la parabole, dossier éiabli par Jean Dhombres, avec
cowmme titre : Farche de Noé powvair-elle couler, ou les ressources d'une parabole.
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Summary : The purpose is to read some short texts from mathematicians of the past,
all texts related to conics, in order to grasp the way mathcmaticians have avoided the me-
diation by a teacher. Conversely, from an historical point of view, or from a didactical
point of view, what is required from a commentator of such texts ? This workshop aims
at nnderstanding a practice of history for a didactician and a practice of didactics for a
historian,
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DOSSIER |, ETABLI PAR JEAN DHOMBRES

Pourquoi toutes les paraboles sont-elles semblables ?

Extraits du Traité élémentaive de géométrie analytigue & deux ou trois dimensions, contenant
toutes les théories générales de géométrie accessibles 4 Uanalyse ordinaire' publié par
Auvguste Comle en 1843 (pp. 189-204)

Théorie de la similitude des courhes.

64. La notion de similitude convient évidemument, par sa nature. & toules les figures possibles,
envers lesquelles les observateurs les plus étrangers a la géométrie rationnelle emploient jour-
ncllement les qualifications de semblables ou dissemblables. en y attachant un sens. vague et
confus peut-&lre, mats au fond essentiellement juste. Qnand les géometres se sont spécialement
empards de celte conveplion universeBe el spontanée pour la systématiser convenablement aprés
I'avoir nctiement analvsée, ils ont dil considérer premigverent les figures purement rectilignes,
dont les éléments sont directement appréciubles, ainsi que les Iois de leur assemblage. Clesi a
que la similitude s montic avee une pleine évidence comume consistant dans 1'égalité des angles
respectits et la proportionnalité des cétes homologues @ loule I'élaboration scienlifique n'a pu
consister, A cet dgard, qu’'a réduire au moindre nombre possible les conditions d’une telle défi-
nition ou appréciation, d"abord envers les triangles, cf ensuite pour les polyzones quelconeues,
suivant les explications de la géoméuie élémentaire. Mais il s*agit maintenant d'étendre con-
venablement aux diverses courbes planes ces notions primordiales, alin de découvrir, en chagque
cas, les conditions précises de la similitude, on de constater que 1'identité d'espéce n’exige au-
cune relation particuliére; question dont il serait superflu de faire ici ressortir expressément la
haute importance.

Au premier aspect, une telte extension semble ne pouvoir s’opérer, en général, que d'apmes
I'analyse transcendante, qui, en considérant les courbes conune des polygones d'une infinité
de cOtés infiniment petits, permettrait d'y exprimer distinctement 1'égalité directe des angles et
la proporticnnalité des ciités, sans étve alors arvété par la nature infinitésimale des uns et des
autres. Mais un examen pivs approfondi de cette imporiante théorie géomiétrique conduit a re-
connaitre que I'analyse ordinaire sutfit réellement 4 instimer d'une maniére tout anssi générale
et beancoup plus commeode. Tl faure sevlement, pour cela, choisir convenablement, parmi les pro-
prigiés essentielles des polygones semblables, celles qui sont susceptibles de devenir immédi-
atement appréciables envers les courbes, sans exiger la considération de cirés infiniment petits
et ’angles infiniment obtus, et en rédutsant 'inévitable notion de 1infind 4 n’influer que surle
nombre des sommets, 4 1'égard desquels vniformite de leur caractére analytique permet aisé-
ment de surmonter une telle difficulté, d’aprés le simple examen d'on point indéterminé, propre

Paris, Carilian-Goeury et ¥ Dalmont, Paris, mars 1843, Imp. de Fain et Thunot, ¥II-598 p. el 3 phimches
de 82 fignres gravées pur Hibon. Ce traité est ici référd pas Iabréviation TEGA. 1 a consiu une seconde édition
dans 1es anuées 1890, et une traduction en portmgais au Brésil. Les coupures dans Lo texte sont signalées par{.. . {.
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& les représenter tous, suivant un artifice logique déja familier, & beaucoup d’antres titres, en
géométrie analytique.

On ne peut dabord employer 4 cet indispensable office la proposition fondamentale, trop
exclusivement mentionnée dans 1'enseignement habitucl de la géométrie élémentaire, sur 1a dé-
composition des polygones semblables en triangles scmblables, Car, en I'étendant anx courbes,
cette décomposition offrirait, comune la définition primitive elle-méme, quoiqn’a un moin-
dre degré, I'inconvénient capital d’obliger 4 considérer des angles et des cétés infinitésimauy,
Mais, la thdarie de la similitude des figures rectilignes fait aussi connaitre, 2 leur €gard, deux
autres propriétds générales, dont chacune est, par sa nature, émincmment propre  s'étendre
aux courbes, comme spontanément exempte d’un tel vice; de maniére A pouvoir foumnir ensuite,
plus ou moins commadément, un fondement suffisant i la théorie analytigue que nous voulons
constituer ici.

63, DYaprés la premiére de ces propriétés, les contours semblables, ont leurs divers sonunets
détermings par des triangles respectivemient semblables ayant tous, dans chaque fignre, une hase
comrnung; et réciproqueinent, deux figures ainsi construites seront nécessairement sentblables,
quel que soit le rapport de ces deux bases homologues. Les ¢6tés et les angles de ces triangles
artificiels, indépendants de la figure proposée, restant naturellement finis guand le polygone
devient infinftésimal, rien n'empéche d’étendre aux courbes vn tel caractére, avec la seule obli-
gation de 1'y vérifier cnvers un point indéterming, comrme le permet toujours Luniformité de
la définition, géométrique ou analytique, afin d'éviter I'embairas direct d'on nontbre infini de
points. C'est ainsi, par exemple, qu'on démontrerait aisément la similitude constante de deux
cercles, surtout en ¥ prenant pour bases deux diameéties respectifs; puisque les triangles, das lors
constamment rectangles, se trouveraient spontanément semblables, en ne comparant entre cux,
suivant I'csprit de ce théoréme, que des points pour lesquels un des angles 3 ia base offrirait, de
part et d’autre. la méme grandeur.

Considérons encore l'exemple de la parabole, d’aprés la définition du n® 20.2

k!

En prenant pour bases les droites (2F, OF qui joignent chaque point fixe au sommet, et faisant
d’ailteurs coincider les axes ot les somrets des deux parabales, on ménera encore, de T"origine
€3, wne droite arbitraire y = mr, dont Uintersection A avec la premiere parabole * = 2edu,
donnera x = 2%,y = **. En joignant cc point A 1 I’ autre extiémité #* de la base, on aura tang.

Cest I définition par foyer et directrive de 1a parabole, lieu des points 4 égale distance d'un foyer F et o' une
droite D.
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o = 57 4. Or ce ésulial ne suait changer en y remplagant o par @ pour I’autre parahole,
puisqugil E;Sl évidenuuent indépendant de . Done, deux paraboles sont toujours semblables
entre elles, conune deux cercles. 11 serait aisé de constater aussi, d'apres I'équation »* =
5—, en choisissant convenablement les bases, qu'il en est encore de méme de deux cissoides.
Au reste, en rapprochant ces trois cas de simiitude spontanée, on congeit, & priori, quune
telle relation est inévitable en toule espéce de courbe dont |'équation powra étre réduite i ne
contenir qu'une seule constante arbitraire @ car, 8'il ¥ pouvait exister une condition quelconque
de simililude, elle tendrait alors & déterminer cette unique constante; en softe que Ja courbe
semblable & 1a proposce se tronverait ajnsi individualizée, ce qui serait évidemment absurde.

1

Une telle institution analytique de la théorie générale de la similitude des courbes planes,
n’otfre d'autre défaut essentiel que la trop grande complication des caleuls qu’elle exige, quand
il &"agit d'équations peu simples, et lorsgu’on ne peur choisir assez commodément les bases
homologues. Aussi adopterons-nous finalement, 4 ce sujel, une autre mode, fondé sur vne
propriété plus aisément formulable [.. . 1.

6%, Afln de perfectionner davantage la théorte générale de 1a similitude des cowrbes planes,
il y faut maintenant joindre une inportante considération subsidiaire, qui, judicieusement ap-
pliguée, dispensera souvent de toute opération analytique, en permertant de déduire immédiate-
ment 1a solution de la seule définition des lignes proposées. Cette méthode auxiliaire repose
sur I"heureus. aperqu, indiqué par Clairaut dans ses Elémens de géométrie, et suivant lequel
deux figures semblables ne différent que d’aprés I’échelle surlaguelle elles sont construites, en
sorte qu'nn simple changement d’échelle pourait toujours les rendie superposables. Quoique
Clairant n'y et en vue que les figures rectilignes, ce judicieux €noncé convient également
sans ancune préparation spéciale, aux diverses figures curvilignes. On doil le regarder comme
I'exprassion la plus concise de tous les rapprochements géoméniques avgquels la similitude
peut donner lieu.

D’aprés un tel principe, le travail 4 accomplir sur chague définition proposée d'une es-
pece de courbe, afin d'y découvrir les conditions de similitude, consistera 4 v bien séparer
d’abord les données, linéaires ou angulaires, indispensables 4 la grandeur de la courbe d avec
celles qui n'affecteraient que sa situation, et ensuite & 1éduire les premidres au moindre nom-
bre possible. Cette double prépavation présente yuelguefols, surtout sous le sceond aspect, des
difficultés insurmontables, pour certaines définitions, envers lesquelles on ne pourra éviter, &
ce sujet, Fempiei ultérieur de la méthode analytique, qui conserve done ndecssairement son
privilege exclusif d'une entitre généralité, Mais, quand ces deus conditions préliminaires au-
ront €te suffisanument remplies, le principe de Claraut fourmira aussitot la solution demandée.
Car, si la grandeur de la courbe est sinsi déterminable d'aprés une seule dimension, toutes les
courbes de cetle espéce sonl nécessairement semblables entre elles, puisque le simple change-
ment d'échelle pourrait les faire coincider, en identifiant leurs dimensions respectives. Quand il
faudra plusienrs doonées distunctes el indépendantes, 1a similitude exigera autant de conditions
yu'il existera de ces €léments moins un, et chacune d'elles consistera naturellement dans la pro-
portionnalité des lignes considérées, ou dans 1'égalité des angles introduits, sauf & lui attribuer
ensuite toute autre forme, lin€aire ou angulaire, que 'on jugerait au numéro précédent. Alors,
en effet, le changement d’échelle ne pourra identifier qu'une seule dimension respective, et les
courbes ne seront semmblables que si cette premiére coincidence entraine celle de tous les autres
gléments, ce qui suppose évidemment 1'universelle proportionnalité des longueurs proposées
ou I'égalité mutuelle des angles considérds. On voit qu’une telle marche revient, en d'autres
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termes, & déduire les conditions de la similitude de celles de 1'identité, en considérant, d’'une
pait, que le nombre des unes doit toujours &ue inférieur d’une unité a celui des autres, et, d antre
part, que les diverses égalités linéaires simultanément prescrites par celles-ci doivent sc changer
en simples proporticnnalités pour celles-1a.

Cette méthode subsidiaire ferait aussitét découvrir la similitude constante, déja constatée
analytiquenent, dans les divers cas du cerele, de la parabole, de la ¢issoide, etc. : elle nous
apprend, en ontee, que la mméme relation s'étendra aux courbes qui dériveraient de ces premiéres
d’une maniére détermince, d’aillewrs quelconque, comme, i I'égard du cercle, la eycloide,
I'épicycloide, les courbes de Descartes (n° 26), etc. Au contraire, les ellipses ou hyperboles,
d’apres la definition du n” 19, ne serowl semblables qu'autant qu'il ¥ aura proportionnalité entre
les deux longueurs, évidemment indépendantes et irréductibles, qui v déterminent la grandeur
de la courbe, abstraction faite de la situation. La définition commune des (rois sections coniques
(n® 23) exigera ainsi, pour la similitude, 1'égalité du rapport spécifique correspondant. Envers
les définitions de la conchoide on des sections torigues, on trouvera, sans plus d’embanas, des
résultats analogues.

Les conditions préliminaires propres & garantir le succés de cette méthode subsidiaire sont,
de la méme naturc que celics rclatives 4 la méthode correspondante que comporte aussi la
théorie du nombre de points déterminant : seulement, ce préambule indispensable est ici plus
difficile et pius incerain envers quelques définitions, pareillement antipathiques a ces deux
procédés supplémentaires; puisqu’il fant maintenant opérer, en outre, une séparation, souvent
délicate, et quelquefois impossible, entre les idées de grandeur et les iddes de position, Clest
ainsi, par exemple, que les définitions du cercle, soit comme segment capable, soit comme liew
des points dont les distances a deux pdles sont constanunent propowtionnelles, ne permettraient
nullement de constater, par ce moyen, la similitede nécessaire de tous les cercles, puisqu’elles
semblent exiger deux donnédes distinctes pour déterminer la grandeur de a courbe, quoiqu’une
appreciation ultérieure, que 1’équation peut seule, en général, diriger stuament, doive montrer
qu'il 1’y a d'indispensable, 4 cet €gard, quune certaine combinaison unigue de ces deux €lé-
menis en apparence irréductibles, Mais |'irrécusable évidence des erreurs que pourrait produire,
envers des courbes peu €tudiées ou trop compliquées, Lapplication ivéfléchie de cetic méthode
subsidiaire ne saurait altérer son incontestable efficacité dans e cas qui s’y adaptent suffisam-
ment.

Pourquei toutes les paraboles sont-eles semblables ?

Comte déclare s’adresger & ceux qui travaillent seuls. 1 convient donc i notre propos.
Mais cela ne suffit pas & donner envie de lire Comte.

Pourquei lire Comte ?

L’on pent comprendre que le Truird de Comte n’ait guére eu de suceds auprés des hislo-
riens des sciences, Car ceux-¢i sont avant tout soucieux de suivre le mouvement général de la
mathématique auquel apparemument ce texte du pere du positivisme ne contribua pas’. Pour qui
s'appréte a lire Comte mathématicien. son faible impact sur les €pistémologues est quand méme
démoralisant. Peut-on se rassurer et powsuivre la lecture en prétendant que les épistémologues

e gui suil es tiré partiellement d'un article  parailre, Jean Dhombres, “La pratique philosaphique des mathé-
mutiques chez Anguste Corre © une conceplualisation de I espace par 1'éll.), Augueste Comée ot idée d une seience
de I"homme”, colloque Pards-Sorbonme, 26-27 novembra 1998,
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requigrent matiere plus noble qu'un texte s’ affichant “élémentaire”, 2t dont Comte avoue qu’il
présente le caractere d'une digression 7

Ce pelit cuvrage ésulte d'use sorle de loisic wds passager di A Uinermittence philosophigue qui
devait naturellement avoir lieu chiez moi entre la réeente wrminaison de mon sysidme londamental
de philosophiz positive et Ie prochain début des grands travaux dont v ai posé los bases?,

SiTon peut se réjonir de swrprenclie un Comte décontracté, le sens a douner & la banalité mathé-
mratique, aussi bien dans I'ocdre épistémologique que dans 'ordre pédagogique, suscite-t-il
viaiment la curiosité de lecture 7 11y a des interrogations immeédiates sur cette banalit€, mani-
fastées dans I"extrait retenu. Car le programmie somme toute banal sur la similitude s’ouvre par
une introdection non banale

La agtion de similitude convient évidemment, par sa nature. § toutes les ligutes possibles, envers
lesguelles les observateurs les plus étrangers & 1a péomeétrie ratomnelle emplodent joumeliement les
qualifications de semblables ou dissemblables, en ¥ atlachant un sens, vague ¢t confus pewl-Gue,
mais an fond essentiellemnent juste®.,

Il faut comprendre ce qui serait “juste”! A “cette conception universelle et spontande™ de la
similitude, le philosophe —un mathématicien ne parle jamiais ainsi — oppose le ravail d’analyse
et de systématisation des géométres qui I'ont réduite an cas des figures rectilignes, avant de
découvrir, cas aprés cas, que “l'identité d’espice n'exige aucune relation particulidre™, avant
donc de penser la similitude conune opération géométrique en tant que telle, et non en tant
qu'appliquée a des objets particuliers.

L'histoire des mathémaliques nous a appris a reconnaitre en cette demiére idée de la simili-
{ude comme transformation, une des contiibutions importantes de !a science du KIKEE giscle,
El( le professeur de mathématigues peut estimer aujourd hoi utile de commencer divectement
par la similitude comprise en ce sens Ta. Mais Comte nous dil autre chose, on quelque chose
de plus, et qui conduit 4 une interrogation. Si, en effet, le mathématicien a seulement et avec
peine abstrait ce qui était d€ja justerment pensé dans les métiers, qu'a-t-on besoin de la pensée
mathématique ? EL gu’a-t-on besoin de Phistoire de cette pensée qui devient un encombre-
menl, voire gie géne pour penser 7 Conte semble dire que la pensée conunune, celle des
métiers, esl en avance sur la pensée des mathématiciens. La pratique serait-elle d'emblée et
de droit positive T En ce cas, que! serait le positif dans la rigueur mathématique, rigueir que
Conite parait comparer A une subtilité inutile el qui avait déj €té reprochée au XVII*™ sigcle
aux mathématiciens par Amauld et Nicole dans la Logigue ou UArt de penser. Or Comte se
veut ¢galement cartésien dans le Traité, el on peut méme dire qu'il €crit un texte qui fera la
postériié géomérrique de Descartes. Comnle ne §'efforce-1-i1 pas de rendre banale cette postérité,
donc d'expliquer sa genése en tant qu’abstraction raisonnde de gestes auparavant inconscients
on mécanigues 7 Clest 1 une réflexion sur 1enseignement des mathématiques et son role. T
explique les conditions d'une banalisation.

e pewt manguer d'intervenit dans I'appréciation de Iouvrage de 1843 le fail qu'il soit
le pendant du Treité philosophigue et d'astronomie popuiaire pau 'annde suivante, et qu'il
présente de méme une vulgarsation. Or, cet autre Trairé débule par le Divcoury sur Pesprit
positif dont tous s’accordent A dire qu'il est le signe d'unc pensée philosophique 2 sa maturite.

“TEGA, p. YL
SIEGA, pp. 189-190.
STEGA, p-. 190.




Mais le paralléle ente les deux ouvrages ne va pas jusqu’au qualificatif de “juste” accordé 4
la pensée commume. Car chacun sait que celle-ci n'a pas adopté aisément 1 héliocentrisme, ct
une enquéle soulignait assez récemment qu'une majorité de Frangais voyaient le Soleil tourner
autour de la Terre. La popularisation d'une idée positive fait probléme en astronomie; elle
n'en serait pas en mathénatique. Conclusion paradoxale ! Comment la socidté apprend-elle en
mathématiques 7

En écrivant son ouvrage, Comte songeait aux “csprits henrcusement organiscs qui vou-
draient isolément étudier ici lu géomeétric analytique, sans aucun sceours étranger™. A tout le
mwins, en le disant ainsi, le répétiteur d’analyse 3 I Fcole polvtechnigue récusait une tradition
frangaise, instaurée depuis un siécle, sortie considérablement confortée par la Révolution, et
scrvant de garant I Ecole elle-méme. Posée comme fondamentale pour toute entreprise collec-
tive des ingénicurs de tous ordres, la mathématigue devait requérir un assez long apprentissage,
sous la férule d’un maitre. Ht un maitre spécialisé, ayant dévoué son savoir a cette formation
des aufres, aux dépens peut-étre de sa propre créativité. Le manuel accompagnait 1a formation,
mais il ne pouvait servir sans la parole du maitre; la mathématique était une école, ¢’est-a-dire
une formation collective dans le cadre d'une classe dirigée par un seul, classe qui permetiait en
outre une disposition comnune et un esprit d’élite cormun. La mathématique était devenue
signe de reconnaissance d’une initintion®, Tout le contraire d’vne pensée commune.

Contre I’ organisation de la méritocratie qui correspondail s1 bien aux valeurs politiques et
morales d’une €poque, et sauf impostnre de Comte que nous écartons, oser proposer une matlgé-
matique assimilable en elle-m&me par un esprit suffisnmment préparé, requérait de Comte qu’il
disposét d'une assurance de type intellectuel®. Ne serait-elle pas celle que procure le sens d’un
achévement ? Comte awrait acquis le sens complel de la géoméirie analytique donlt il rouvail
Porigine, et je prends ce mot en son sens husserlien'”, chez Descartes, son collégue en philoso-
phie. Seule cette complétion permet enseignement de la géomélie, et celui-ci ne requierl
plus nécessairement la présence d'un mailre. Dans le langage de Comte. devenu trop ordi-
naire pour qu'il aceroche la mémoire, un sens complet 5’ appelle la généralité de la géométrie! k.
interprétation de celte généralilé peut justifier qu’un enseignant des mathématiques s”intéresse
& un texte auquel les comtiens eux-mémes, en tout cas coux du XX sipele, ont accordd si peu
d'importance. 1 favdrait ajouter, pour le profit des maitres &’ aujourd’ hui, que le livre de Comte
4 en une influence sur les maitres d’hier, en tout cas sur les professeurs des classes de mathé-

TTEGA, p. VI On ne saurait vublier 1*impontance accordée par Conute a Venseignement populaire; cela lui
valud faveur et engouement cher les Républicains du XIX™* sigcle, qui se poursuivirent jusque chez les marsistes
des anndes 1950,

e ride des rathématicques, dans U'enseignement mis en place 3 partin de la Révolution, est analysé dans J. et
N. Dhombres, Neissance d'un pouvoir @ sciences et savants en France (1793-1824), Pans, Payot, 1989, chap. 7;
celui des manuels et des “matiématiques élémentaires”™ duns 1o seconde moitid du XVII*™ sidcle, est taité dans
). et M. Dhombres, Lazare Caraot, Fais, Fayard, 1997, chap, 20 Te veus insister icl sur le caraciére “coltectil™
de I'apprentissage malhématigue dans le systéme frangais des prandes deoles do premier XX sigcle: i1 est bien
renéreé par Stendbal dans sa Vie de Henry Brudard, et Beyle I'oppose 4 la pratique du génie salitaire, & la vision
dramatique d'une découverte individuells du savoir, des guestions philosophigues, et de 1a beaulé artistique. T
forgeait ainsi 1'opposition romantique entre savolr collecdf e savodr individael.

SConte indique avec soin wut ce qui est requis du lectenr paur gu’il puisse profiter de la lecture de sen Traitd.
T avait véen de legons de mathématigues jusqu'a 1'cbtentton de son peste de eépétiteur 3 I'Ecole polytechnique.
Ces legons furent donnges avec une évidente sallslaction de part e d'aatre © le préceptenr savait jouger les niveaux
el s udapter & celul qui I'écoutait. Naous powvous pemser, a priovi, que Comie avec son Traitd ne se Tiveera pas i
wig exhibition (ourre-tout de savolr mathémarigue.

E, Husserl, L' origine de la geomdrie, trad, 1 3. Dercida. Paris, PUF, 1962,

Y*Snivant une telle appréciation, ce systime final de lu science géomettque deveail élre rationnelement désigné
pir la dénomination de géométrie géndrale, Ccomme je 1Al propesé depuis longtemps dans le wme premier de mon
Syaterne de philosophie positive” {TEGA, pp. 3-4).
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matiques spéciales du X1X0¢ gigcle, qui retrouvaicat en quelque sorte 'un des leurs ayant su
le mieux exprimer leurs espoirs d’enseignants.

Il y a pourtant centradiction entre 1a généralité d’ une théorie mathématique et sa présentation
en tant que fransilion vers une autre. En s¢ proclamant novateur, Comte dirige notre regard sur
un ailleurs de son Trairé, et alors qu’il fournit le programme de legons orales & venir, il ajonte :

Cetie indication carac|éristigue peut suctout acquérir une vérituble importance envers I'enscignement
du caleal difiérentiel, qui constitue certainerment, aprés la géoanétrie wnalytigue, la pattie 1a plus dé-
cisive, et jusqu’ici la plus imparfaite de PinitiaGon mathématique'?.

Voila qui parait contredire aussi le discours de géomenes comme Michel Chasles, polytechni-
cien tout conune Comte, et pour qui la géomélrie devait rivaliser avec le Caleul, non le préparer,
et pouvait le supplanter tant dans les méthodes que dans les résultats. Comte ne cherche pas
cette vaine rivalité : en en faisant le tour, il entend donner A comprendre les limites mémes de
la géométrie analylique. El en particulier montrer gue la similitude, comme théorie, appartient
entigrement i la géométrie analytique.

Ce genre de préoccupations est typique des réflexions des enseignants; ils doivent en effet
Justifier, el d’abord & leurs propres yeux, la cohérence de ce gu’ils enseignent, tont en sachant
qu'il ¥ a un au delit de leur cnseignement, une mathématique qui se poursuit, et qui parviendra
miéme 4 modifier ce qu’ils enseignent. Moditier ne veut pas dire détruire.

Pour accaparer du savoir mathématique miais dans les limites raisonnables, Comre doit par-
venir & penser la simililude corme une opération — on dira bientét une transformation. Trans-
formation de quoi ? Est nécessairement cn jeu quelque chose qui s’apparente 4 'espace, cet
absent de la tradition evclidienne, que Descartes semble avoir trouvé par Uexpérience intel-
lectuelle de la mécanique sous le nom d'étendue. Pourtant, Comte n’invente pas 1'espace de la
géoméie. Suffira-t-11 de dire qu'il est sur la voie 7 Ceci n'est pas une remarque intéressante
pour historicn des mathématigues, ou alors il lui fandrait montrer comment Comte a influg
ceux qui aboutiront a ’espace euclidien. Et ce n'est pas ici le propos, qui est de saisir 1a dispo-
sition d'esprit dans laquelle Comte entend mettre son lecteur pour lui permettre de comprendre
autrement ce qu’il sait déja sur la similitude.

11 faut donc revenir & I’enseignement de 'époque de Comte, oi 'on distinguait entre 1a
similitude en tant qu'elle concerne des figures rectilignes, voire composée d’ares de cercle, et
celle visant des courbes. Et on le faisait au nom d’une rigueur : I'impossibilité de démontrer par
les ressources de Ta géometie dite €lémentaire le fait que deuy aires délinitées par des cowbes
semblables sont entre elles selon le carré du rapport de similitude, C'était méme devenu une
question de cours, diment posée a I'examen oral d’entiée & I'Ecole polytechnique. Comte ne
cherche pas 4 prétendie englober ce résultat général dans sa (héorie de lu similitude. Mais,
indigque-1-il, de tels prablemes de quadratue “sont aujound’bui congus, d'vne manidre trop cx-
clusive, comme ne pouvant jamais étre traités que par analyse transcendante”’?, De lagon
spectaculaire, Comte justifie par I'histoire vne élémentarisation de la géomgétrie, ¢'est-d-lire
une novvelle compréhension de la géométrie dans 1 ordre élémentaire.

On 3 maintznaut trop oublid 1a phase rapide, mais impérissable, que présente 1'hisioire de {3 géomé
trie modeene depuis Ja fondation de la géomdtrie analyligue par Descartes jusqu’s la découverle de
Tanalyae infinitésimale par Leibnilz. Dans ce mémorable intecvalle, plusisurs péométres, et surtoul
Wallis, ont heureusement concouru i développer et a systémaliser de plus en plus 1a théorie pénérale

YTEGA, p. VIL
BTeGA, p. 206,
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des quadratures par les seules ressources de Uanalyse ordingire; et ¢'est principalement pour perfec-
tionner ces premiers efforts que te caleal intdgral a ensvite €06 créd, tandis que le progrés de lathéaric
thes rangentes conduisail un calenl diftérentiel. 0 importe beaucoup gue la marche individuzlle de
Iinitiation géomélrigue reste toujours conforme 3 cetle gradation spontande du développement Lis-
lorigue, en caractérisant ici avec soin les moyens que compone, i cet dgard, I'analyse élémentaire,
el ui, quoique plis bomés qu’envers toates les questions antédeures, sont cependant bien plus
dlendus qu'on ne le suppose maintenant, sans aligrer 4 ailleurs cette indispensable exposition par
aucune vaine introduction déguisée de 'analyse transcendante™.

Voild une forte justification de {"intérét de histoire des mathématiques pour 'enseignement, Fi
Comte s’inscrit en fanx contre le récit “husserlien” qu’avait €laboré Tazare Carnot en 1797
avee ses Réflexiony sur la métaphysique du calcul infinitésimal, on se voyait Punité du Caleul
depuis son origine sous la diversité de ses formes. archimédienne, galiléenne, newtonienne,
leibnizienne, eulérienne, etc. Avec le Traitd, nous sommes aux premigres loges pour assister
& une utilisation didactique de "histoire, entendue comme progrés, Ce texte a done inspiré la
rédaction des programmes de mathéimatiques, au moins en France, tout av long de la oisieme
Reépublique, i partir e 1'assertion d’une “gradarion spontanée du déveioppement historigue™.

Et il nous faut comprendre I'expression de “partie imparfaite” que Comle a donnée pour
le Calcul : efle choque dans la mesure olt les historiens, en gros unammes, en atwibuent la
fondation & Cauchy et, précisément, dans ses cours &1’ Eeole Polytechnique entre 1814 et 1330,
en tout cas le socle communément admis en Europe jusqu’au XXM giscle, Comte ne considére
pas le Calcul conune terminé.

Comite déroge au consensus'®; c’est assez rare pour un mathématicien, ¢’est assez étonnam
pour un homme qui suit de prés la science; ¢'est exceptionnel pour vn enseignant. Voila bien
des raisons d'indiscipline pour inviter & lire Comte mathématicien, indépendamment méme de
sa philosophie,

Mais ne faisons pas serablant : cette philosophie intervient obligatoirement dans notre lec-
tre; Conte n’est pas un inconnu que I'on découvrirait par hasard aujourd hui. Je n"ai donc pas
besoin d'en présenter les grandes lignes.

Des guestions philesophiques 7 La géométrie comparée de Comte

Philosophique, dans I'ouvrage de Comte 1a question de I'identité est majeure, celle des
objets mathématiques comume celle des raisonmements. Car une identitd, on une équivalence,
gere les classements, Et il ne fait pas de doute que 'entreprise de géométrie de Comte ait pour
objectif d'ordonner le monde trop riche des objets de la géométiie, trop riche par Uhistoire en
particulier. II le soumet a des rangements, qui tiennent & la fois compte de la nature de ces
objets et de la facon dont on les a érablis. C'est-i-dire des raisonnements qui en ont [ail voir des
propri€tes et sont alors classables suivant leur généralité d°obtention de ces propriéiés. Le projet
st ausst, & la maniére des poupées gigognes, une organisation de la géométrie dlémentaire dans
le cadre plus vaste de la géométrie chargée de dire I'étendue. L'extrait étudid du texie de Corie
Pexprime en termes inhabituels powr un mathématicien, puisqu’il 5°agit de découvrir

HThGa, p. 206,

51y autant que Cornle a suivi I'ensei guement de Cauchy la premigre annde o celui-ci le donmadt, en 1814 : des
noles de cours sont restées dans les archives de Comite. Pourtant, Comte ne cite jamais Cavchy dans le cours de
philasophie positive Ty 415 un beae sujet de controverse & la frangaise, car réglée par le silence.
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les conditions précises de It similitude, ou de constater gue 1'identild d'espioe 0 exige puguns rela-

tion particuliére; question dont il serait superflu de faire ici ressortic expressément b haule impor-
olb

tance '™,

La similitude ne dépend pas des objets sur lesquels elle peut porter. Le projet d’un éémen-
taire de la géométrie analytique présuppose que ce qui sera rassemblé sous ce nom posside les
moyens de classer les objets traités, sans devoir faire appel 2 des techniques exogénes comme
les pracédés transcendants du caleul intégral, sans avoir & faire appel 3 la manipelation de
I'infini que permet le calcul infinitésimal, et sans requérir une complication ow tn contourne-
ment déraisonnable de ces méthodes'”. La géométrie analytique élémentaire a pour champ,
selon Comte, ce quelle peut classer. Clest en ce sens qu'elle est une struciure, dont Ia simili-
tude n’est qu'un élément’®,

Mais alors qu'elle est le fruit dune histoire, en a-t-elle encore une possible et un devenir ?
Comite pense que oui. done que la stucture peut encore évoluer. Par accroissement, non par
réorganisation. Sans que de nouveaux objels apparaissent nécessairement, Mais I'emploi du
mot “objet” est maladroil dans la description de la pensée géométrique de Comte, tout comme
chez Hilbert d'ailleurs. Chez 'un et chez I'autre, il ¥ a des questions ou problémes qui re-
quirent des solutions, ct les solutions sont intéressantes dans la mesure oft elle indiquent le
fond de la question posce, et donc la terminent. Chez Hilbert, ces questions sont issues des
seules mathématiques. Une question pour 1a géométrie chez Conite est 1a forme des courbes,
La similitude intervient 4 ce propos.

Chaque forme crée en effet son propre espace aux yeux de Comie, et la classification con-
siste & comparer les espaces ainsi établis. Comte annonce qu’il fant parvenir a une “géométrie
comparde™, non encore rationnellement établie, et qui peut-étre ne le powra jamais élre ; il
laissc done son champ & I'histoire 4 venir. L'objectil de cette gdométrie serait, en classant les
objets que sont les équations, den déduire automatiquement les formes correspondantes, ¢’est-
a-dirc les conrbes. De le faire non par intuition, mais par i’ immédiatets que confere 1 expérience
de la forme des courbes, et sans qu'un caleul s'interpose nécessairement, Naturellement, la 1€-
ciprogue devrail étre vraie; & une forme, faire correspondre 1'équation (de plus petit degréy &
laguelle elle répond.

C'est & un dictionnaire des formes que Comte voue le futur de la géométrie analytique.
Mais ce dictiommaire ne doit relever que de |'€lémentaire, ct la forme est donc congue comme
une conséquence de I'algebre qui powrrait se dire algébre polynomiale. En indiquant une lignée
de I'histoire, “I'espace algébrique” pomrait-on dire ct non Hespace euclidien, Comte la clét.
Cest par cette passible fermeture qu'il affirme philosopher sur les mathématigues, mieux que
les mathématiciens auxquels il reproche de ne pas savoir conclure, et de powrsujvre sans fin. La
fermeture n’est que conceptluelle. Les espaces provogués par les combes dans | conception de
Comte peuvent encore s'enrichir de formes relevant d'un au-dela de I'algebre, qui est le caloul
différentiel et intégral, le Calcul jugé cncore incomplet.

Comge est fascing par la vitalité qu’a procurée dans le passé la limitation définissant la
geometiie de la r2gle et du compas, Les méthodes ont é1€ enrichies en empéchant la dispersion.

BTEGA, p. 189,

"Comme I'ouvrage de Comte porte sur les courbes algébriques, 1a dérivation est une opération permise de la
géométrie élémentaiie, & elle reste dans Ialgébre polynomiale. Comite ne fera pas intervenir das idées de I théoric
des éguitions : 11 sait bien que cette théorie n’est pas véritablement faite, quoiqu'il n"ait pas lu Galois,

¥ Comie n'a aucunement imaging pour la géomdric la swucture d"algébre lindaire que nous i associons au-

Jourdwi : il est notable, par exemple, que les nombres complexes, les imaginaires de Descartes pourtant, saient

tatalement absents Ju Traird de Comue,

109




Lui-méme ne peni évidemment pas se limiter 4 ces deux instruments puisqu’il envisage a pri-
ort la géoméirie dans les trois dimensions, et chacun voit qu'une sphére ne peut se construire
avec Une régle et un compas. T choisit done la limitation par 1'élémentaire de 1'algébre des
polyndmes, parce qu’il en espére un progrés pour la conception de Pespace que §’ai qualifi€
d'algébrique.

Qu’indiguera le dictionnaire préva ? Dictionnaire de Iespace et des formes qui le strue-
turent 7 Dans et pour l'espace, Conile dislingue ce qui reléve de la grandeur, de la forme et
de la position. L'analyse, par vocation et function historique, réduit tout & la grandeur— elle
est quantitative— mais le guantitatif a réussi a fixer aussi la position. Tel cst précisément le
role dévolu A ka méthode des courdonnées, dont I'ouvrage de Comte constitue une réflexion
philosophigue sur son sens historigue. Quant i la forme, clie se déduit “indirectement, 4 Iaide
de combinaisons convenables™!®. Convenable, ¢ mot est plutdt d’un celui d’un grammairien, et
la synlaxe de fa géométric analytique consistera en ces combinaisons la, sous la restriction que
celles-ci relévent de I'élémentaive, Provoqués par L'étude de telle ou telle courbe pour en dire
I'espace ainsi construit, les néeessaires changements de 1epére devenaient une partie propre de
la géométrie.

La similitude n’est done concuc que comme un outil apte i dire des résultals qui ne tiennent
pis & I'espace de telle on telle courbe, La similitode chez Comte n'est une wansformation de
I'espace qu'en ce sens [a.

Un exemple est frappant, celui o il se donne une forme courbe dans le plan (figure 1) et
organise un discours pour lui associer wne équation polynomiale : il ne tente pas une interpola-
tion par points 4 la maniére de P approximation i laquelle les ordinateurs nous ont habitués: Son
empirisme tente d’ateindie la forme en se focalisant sur Tes singularités reconnues de la courbe,
exprimables analytiquement, tangentes horizontales ou verticales qui sont des extrémums, in-
flexions oii change la courbure, convexité et concavité se répondant®”.
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U TEGA, p. 10,

21 4 courbe en question est @ priss posée sous 1a forme du caned de y dgal 4 un quotient de deux polyndmes, L
numérateur étant une lonction linéaire, et le dénominateur étant une fonction affine du came de z. W3 agit o ajuster
ensuite les (rois coefficients que ces polyndmes comportent.

1

Incidemment, puisque Comte range en géométrie analytique tout ce qui, avjourd hui, fail
partie de I"étude élémentaire des fonctions, en gros 1'essentiel de I apprentissage mathématique
dans les bycées frangais, on pourrait trrouver la sa marque encore visible dans ordre péda-
gugique, sa marque historique parce qu’ayant figeé un mouvement mathématique de la représen-
tation des courbes.

Son ambition est d’obtenir une connalssance des formes de 'espace par le biais d'un classe-
nment qui ne soit pas réductenr du mouvement historique qui le porte. d'Buclide 4 Descartes.
C'est cela la géométrie comparée. 11 v a done I"espoir de susciter une classification “naturelie”,
celie-ci 5’opposant & Iartificialité des classifications présentes.

Plus on méditera sur ce grand sujet de philosophie géométrique, i peine entrevu jusqu’ici, mieux an
senlira que la classification des courbes planes d'apeis les degris de leurs équalions n'est pas plus
rationnelle, au fond. gue ne le serait une classification zoologique fondée sur la couleur ou sur la
tille, ete., indépendamment de toute profonde comparaison crganigue® .

A ce programme répondent les nombrenx traités sur les courbes spéciales du début du XXHme
siecle??, dans lesquels la faune des courbes est décrite 3 la double manitre de 1" histotre naturelle.
D'une part, le naturel qui est une manidre systématique a partir de toutes les représentations
posgibles avec tablean des “singularités”, on plutds pour erployer le langage comtien mais aussi
cartésien, les affections de ces courbes. I autre part, une manigre de curiosité qui se manifeste
par Uexhibition des propriétés évogquées par tel ou tel mathématicien, et qui paraissent ainsi
provenir de 1 histoire {mot qui fignre bien dang histoire naturelle).

Ces traités ont toujours embarrassé les mathématiciens, rebelles au genre de Tencyclopédie.
1l est difficile de voir en ces traités In genése de la géométrie algébrique, mais on peul penser que
celle-ci put débuier en réaction, afin de metore de I’ordre dans Te fouillis de toutes les courbes??.

Il est possible de lire ailleurs, tellement ailleurs que je suis st de ne pouvoir qualifier
cet ailleurs de suite de Comte que par son (rait devenu élémentaire. La postérité véritable-
ment mathématique de I'idée de Comte est en théorie des fonctions analytiques Ie théoréme de
Mittag-Leffler qui domne a priori la forme d’une fonction méromorphe lorsque 1'on en connait
suffisamment bien les singularités (parties polairesy™. Le classement des singularités est une
synthése © il termine 1" étude des formes analytiques.

Faute de pouvoir réaliser la “juste” classification qu'exigerait la géoméuie comparde, faute
donc de disposer de moyens de comparaison entre chacun des espaces associé a chaque courbe,
Comte cherche I'identité des cowbes. Que dit-on d’autre gu’une identité de forme, en effet,
quand on asstre que toutes les paraboles sont sewblables ¥ Comme d’ailleurs tous les cercles,

Y TEGA, p. 230,

22Les plus connus de ces traités sont ceux du Pormgais Francesco Gomes Teixcira (Trairté des courbes spéciales
remavigrables planes et ganches, Coimbre, Imp. de U Université, 1908-1915; aprés une premiére version en es-
pagned, Tratads de fos curves especiales nofabley, publide 3 Madrid en 1905), de 'lalien Gino Lotiu (Speziatle
algebratsche und ranscendente ebene Kurven, Theore und Geschichre, BG. Teubner, 1902, traduit de Uitalien
par von Fritz Schutte), de I Allemand Heinrich Wisleitner (Spezietle ebette Kurven, Leipzig; G.J. Goschen, 1908),
de Frangais Henri Pierre Jean Brocard (Courbes géontédtriques renarquables, Pacls, 1919), ef jusqu’a I Aunéricain
Robert Carl Yaies, mais éonvant beaucoup plus tard (4 Handbook on Curves and their Properties, Ann Arbor, TW,
Erlwards, 1947).

P différence est alors notable avee les onvrages menlionnés dans 1a note précédente, comme on peut le con-
slater par exemple sur I'ouveage de Fededpo Endques, Courbrey of fonrctony alpdbriques f une varichle, ttad,
ir. de M. Legaut, Pads, Gauthier-Villars, 1926, T est intéressant de noter les différences en consultant 1a bibli-
veraplie §'une courte période founie par H. Wieleitmer, Bibllographie der hiheren Algebraische Koven fiir die
Zeftabschmirten 1893-7904, Leipzig, Goschen, 1905,

Zypir W. Rudin, Anailyse réeile ot complexe, trad, ), Dhombres, Paris, Duned, 1998, chapite 13
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ou toutes les cissoides | Question associde, pourquoi y-a-t-il plusicurs espéees d’ellipses ou
d’hyperboles, la classification par Ia similitude dépendant alors de I'excentricité. En toul cas,
puisque les différentes coniques se comportent différeniment pour la similitude, 'identité de
toutes les paraboles ne se résoudra pas par la seule classification cartéstennc a partir du degrd
des courbes algébriques. Aussi utile gu'il puissc paraitre. le degré n'est vraiment pas le bon
critére de classification des courbes. Cependant, Comte travaille & contre-courant du mouve-
nent de la géoméuie intrinséque et anticartésienne; selon i, la méthode des coordonnées,
loin de dépasséder la géométric de ses attributs phénoménclogiques — la forme des courbes
pur exemple - procurc & ccux-ci leur “solution” pleinement générale, d’aprés une convenable
réduction du concret 4 | abstrait®®.

Selon Comte, i1 n'est pas plus nécessaire de revenir a un avant de la géométrie analytique
qu’il ne [aut la dépasser par une nouvelle théorie. 1l weste seulement, dans le cadee analytique
auquel il se restreint, 4 abstraire des propricétés des espaces, ¢’est-a-dire i concevoir de nouveaux
ESPaces.

Similitode de deux paraboles

Quelle garantie ¥ a-t-il que la géomérrie analytique élémentaire puisse égler 1a question
de I'identité des courbes, leur similitude ? L'ancienne géométrie, celle des Grecs, ne powvait
raisonner sur des courbes en général; et Conte a éliminé d’emblée tout raisonnement qui joue
de I'infini, par exemple par passage & la limite a partir de la triangulation des courbes. Tl se prive
ainsi de toute algébre homologique, alors méme que Cauchy venait de montrer, avec Ia théorie
des fonctions holomorphes, tout le jeu possible sur la forme des courbes, forme enfendue en un
sens différent de celui de Comite®. Aussi, la technique qui va permettre de dire la similitude
des courbes doit remonfer au plus ancien, & Ia signification phénoménoclogique méme de 1a
similimde, telle gqu’elle apparait chez Euclide parlant de triangles semblables et avec comme
fignre type celle que nous doonons an théorénie dit de Thalés. Le retour & Euclide n'est pas un
luxe © il est imposé. Mais Comte assure qu’il est contenu dans I'idée de géométrie analylque
chez Descartes. Ce dernier n"a-t-i1 pas assuré qu’il n’avait besoin pour sa Géomeérrie que du
théoreme de Thalés et du théorénie de Pylhagore !

Le paint de voe est alors, ponr démentrer la simililude de deux courbes, de vérifier que
sont nécessairenient semblables deux wiangles générigues construils dans chacune des courbes.
Yoili le général qui consiste & wouver dans “'espace™ de chacune des courbes deux couples de
points destinés i étre homologues, Par exemple les fovers F' et £ pour les paraboles P et P,
et un point commun § aux deux courbes, point dovble de 1"homologie attendue. Dés lors, sont
géndrigues les deux triangles OF M ot OF' M7 ayant pour bases les deux segments homologues
O et OF”, et pour sommet respectivement les points M et 447 situés sur une méme droite
issue de O et coupant cn A7 ¢t M les deux courbes {figure 2).

La similitude de ces deux triangles se constate par 1”égalité de deux angles ¢ et ¢'. Egalité
que, ellement adaptée b la généralité de la courbe, }équation cartésienne des covrbes perimet

STEGA, p. 7.

®Une fois de plos, les wavaux de Cauchy sonl évitds par Comte; il y aursit wne étude fine & fire sur
Iantagonizme intellzctuel des deox howmmes. Llun des ces arragonisines fienl au pport s Ques que met
en plice Uenseignement et la responsabilité qu'il procure, Caucty n'a pas su eréer awtour de lui une éeole, n'a
pas tettd de faire (nictibier chez les autres ses propres résultats. Ao maoment on Comte €orit son Traité, le jeume
Liouville abandonne toute revendication d'originalité sur le théaréme qui pores son nom (towte Fonction entigre
bornée est une constanie), cir Cauchy prélend gu'il s"agit &' vne conséquence de sa théode (oo qui est veai), et gu'il
U'avait indiquée dji (ce qui est faux sl 1'on donne 1w verbe “indiguer” une sipnification publiyue),
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de vérifier. Le point 1/ étant sur la droite de pente m passant par I origine, et I'équation de la
parahole étant admise, 3? = 2pz, Comte vérifie que 1a tangente de I’angle & est indépendante
2
du parametre p puisque 'on a tge -~ —,_‘.;j Four compléter cette prenve, il est nécessaire de
- 2
remonter i la définition focale d'une parabole, qui est la définition premigre selon Comte gui
s'est débarrazzé d'une définition spatiale par le cone, “1'équation du lieo d'un point toujours
équidistant d'un point fixe et d'une droite fixe””, Dans des axes convenables vient done y* =
2pa.

Figure 2

il 5'agit de la Agure 39 du Truid de Comte, 4 laquelle 2 1€ rajoutéz quelques betires,

De cette mamére, il est facile de déduire que toutes les paraboles sont semblables ot que sont
semblables toutes les ellipses de méme excentricité, ele. Un critére d’identité des courbes a été
trouvé. 1 fonctionne swrl’équation @ de sorte que, quelle qu’en soit Iorigine — section de céne a
basc circulaire par un plan paralléle 4 une des génératrices, construction par foyer ct directrice,
trajectoire d’un boulel de canon —, toute parabole se raméne & une €quation rapportée a des axes
de coordonnges convenables ol inlervient un parameélre, le “paranétre” méme si l'on adopte
la tenminologie sur les coniques remonlant en frangais & Hérigone au XVIE™ sigcle (dans un
livre paru un peu avant la Géomérrie de Descartes).

La signification péométrique, ou issue d"Apollonus, de ce param@ue ne joue aucun rile
dans I'établissement de la similitude de toutes les paraboles, Comte eeuvre a faire “oublier™
ce sens ancien du paramétre au profit de celvi de coefficient dans 1'équation. Comie a dong
rénssi dans le monde scolaire : bien peu d'éléves savent lire le paramétre sur le dessin d'une
parabole, ¢t I'équation lewr parait indispensable pour le faire surgir, Il est étonnant gue les
maitres d aujourd hui reprochent cette ignorance aux €léves, alors qu'il ¥ a en oubli organisé
par la géométrie analytique elle-méme. La signification intrinséque du parametre & changé
d" Apollenius & Descartes. C'est Comte qui assume le seul nouvean sens comme un éiémentaire.

Pourquoi ne pas s'aréter 14 7 Comte ne serait pas un géométre s'il ne dépassait pas ce
calcul afn d'en saisir la signification. C'est-a-dire s°il ne débarragsait pas ie raisonnement de
ce qui le complique ou le localise par le choix d'axes de 1éférence convenables, Mais il ne
serait pas cohérent dans son entreprise philosophigue s'il ne déduisait 1a similimde de 1'aspect
méme de 1" équation qui doit dire que dans le genre parabole il n'y a pas d’espéces, alors méme
quiinfervient un pacaméte, donc a prior différentes courbes.

TTEGA, p. 64,
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Partant d"une propriété phénonénologique de la similitude des figures rectilignes — “T1 suf-
(it de lourner un seul c6té parallélement & son homologue, pour que tous les autres se dirigent
d'eux-mémes parallélement aux leurs™ — il 'adapte au ¢as des courbes. Bt découvre la simili-
tude comme propriété fonctionnelle (¢lasse de fonctions invariantes par homothétie). Il va plus
loin. Tl congoit la similitude en elle-méme, car elle revient 4 “une transposition d’axes indéter-
minée, portant A la fois sur la direction et origine”™8. La similitude porte sur le repére, et ceci
vaut pour toutes les courbes. Quelle différence entre espace et repere ? La différence qu'il y a
cntrc la pensée géométrique de Comte et celle de Bourbaki.

Kt Comte en déduit le moven analytique et “élémentaire™ de vérifier la similitude de deux
courbes données par leurs équations dans des axes cartésiens quelcongues par une extension
marnafesie de la méthode des indétenninées de Descartes.

On examinera s'il devient possible &% identifier les deux équations
Folw'cos ' — ¢ sin X" + o, 0’ sin X¥ 4 p cos X' 401 =0, fy{ma, my) =1,

en disposant convenablement des quatre constantes achitraices re, o, b, et X7 dont las valeurs, nulle-
ment élrangéres i la question, délermineront le rapport lindaire des denx cowrbeas, 81 feront en mime
temps connaitre exactement en guot consists la diversité effective de lews simations achaellas™.

La similitude se repére indépendamment des figures auxquelles elle peut s"appliquer; elle est
en ce sens opération d'espace parce qu'elle affecte certains changements de repére cartésiens,
indépendamment de ce qu’ils permettent de repérer. I'ai omis ce passage dans Pextrair du texte
de Comite fourni pour commencer, parce que me parait plus intéressant J’aller plus loin, de lire
Plus.

Comte ne termine pas ici sa théorie. Il éprouve le besoin d'expliguer plus, mais it qualifie ce
plns de “méthode subsidiaire™. Elle est efficace, mais elle n'est pas générale. Conite inclique-
t-il ainsi que le dernier mot n’est pas fourni, et gue la géométiie, méme élémentaire, n'est pas
terminge 7

Son raisonnement consiste a dire que, sur I"équation gduite d’une courbe, la similitude
mpose une proportionnalité et donne une relation de moins que ce que donnerait 1'identité
effective de deux conrbes, calculée par la méthode des indétermindes de Descartes. Dés lors, de
la considération directe de I’équalion réduite d’une parabole, y* = 2px, on déduit sans calcul,
par examen de la seule dépendance du paramétre p, que toutes lcs paraboles sont semblables™.
De méme de 1a seule équation E; + %’; = 1 on déduit que qu’il ¥ ait similitude entre deux ellipses
£ et &' i} faut qu'existe un réel m tel que a = ma' et b = mb, soit § = ‘;— Daonc seules les
ellipses de méme excentricité sont semblables.

La question philosophique de L'identité des courbes a débouché sur un procéde géométrique-
ment €légant de reconnaissance des formes sewbiables.

Un voit gu'one lelle marche revient, en d'aubres termes, 3 déduire les conditions de a similitude de
celles de Tidentitd, en considérant, 0" vne parl, que le nombre des unes doit toujours étee inférienr
d'une unité & celai des autres, ol dune autre part, que les diverses égalitds lingaires siimeltandment
prescrites par celles-ci doivent se changer en stmples proportiommalités pour celles-1a.3!

BTEGA, p. 200.

BTG4, p. 200. Cette portion du texte ne figure pas dans le docnnent foursi, car je souhaitais attiver 1" attenticn
sur autre chose.

B Atnst, avee fiix, g, p1) = p° - e = 0, I'homothétie foumit fy (ma, vy, p1) = i — dpyme = 0, svil
Folwyn, pal = 3% — 2Py = 0, OU #RCOTE £ (0, 1, o’ = 0, AVEC COMMME PATANEIE NOUVEN, pz — 773 /710,

MTEGA, p. 203.
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Dans cette méthode, la difficulté réside dans le sens & donner a I'éguation réduite, ou cano-
nique, d'une courbe, cette équation grice i laquelle se résoudrait le probléme de la géométrie
comparée. Le piobleme du bon choix des axes de référence pour une couwrbe donnde, chaix qui
délermine 1'éguation rédnite, revient chez Comle i caractériser I'espace associé 4 la courbe.

L*espace selon Comte

Meéme 5°il ne s’agit dans I'exemple traité que de géométric plane, en reprenant toute
la démarche suivie on saisil la conception que sc fait Comte de 'espace géométrique. Donc
on e situe historiquement parce gque ce n'est plus notre conception. ou plutél ce n'est plus la
conception que suggérent les progranumes de Ienseignement des mathématiques.

L'espace, chez Comte, est ce qui permet le raisonnement en vuc du classemeni des formes, et
ce qui regle la reconnaissance de leur identité. L'espace n'est pas une catégorie de la sensibilité,
mais un outil. Dont il serait vain de voulonr démontrer I'existence, ou éablir qu'il posséde
une réalité physique. Car il y a plusiewrs espaces. selon les courbes algébriques considérdes,
Ce n'est pas plus un lien indifférencié, qui ne serail représenté que par le jeu algébrique des
coordonnées une fois adopté un repére.

51 la trés grande majorité des figures fournies par Comte dressent impéricusement les deux
axes rectangulaires, et indiquent dtiment OX et OF, ¢’est a titre d'un ordre arbitrairement dis-
posé sur les formes et selon la régle fameuse du Discours de la méthode. Le mot “coordonndes”
est remarguablement adapté 4 cette conception, ¢t il définit la position. Ce sont les coordonnées
ou le repére qui permettent de parler d'unc droite et d’une gauche, d’un haut et d’vn bas, fout
un vocabulaire moins conventicnnel qu’ordonné en vue d'une reconnaissance des formes., Et
toul ceci dés ke cas de U'cspace des droites, auquel il serait bon de réserver un nom, le rectil-
inéaire. Car I'on comprend }'un des 16les du repere, outil certes, mais outil désormais réglé par
le rectilingaire puisque les changements d’échelle s'en déduisent. Une droite n’est rectilinéaire
qu’en comparaison d’autres droites, et d’abord celles du repére canésien. A un coefficient prés
de normalisation (ﬁ) . et i un signe prés d’orentation, 'expression ax + by + ¢ fournit
directement la distance du point de coordonnées (. y) 4 la droite d'éguation ax + by + ¢ = G.
Bien siir, si ceife droite est 'axe des y{« = 0. cette distance est tout situplement z, ka coordon-
née. En ce sens, parce qu’elle est toujours repére possible, une seule droite crée tout 1'espace
du rectilinéaire™.

D’autres espaces viennent avec d’autres courbes et elles sont congues comme des fonctions
polynomiales. Ainsi le fover de la parabole n'est pas seulement 1ié a la parabole, quoique non
situ€ sur cette courbe considérée comume un ensemble de poinls ; il est une fagon d'organiser
I"espace de la parabole. Il permet, on 1'a vu par I'égquation, de déterminer I'identité entre toutes
les paraboles,

Alors qu'il cherche i domner I’ équation cartésicnne de la parabole A partir de la définition par
directrice et foyer, Comte parle distinclement des “documents” qui vont lui permettre de choisir
le plus convenablenient les axes du repérage®®. Parmi ces documents figurent, en géométrie, les
explications d’analyse de la variation des fonctions, cxtremum, tangentes horizontales ou verti-
cales, etc. Mais ces documents peuvent ére purcment algébrigques. Le fover est ainsi ce point

de hanalisation en histoire des sciences, in F. E Staffel, P Badelet-de Grave, Les “enfanis natoee]s’ de Descartes,
Réwminiscience, 4, Brepols, 2000, pp. 27-78,

11 prend bien site 'axe de la parahole comime premigre drsite de repére, mais abandonne ta divectrice an vu
de 1"équation cartésiznos, car une paraflzle a cette deobte 3 distance p/2 du toyer lui parail préférable, donnant
I" équation réduite : n'intervient en effet qu'one seuls fois le paramétre.
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a partir dugue!l la distance & tout point de la parabole cst une fonction affine des coordonnées ;
V0 — a2+ [ — 002 = aic + by 4 ¢, 0l (v, 3) sont les coordonnées du foyer. Que le foyer
soit le seul point possédant cette propriélé, évidente selon la définition par fover et directrice
d’une parabole, se confirme par la forme géométrique de 1a parabole : au moven d'une propriété
de pure reptésentalion algébrique, celle-ci structure effectivement un espace.

L'espace n'est done pus le licu d’une improbable géométrie intrinséque ; il est 'outi] qui
permet de nomuner rigoureusement telle ou telle forme, comme par exemple la parabole que
Jjamais un seul dessin ne permetira de nommer autrement que cette parabole 1a. L'espace est
CONCU conlme une iransflormation sémantigque, de cette parabole & a Ja parahole.

On ajouterait de I'inutile, ou une conception trop élargie a la Felix Klein, en disant que
I'espace est le licu des transformations qui permettent de repérer I'identique. Méme si 'on
précisait que c'est t¢ liew sur lequel opére le groupe des similitudes, Pour Comte, I'espace est
ce groupe ¢t il parle d ailleurs de “transpositions d’axes indétermings”, Mais, selon lui, le futur
de la géomeétrie ne se réduit pas 4 1'étude des changements d’axes : ceux-ci sont un outil pour
la question de )'identité, outil rendu nécessaire par la pensde péoménique en tant qu'elle est
analytique, et outil devenu ohjet. C’est la similitude, qui n'a rien d’autre & révéler, car elle est
Uissue positive et compléte de la réflexion mathématique sur ce chapitre. Comte sait clore un
sujet. On le ui a beaucoup reproché. Cest anssi une forte méthode d’enseignement.

ANNEXE
Table abrégée des matiéres contennes daus le
Traité élémentaire de géoméitrie annlytigue
GEOMETRIE PLANE

PREMIERE PARTIE
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d'apris leur pénération, et premiére éhauche de 1a discussion gémnélrique de ces
dquations (Dix exeraples de la droile & 10 cissoided. ... pp. 47 2 85
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QUATRIEME PARTIE
Elude spériale des conrbes du sevond degré

Chapitre Premier  Théorie des foyers et des directtiCes. v, pp. 3012311
Clhapitre I Théurie de 1o PAaBOlE. ... e e e e s e e e s C3La3s
Chapitre III Théore de I'ellipse..... . 339 2368
Chapive TV Théorie de hyperbole o368 & 190
Chapitre ¥ Appréziation des courbes du second degré comme seetions COngues. .o .
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Chapitre ¥ Application géndrale de I'émde de la conrbe planz i la construction des éguations
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GEOMETRIE DANS L'ESPACE

PREMIERE PARTIE
Introduclion génfrale

Chapitre Premder  Notioms Fondamentales (systémes de coordonnézs, surfaces ef équations 3 rois
variables, représcatation analytique, représentation géoméirigue, imperlections
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névessaire de 1a ciassilication des swefaces sur celle des lpues) .

Chapitre Il Théorie des suclaces cylindriques - pp- 50433511
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DOSSIER 2, ETABLI PAR PATRICIA RADELET-DI GRAVE

Le mouvement des projectiles d’aprés Galilée

Le theme des coniques est central dons "histoire des mathématiques et permet de la par-
courir de I Antiquité anx Terops Modemes. Ce theme joue un réle particulier dans les relations
enfre mathématiques et physique. En effet, lorsque 1’on renoncera au cercle parfail de Platon
conume description des mouvements, les conigues le remplaceront, principalement Uellipse et
1a parabole. 1 abandon de I’orbite circulaire au profit de ’elliptique par Kepler est rapidement
suivi par la proposition que fait Galilée du mouvement paraboligque pour les projectiles. Etil ne
faudra plus attendre que cinquante ans avant que Newlon ne montre I'unité, via les coniques ¢t
la gravitation universelle, de ces deux types de mouvements, célestes et terrestres. Le fait que
Ton renonce au cercle, dans le contexte physique du mouvement des masses, pour le remplacer
par des objets mathématiquement émdiés depuis Apollonivs, ne peut que faire réfiéchir celui
qui s"interroge sur les rapports entre physique et mathématigques,

Cette question interpelle d’autant plus fortement anjourd'hui que nous savons gue ces coni-
ques ne fourmissent pas la description parfaite du inouvement des corps célestes, mais en con-
stituent une bonne approximation. Que s'est-il pasgé? N'a-f-on [ait appel aux coniques que
parce gu’elles avaient fait I'objet d'études approfondies? Dans quelle mesure ka nature présente-
t-elle réellement ces coniques? Nons ne tenterons pas de répondre & ces questions dans cc qui
suit, mais le fait qu'elle se pose nous seble justifier I'intérét que 'on peut potter a la lecture
de travaux anciens et fondalewrs. Il nous a dés lors semblé intéressant d'analvser en détail le
texte de Gaiilée sur le mouvernent des projectiles. Texte qui constitue {a quatrizme et derniére
journée des Discorsi ¢ dimostrazioni maremariche publiés en 1638, Qutre U'importance du 1exte
lui-méme, il nous a paru d’autant plus précicux que Galilge s'y veut professeur et qui plus est
professeur du plus grand nombre, Son stvle, I'organisation du texte ne sont pas établis 4 la
Iégere el méritent notre attention. Galilée entendait que son texte it lu sans intermédiaire.

Nuotre élude est destinée au professeur qui, enseignant les mathématiques et plus précisé-
ment les propriétés de la parabole, désire illustrer son cours par un texte. Sa lecture trouverait
également sa place dans un cours de mécanique et il nous semble important de souligner que
c’est précisément dans le mariage de ces deux disciplines que réside I'un des enseignements les
plus profonds de ce texte.

DU MOLVEMENT DES FROJECTILES

Extraits du texte orpinal’

Théuréme I - Proposition I

Un projectle gu’entraine un mowvement composé d'un mouvement havizowtal wnifonne el d un
mouvenent nalutellement aceéléré vers le bas, décrit an cours de son déplacement une trajectoire
demi-parabolique.

' Discorsi e dimostrazioni mathematiche intorne 4 due nunve scienze Attenenti alla Mecaniva & | Mavimenfi
Locafi ful publié, comne on 1 ut le voir sur 1a eproduction de la page de dire (Big. 13, & Leiden chez Tisovier,
en 1638, I est reproduil au vodwne VUL fo Opere df Galiles Galilel, Bdizione nazionale, Ed. Favaro, Barhera,
Firenze, 1890-1909, pp, 9-318. Nous nous baszrons sur la raduction frangaise publide par M. Clavalin, Phifoso-
phies pour Udge de la sefence. Armand Coling 1970, olt nous avons cordgé quelyues fautes de frappe dans les
dénominations des points. Ce texte sera référé selon Diseors,
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SALVIATI : Je désire an contraire que vous les compreniez et grice, 3 I'anteur Jui-méme qui,
forsqu’il me permit de voir son travail et parce que je n'avais pas non plus 4 ma disposition les
Hvres d' Apollonius, s'efforga de me démantrer sans qu’aucune connalssance particuligre snit teg-
uiss, deux des proprictés essentielles de Ta parabole - les seules dont nous ayons besoin dans le
present baitg, Ces propriéeés sont dgaleinent élablies par Apolionivs, mais aprés de nombreuses
autres quil serait wop long d'examiner; aussi inon intention est-elle de suivee une vole plus brave,
en dérivant purernent et simplement la premiére propriété de la génération de 1a parabole, et 2n
m'appuyant sur elle pour obtenir immédiatement Ly démonstration de la seconde. Soil done 1a pee-
mitre, de ces propridds.

Figure 2

Représenions-nous un cone droit avec ls cercle #dke pour base et pour sommet ¢ Point { ;51 on
le coupe par un plan paralléle au cOts [k, on obtiendra la section buc. appelée parabole: sa base bo
coupe & angle droil le diamétoe ik Ju cercle {bke, et son axe ad est paralléle av ¢6té (k. Prenons un
poii quelcongue f sur la ligne & fo et menons la droite fe parallele & la base bd : je dis que le carxé
de bef @ au careé de fe méme capport que I'axe da A su partie ce. Par le point e faisons passer un
plan parailéle an cercle fbkc qui produira dans le cdne une section circulaire dont ie diamérre sera
ta ligne gef @ comme bd est perpendiculaire au diametre 58 du cercle (b, fe carré de bd sera dgal
au rectangle formé par id et di; et de méme dans le cercle supéricar qui passe pax les poinds g, f, &,
le carré de fe sera €ral au rectangle forme par ge et el : par conséquent le carré de bd aura le carré
de fele méme rapport gue le rectangle 4k au rectangle pek. Mais puisque ed est paralizle i Lk, =k
et 2k qui sont également paralleles seront égaus; le rectangle dk aura ainsi avec le reclangle geh
méme rappoit que id avec ge, ¢'est-a-dire que de avec ae ; par conséquent entre le rectangle ik et
le rectangle geh, ¢'est-d-dire entre le caté de b et le carré de fe, existera le inBme rapport qu'entre
Taxe da et sa partie ae, ce qu’il fallait démontrer,

Quant 4 la deuxitme proposition nécessaire i la prévente dtude, nous I'éablirons contme sgit.
Tragons une parabole dont 'axe ca est prolongé vers I'extdrieur jusqu’en 2. ef par un point b quel-
condue menons la ligne be paralléle i la base de Ta parabole; sinows prenons do de méms longuewr
que la pattie ez de I'axe, je dis alors que la droite tirde par les paints o et b ne tfainbe pas 4 17intérigu

Figie 3

de la parabote, mais b 'extérienr, et de telle fagon qu'elle lui est tingente au point 5, Supposons.
en effet, si cela est possible, (u’elie lembe i I'intérieur de la parabole, qu'elle la coupe en haut ou,
aprés avoir &t prolongde, en bas, el soil sur cetle lipne un point g guelcongue par lequel on fait
passer la dioitz fge. Commune Je carmé de fe est plus grand que le carré de ge, il y aura entrz le canré
de fe et e cumé de be un rapport plus grand qu'enire ke carré de ge et Te cammé de bo; et puisque,
draprés L proposition précédente, le caré de fe estan carré de be comme ea est & ae, e sera avec
ac dans un rapporl plus grand que e caced de ge avec e cané de be ¢'est-d-dire que le carrd de =d
avee le camé de de (en effet, d*aprds les tdangles dge [et dbe], ge est avec be comune ed avec de;
mais Ta ligne ec est avec la ligne ac, o'est-d-dire avee ad, dans le meme rapport que le quadtuple
du rectangle o avec le quadruple du camé de od, ou encore avec le camé de od {lequel est épal a
quatre fois le carré de adl) © par consdquent le quadmple du recrangle cod aura avec le cané de do
un tappart plus grand que ke caré de ed avec le caerd de dr, et le quadruple du reclangle ead sera
plus grand que le carré de ed; or cela est faux, et il est phus petit, puisque 1es parties ea et e de la
lighe ed ne sond pas épales, Alnsi la droite b est rangenee i ta parabole en &, et e 12 coups pas ce
qué I'on devait démontrer.

SALVIATL : ... Nous pouvons done reprendre le exte pour voir comment il démontre $a premiére

propostion, dans laguelle it entend rowver que 1a trajectoire déerite par un mobile pesant, aloss qu'il
descend d'un mouvemnent compos d'un mouvement hoerizontal vnifonns et du mouvement nature?
de chute, est une demi-parabole. Soit une ligne harizontede vu un plan &b, sitae en hautcur, ot sur
lequel un mobile se mewt d'en mouvemend unifonne de @ vers b; si le supporl que fournit le plan,
disparait en b, le mobile acquerra en autre, du 11l de sa gravité, un mouvement natusel vers ie bas l¢
loug de la pespendicuiaire . Prolongeons direciement le plan ob par la ligne b=, pour représenter
I"écoulement ou la mesare du ferops ¢ sur celle-ci marquons arbitrairement du nombre quelcongus
d'intervaltes de temps dpaux, &c, od, des des points b, o, ¢, abalssons des lignes dquidistantes de
la paraligle dn; sur ly premige de celles-ci prenons une distance quelconqus ci, puis sur la seivants
une distance quadvuptle df, sur Ta troisiéme une distance neuf fois plus grande e, e ainsi de suite
sur les awives lignes en suivia la proportion des cacrés de ob, 26, ob, ou encore en raison double da
ces ndimes lignes. Sinous supposons qu'an mobile eatraing d'un mouvement unifonne de b vers ¢
sultiten wéine lemps une descente perpendicolaire égale a o, & la fin de ' ntervalle de temps be il se
trpverd en £, Le mouvement continaant, i la in de Iintervalte dz temps «f, double de bz, 1a distance
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Figure 4

parcowme vers le bas sera le quadruple de la premiére distance ¢i; on a en offet démontré, dans le
Iraité précédent, que, les espaces parcounis par un corps grave animé dun mouvemend acodldrd,
Samik comume les carés des temps; pac conséguent la distance &, Iranchie pengiod Le temps b, sera
comme Y, d'ob il s’ensuit mantestement que les espaces <k, df, 01 soul @ntre eux comune les camsés
des lipnes eb, b, cb Menons mahitenant des points 4, F, &, les droites {a, fg, Al équidistantes de
be: @ Yes lignes Al fg,i0, setont dgides respectivernent aux lignes b, db, ob de leur coté les lignes
b, by, bi seront Egales aw lignes of, 4f, oh; le camé de ! sera an card de fg comme la ligne 6
alaligne Ay, el le carré dde fg, sera au cané de fo, comme gb est 3 bo : par conséquent les points
iy fo 0 sauk situds sur unge sedle el méme parabole. On démontrera de la mdme fagon, en prenant
une nombre quelcongue intervalles de emps égaux et d'une grandeur arbiteaire que, 1o poinis
par Jescpueds passe unomobile animé d'un mouvement senblablement composé pendant ces mémes
intervalles de tempy s rouvent sur une méme ligne parsbolique, D' ob résulte notrs proposition.

SAGREDO : Ou ne peut nier que le raisonnement soil nouvean, Ingénieux et concluant; il n’en
procéde pas moins ex suppositione, ¢ar il suppose que le mouvement transversal demeure toujonrs
unitorme, que le mouvement vers le bas conserve de méme som mods propre qui est daccélérer
comstamment en proposition du cacré des temps, enfin gue ces monvements et lears vitesses, en se
combinant. ne s"altérent ni ne se génent, en sarle que la trajectoire du projectile, tout au long du
mauvement, ne subit ancune wransformation de narure ; or cela, & mon avis, est impossibla. Car
<'est un fait que I'axe de la parabolc le long duguel nous admetions que s'etfecrue le mowvement
naturel des graves, se terming, par suite de sa perpendicularitd i I’horizon, au centre de 1z Tere, et
<'est un auire fait que 1z parabele s’écarte sans cesse de sou axe; aucon projectle ne deveait donc
Jamais se diriger vers le centre de la Terre, ou 'il 12 fail, comune cela semble nécessaire, alors sa
trajectoire doit se transformer on une autre courbe, fort différente d'ane parahole.

Théuréme I1 - Propositon 1T

SALNVIATT : Poursuivaru sa recherche, 1 Auteur nous fait alors passer au cas d'un molile mi & now-
veau d'un mouvemnent composé de deus mouvements, 1'un hogizontal et uniforine, 'anlre peipen-
diculaire mais naturellement accélérd, o' est-a-dire ceux-13 mémes dont dépendent e imouvement du
projectile, e 1a trajectoire parabolique en chaque point de laquelle on checclie d détenniner 1 impeto
du mobile. En vee dei quoi I Aateur €lablit en ces termes la maniére, ou plutit la méthode, per-
meitant <o mneswrer cet ingpers, sur la ligne méme ob le grave se meut vers le bas, d'un manvement
naturellement accéléed, i partir du repos.

Théaréme [I - Propusition ID

Tourefois, avant daller plus loin, il me faut i avert & e chgse comme le mouvement donc acus
allons parler est composé d'un mounvement horizontat uniforine et d'un mowvement naturellement
accéléré vers fe bas {car ¢’est par un tel mélange quest forméz el décrite 1a teajectaire d'um pro-
Jectile, ¢’est-d-dive la parabole), nous sommnes dans I'obligation de défuir une commuone mesure i
Paide de laguelle mesurer 1a vitesse, [impera ow le moment de 1'un et lautre mouvemenl; de plas
comne les degrds de vilesse d'ui mouvement uniforme sont innombrables el gu'en seul ciire ooy
ces degrés {et non wimporte lequel) doit &tre réuni el composs avec le depré de, vitesse acquis grice
au mouvement naturellement accélérd, je n'ai pu lrouver ancun moyen pls facile pour ke délenmine
que d’assumer un avtre monvement do méme gence. Por me fatre imiens comprendoe, soilly per-
pendiculaire a: élevée sur I'horizentale e ae sera la hauteur et eb Pamplitude de la demi-purabote
reh, laquelle est engendrée par la composition de deux mouvements, dont Pun est celui du mohile
quand il descend le lang de e, partant du repos en a, @’ uwu mouvernent natorellement aceélésé, et
donl Iawtre est e mouvemnent unitorme transversal sur hovizontale ad. T impeto acquis en c aprés
la descente ac est déierming par la grandeur de cetle méme hanteur ac wnigues €0 toujours sem-
blabde en effet o5t 1'impete 4" un mobile, {ombant de Iy méme hauteur; en revapche sur 1 hodzontale
co n'est pas un mais d'innombrables degrés de vitesse qui pewvent e assignés auR IMOUVeInents
uniformes. Afin de pouveir isoder de tous 1os autres, e pour ainsi dire monteer du doigt, celui gue
je chodsirad, je prolongerai la hautewr ca vers le haut ef marquerai sur 1a ligne ainsi obtenve selon
les besoins, la sublimitd ae : car si jo me représeite un mobile 1ombant de cette sublimité, & partir
du repos on e, 11 est évident que impero qu’il acquerta au poinl o sera le méme que celul- avec
lequel je imaginerai on rain de se mouvoit, aprés conversion de son mowvement sur I'horizantale
ad, of ce degré de vitesse sera précisément celui par lequel, dans un temps égal 4 celui de sa de-
scente le long de co, il parcourra sur Ibosizontale un espace double de la méme distance <a. Tel est
Pavertissement gu'il me semblait nécessaire & introduire,

On notera en oulre gue i appelle * amplitude ™ de 1o demi-parabole ab I'hovizontale o

“havlear”, ¢'est-A-dire ae, Paxe de 1a méme parahole;

mais que je nomine “subiimitd” la ligne eo dont le franchissement en chute libre, déiermine 1 impere
horizomnal,




Probléme [ - Proposition IV

Comment déterminer Fimpero en chacun des paints d” une parabole donnée, décrite par un projectile,

P, ol e, T

Figure 5

Scit la demi-parabole gec dont cd est I'amplitade, 46 la hauteur, et qui, prolongée vers le haut,
renconitee en 4 Ia ngente i la parabole ca. Siamplitude od est égale ) Iy hauteur totale da, bi serd
égal & bo et b d'autre part. si nous convenons que ab lui-méme, représente la mesure, du temps de
chude le long de b, ainsi du moment de vitesse acquis en b au tenoe de ta descente b b partir du
repoes €11 a, di (qui est le doable de b2} sera Uespace que le mobile parcouriait dans le méne temps
arice A Uimpeto ab, 5'exergant désormads sur une ligne horizontale; muis dans le meéme tengps, un
corps descendant fe long de b, 3 partir du repos en b, franchit 1a hauteur b il est done clair que
Ie mmobile qui, partant du repos en a, tombera le lang de cb, puis verra son mouvemenl comvedi
en mowvernent horizontal avec 1 fmpete ob, parcowrra un espace €ral & de. Toutefois lorsquil vient
A thescendre le long de b, il franchit la hautenr bd et déorir Ly parabole bo dont I'inipets au poinl
o st di a la combinaison de 1'impers du mouvernent ransversal waitorme (dont lo moment est
comme ab) avec Paulgs, impeto acquis apeés la descente bd au poink d, ou encore < @ et Tours
maoments sot égaux, Si done nous admettons que ab est la mesure de 'un &'ewx, soil celui du
mouvement fransversal wifonne, puls que b, qui est égal & bd, mesure 1 impeto actpuis en d ou en
2, 1a sous-tendue 7o représeniena la grandeuc de Fimpeto composé de un et de 1'autre impeto - elle
fournira- done k1 quantité ou mesure du moment total par lequel se manifeste au point ¢ I'ingpera du
projectile qui a suivi la parabole be. Ce rdsultat présent & I"espit, marquons sur la parabols un point
quelconque £, ol i1 $'agit de délerminer I'impeto du projectile. Meuons |'horizontale ¢ F et prenons
by moyenne proportionnelle enlre bd et 6§ comme ab ou b, denne par convention fa mesure du
termnps et du momen de vitesse produit par La chule bd, 4 partir da repos en b, le segment b donnera
le temps ou plutdt Ta mesure du temps el de I'impero au point f quand fe mobile vient de t. Si done
nows prenons bo égal & by et fragons la diagonale ao, velle-ci représentera la grandeur de Uimpeto
au POINC e ¢ avec wd nous avons en effet une détermination du temps el de Iimpero en b, - impeto qui
une fois dévié sur 1'horizontale demeure identique  lei-méme - et bo quant & lui détermine I impele
en f ouen g, ¢'est-a-dive celui qu'engendre 1a deseente, i partic du repos en b, sur 1 hauteur fur
a0 est égal en puissance 3 la somme de aé et o, D'ol suit clairement ce qui éail demindé.

Figure 6

SALVIATI : ... Reprenons done la vitesse et 'impeto acquis par un grave, tombarl comme nons
le disions, de la hauteur d°une pique, puisque telle est la vilesse dont nous voulons nous servir
pour mesurer le cas échéant les autes vitesses el dmpto, el supposons, par exemple, que le temps
d'une telle chuce soit de 4 secondes; pour déterminer 4 1 wde de cetie mesure I impero d'an mabils
aun erme d'upe descente quelconque, soil plus grande soit plos petite, 'emeur serait de conclure
directement d*aprés le rapport de cette souvells hanteor avec la distance d'une pique et destimer,
st P'on veut, qu'a une hauteur quadimple comespond Iacquisition d'une vitesse quadreple ; en fail
cela est faux, car dans le mouvement natuellement accélér Ia vitesse augments ou diminue non en
proportion des espaces s des temnps, ef cenx-t, comune il a défa é€ démanid, vasient comme
les carrés de ceus-ci. Clest pourquei si nous prenjons sur une ligne droiie une partie de cette Tigne
pour mesure de 1a vitesse, du temps el aussi de I"egpace franchi en on tel emps {trois grandeurs que
pour aller plus vite on représente souvent pas ww méine segment), ni le teraps ni le degré de vitesse
relatifs & une autre distance ne seraient représentés par cefte distance, mais blen par la ligne qui serait
moyeine propertionmelle entre I"une et autre distance. je m’expliquera mieux sur un exempte. Sur
laligne ac, perpendiculaire & 1" horizon, nous désiznons par ¢ un certain espace franchi par un grave
qui descend d'un mouvernent naturellement aceélérd; bien qu'il soit possible de prendre une ligne
quelcongue, je representerai le lemps de ce parcours, pour plus de brigvetd, par ]a méme ligae ab,
et je prendrai encore b pour mesure de |'impero el de ka vitesse engendiés par un tel mouvement :
ainsi powr foutes Tes distances, ultéricurement considérées les mesures s'effectucront & partic dn
sepment ab. Aprés avoir fi4¢ & notre puise, et au moyen o'une sewle grandeur, I'expression de ces
trois quantités fort différenies, savoir I'espace, le temps et Uinpete, proposons-nous de délenniner
pour la hauteur a¢, ¢f le (emps gue durera la descente de & en o, et I'inpeto que de mobile, auri
auiuis au peint final ¢ - évaluation s’effectuant par rapport au temps et 3 Uimpato mesurds poor
Ta distance aé. Questions auxqguelles on répondra en prenant ad moyenne peoportiommelle, entre as
et ab, et en alfirmant gue le temps requis, pour descendre le long de e (out entier a5l comme ie
tem)s ad vis-a-vis du lemps ab, par lequel on a figuré initialement ke temps requis pour [rchic a6,
Nous dirons pareillement que I'impete ou degré de vitesse que possédera le grave au point ¢ est avec
Uimpeto qu'il possédait en b dans le méme rapport gue 13 ligne ad & la ligne ab, la vitesse, comme
on sait, croissant on proportion directe du temps @ couclusion dont FAutenr hicn qu’il ail prise
pour postulat, 3 néanmoins voulu justifier Iapplication 4 la Proposition TIT.




Problzms - Proposition X1

Caleuler et dlisposer saus thrme de table les amplitudes de toutes les demi-paraboles que décrivent
des profectiles lancds aves un meme, inmpedo.

E)

Figure 7

T ressort des démonskrations antédeures que des pavaboles donaées, leurs sublimités, jointes 3 leurs
hauteurs, (orment av-dessus de 1'horizon des perpendiculaives d°égale lengueur, alors ces paraboles
sont déerites par des projectiles lancés avec un méme fmpeto © il consdquence ces perpendiculaires
doivent &re comprises entre les mémes lignes horizontales paratieles. Prenons la perpendiculaire
o égale & Phodzon cb, et joignans la diagonale s : Tangle ach aura une valeue de 457, divisons
ensuite la perpendiculaire ba par le milieu en d : la demi-parabole de, sera celle gui esi décrite depuis
la sublimité ad avec la hauteur b, et son impete en ¢ sera égal 4 calui d'wn mobile qui, pactant du
rapos en o, descend Ie lang de la ligne &b, si mainteuant 1°'on méne ¢g paralkle i be, pour towtes les
demi-paraboles, dont 1’ frepeto sera égal 3 celui dont on vient de parler, la somme de Ta hawteur et de

la sublimité sera dgale A la distance comprise entre les paralléles ag et be. De plus, comme it a déji
¢té érabli que des demi-paraholes dont les tangentes s'écartent d'une méme quantitg, en plus ou en
moins, d'une élévation de 45, ont des amplitudes égales, les calewls que nous allons faire pour les
5i powt les plus petites. Divisons ensuite en 10 000 parties la
plus grande amplitude de projection, ¢"est-a-dire celle d'une demi-parabole dont I'angle d’élévation

plus grandes élévatioms servitont w

est de 45% ; cette évaluation s appliquera i 1a ligne ba ainsi qu'd I"amplitude de la demi-parabole
be, Nous clinisissons ce nombre de 10 000, cor nous nous servons dans ces calouls de la table
des tangentes ol telle est précisément Ja valeur de la tangente de 45°, Passant alors & I'essentel,
menons ce en formant un angle zcb ples grand (quokque toujours aigu} ; le probleme est de décrire
1a derni-parabole qui ail ec pour tangente et dont la sublivmilé, fointe 4 Ja bauteur, soit égale & la
ligne ba elle-méme. Partant de 1’ angle donné bee prencas, dans la tatde dles tangentes, la valeur de
la tangente be, et divisons & pat le miliew en f; trouvons ensuite la troisidme proportionnelle de bf
el bi {noitié de o), qui nécessairement sera plus grande que fa; et soit fo. On 4 ainst découvert
que Ta demi-parabale inscrite dans le tiangle ech avec ce pour tangente, & damplitude b, anra
bf pour hauteur et fo pour sublimité. Mais la longueur bo, prise en i, dépasse la distance
carnprise entrs les paralléles ag et cb, alors qu'elle devrait lui #tre égale; si nous désirans done qu'a
la Tuis Ta parabole cherchée et la parabole de solent décrites par des projectiles tirds de ¢ avec le
méme impete (et sans oublier gu'un nombre indéfini de paraboles semblables, plus grandes ou plos
pelites, peuvent élre décrites i Vinéricur de I'angle Lee), it nons faudra rouver une autre paribole,

semblable & d=, dunt la sublitwit

joutée # la hautewr (celle ci étant homelogue a be) sera Sgale 2
e Que, Tamplitude be ait dlovs avec or le mEme rappout que ol avec be 0 on adra obtznu o gqul
est précisément 1'nnplifwde de 1y parabode ayant bee: comime angle d'élévation, et dont b sublimitd,
jninte 3 la hauteor, est égale & la distance comprise entre les paralleles ge et eb, c'est-a-dire ce que
"on cherchait. L opération par conséguent i lieu comme suit ©

Ayant relevé la langente de 'angle douné bzce, on prend sa moiild, & laquelle on ajoute, fo woisiéme
proportionielie entre cette méme moidd et la moitié de bo; puis on fadt on socte que be a3t avee une
quatrigme longuelr méme (apporl que of avec ba  cetie longueur est cr, ¢'est-d-dire I"amplitde
cherchée.

Prenons un gremple.

Soit I'angle ccb de S0 degrds; sa tangente sera 11 918, et sa moitié, c'est-h-dire Bf, sera 5 959; la
maitié de b est 5 00; Ta roisiéme proportiounelle de ces deux meitids est 4 195 qui, ajoutde 3 Bf,
donne 1 154 pour la longuewr bo. Que le rapport de ob & ba, ¢’ est-d-dire de 10 1354 3 10 000, soit
aussi celui de be, o' est-b-clive de 10000 (1 une el I'aatre, en effel, sont langentes de I"angle de 43
113 & une qualriéme longueur © nous abtiencdions aingi amplitude cherchée re, soit 9 848, alars
qué be (amplimde maxima) est égale & 10 000, Les amplitudes des paraboles entigres zuront une
valeur doukble, ¢'est-a-dire 19 686 et 200000); et 1elle est anssi 'amplilode de la parabole deat angle
d*élévation cst de 40 degrés, cur elle Jifidre de angle de 457 par ine méme quantité,
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AMPLITUNES DES DEMI-PARABQOLES DECRITES PAR LE MEME impeto 2 Introduction

Degrés Degrés Dregréy Diegrss . . " . o P .

€ 8 ¢ ¥ Les deux premiéres jowndes des Discours de Galilée sont consacrées & la résistance des

45 10000 & nea2 21 i : ) s s Qs ) -
matériavy, el kes deux suivantes sont consacrées & 1'étude du mouvement, Galilée divise cette
46 5994 44 70 6428 20 . o o ) . )
5 99% 4 2 6157 s dernigee étude en trois parties. Les deux premiéres abordent le mouvement uniforme, puis
4; 994_ 4:’ ; <8-?8 is le mouvement uniformément accdléré et cela constitve la troisieéme jowrnée, La quatrigme
15 990?: 4I ;; '5'592 - journée ost consaciée au “mouvement violent”, ¢’esl-a-dire au mouvement d'un projectile.
. s 4; a0 "4 ‘_\‘3 17 Cette derniére étude est un aboutissement; elle vient 4 la fin du livre conune demier chapitre.
30 . 848 ) i 3300 :2 Crest 1a fin d'un crescendo dans la difficulte des problemes traités. La difficulté est mécanique,
31 )382 hd :‘S 50?0 : et on comumence par le mouvement rectiligne uniforme, puis on aborde le mouvement uniforme-
52 9m0a 38 76 46594 4 ment accélérd et finalement la composition des deux dans le mouvement du projectile, Difficulté
5_3 9612 3 7T 4 15 mathématique prisque les premiers mouvements constiluent un probléme lindaive, alors que les
39l 36 78 d0e7 12 seconds sont quadratiques. La difficulté du dernier réside dans la manigre de composer les deux
55 43vs EN) 70 346 11 .
premiets,

56 9272 34 B0 3420 10
57 9136 33 81 30 ¢ Dans la recherche goe jabowde & présent, e eilrcerad de metire en lumigre el d'établiv sur de
58 B9S2 32 B2 2736 8 fenmes démonsietons certaines des conséguences particotigremean, importantes et dignes d'étre
59 8829 3l 83 2419 1 connues, quentraiue pour un mobile le fait & &tre animé dun double inouvemsnt, & savair wimwow-
60 8659 EL 84 2079 8 vernent uniforme et un mouvemend naneellement accdlénd ¢ car de ce genre parait hien étre le
61 8481 20 85 1736 5 mouvemnent que nous attribuons aux projectiles®, ;
62 2200 3% 86 1391 4 :
63 2080 27 T 1044 3 Clalilée poursuit en déctivant la géndration d'on fel mouvement. Il rappelle brigvement les i
64 7880 2% 98 698 2 éléments qui ont Jdéjh été établis dans les chapitres précédents de son livie et que Ienseigné doit :
65 660 25 89 349 I avoir & lespril. '
68 7431 24
67 7161 23 Jimaging quun mobile o di¢ Liocd sur un plan horaootal doi oo s €cactg tout obstacle; il est
61 6‘.;4 4 Zé dja certain, d'aprés ce quion a dit ailleurs plos longuement, que son MOLYEMent se pouCsLivIa

uniformément ot demellement sur ce méme plan, porve quion le prelonge 4 1'infind®,

1 Le plan du texte de Galilée

I rappelle le principe d'inertie : en I'absence de forces cxtéricures, un solide poursuil
éternellement son mouvermnent rectiligne uniforme, Cela étant acquis. que va-t-on modilier

1. Introduction. ;
rrésent ?
2. Les deux propriétés mathématiques de la parabole utilisées. L o . )
Supposons en revanche gue le plan soit milé o simé A une certaine bautewr @ e mobile que
3. Réflexion mécanique sur le mouvement de chute. j'imagine doué de gravité, purvenn A Uexieémisé du plan et continuant sa course, ajoutera i son
précédent mouveinent aniforme et indélébile Ta lendance vers le bas que lui confére sa gravité :
4. Mise en place des €léments mécaniques et de lenr description sur la parabole. : le résultat sera ce mouvernent composé d'un mouvement horizontal aniforme el d'un mouvement

- A . . naturellament aecélérs vars le bas que § appelle projection”.
3. Détermination de 1" impeto en chague point de la parabole. que | appelle pro)

Tout est dit, la description est parfaite, il reste 4 la mathématiser pour permettre la nesure

6. Lien mécanique entre amplirude, sublimité et hauteur. R - i . . f A

4 P grice & l'expérience. Telle sera la tiche effectuée dans la suite du chapitre qui se termine sur un
7. Les 45°, cas purticulier et Ja symétrie par rapport 4 45°. tableau de meswres expérimentales.
8. Sil'ona 2—: = ﬁf, alors les amplitudes sont les mémes et 1'impeto également. . Les deux propriétés mathématiques de la parabole ufilisées

9. i W . caps .
9. Impero et amplitde fournissent la hautews La premiére propriété : nne surte d’équation de la parabole

10, Table de méme impeto. ' 2Piscorst, p. 205,

3 Discorst, p. 205,
*Discarsi, p. 205,
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Figmie 8

La parabole comme section couique chez Galilée

Cette premiére proposition cst présentée sous la forme suivante, { étant un point quelconque
de la parabole, intersection d'un céne droit avec un plan parallzle & une génératrice th (Figure

8),

bl da

fe? qe’
I.a démonstration, celle ' Apollonius mais elle est refaite pour le profit du lecteur supposé sans
acces & un livre de référence, est faite dans 1 cspace, sur un ¢doe oit il trace un cercle paralléle
a la base et passant [. Surle cercle de base, on a la relation de la puissance du point 4

bd? = 1d.dk,

De méme dans le cercle supérieur

Figure 9. Coupe horizantale du cine

Pour montrer ces relations de puissance, reproduisens le cexcle de base ébke avec le point d
qui se trouve dans le plan de 1a parabole et qui, dans ce cercle, est projection sur I'axe ik de ¢
conune de &, Le théoréime de Pythagore nous donne

kY =i 4 R
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Et I'on peut introduive ik = id + dic
i+ AR 4 2d.dk = ib® + kb

Mais avec le théoréme de Pythagore encore, 1h? — id® + db® et ki* = dk® + 42
Done
id? + di® + Zid.dk = id” + db* — di? + di?,

soit
id.dk = db®.

En divisant la premiére relation par 1a seconde pour les deux cercles, on oblient

b2 id.dk

e geeh
Par construction, ed/ Rk et 2h//dk donc ¢k = dk et la relation devient

Fet ge

Mais les points agide sont dans le plan de la parabole et forment un triangle,

£ d

Figure 10. Section transversale du cone

Co apar
id  da
9o ae
Ce qui achéve la démonstration
bd?  de
fé e

[ nous appartient i présent de nous interroger sur lc sens de cette propristé, Plagons-nous dans
le plan de la parabole et rappelons I'équation y = ax®.
Relisons sur la figure la relution établie en la traduisant dans un langage qui nous est plus

habituel, celui des coordonndes @ et y que Descartes allait introduire en 1637.

b2 de

fe2 e
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Flxup

Figure 11. La parabole en coordonnées cartésiennes

Figure 12. Lecture de la relation donnée par Galilée

o

N
oit nous voyons apparaitre une relation entre les coordonnées (iry, 3} du point b et les coordon-
nées (o, yo) d’on autre poine f de la parabole, L'apparition d’un tel rapport ne doit pas nous
étonner & une époque ol la théonze des proportions est constanunent maniée. On T'a bien vu
par la démonstration méme de Galilée. Le fait que les coordonnges (i, i) solent relides par la
relation 1? = g, autrement dit par I'équation de la parabole, est donc la propriété qui sous-tend
celle de Galilée. Seule change la présentation de cette équation. Galilée utilise non pas deux
coordonnées, mais quatre, comespondant 4 deux points © quels que solent deux points de la
parabole, le rapport de leurs distances a I'axe vertical, b ou f¢, doit étre €gal au rapport des
cairds des distances i I'axc horizontal da ¢t a=.

.1"22

2.1 La scconde propriété

Celle propriéts donne une construction de 1a tangenie en un point quelconque de la parabole :

Figute 13,

Propriété de Ja tangente chez Galilée, deuxigme figure

L'énoncé sous forme de propriéié serait : Si db est tangente 2 la parabole co b elle coupe
I'axe de la parabole en un point 4 symétrique de la projection ¢ de b sur 1'axe, c’est-a-dire tel
que g == g,

La démonstration se fait par I"ahsurde. Admettons que Ta droite issuc de b et qui coupe I'aze
en d de manidre 4 ce que de = az, recoupe la parabole en un autre point.

On trace fye perpendiculaire 4 T'axe de la parabole. St f est au dela de & (partie gauche de
la Figure 13) comme fc est plus grand que ge, on aura

fet | o
b2 © be?

Par Ja proposition précédente, on sait que

fe? e

b2 g
et donc )
eq e
g bo?
En considérant les triangles dge et i de cette méme figure, on 2 la relation de similitude

ge® _ el
bo?  ed?

et donc ,
(=448 Ef{{'
=

ac | ed?

Mais par construction ac — ad, donc
e e

ar ad

T T T
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en pultipliant haut et bas par 4ad on obtient

€u dea.aid
ud  dad.ad

Comme 2ad = od, on trouve
en deg.ad

ad  od?

qui doit &tre plus grand que
ed?
o
C’est-a-dire
deaad = eds,
ce qui est faux, parce qu'ainsi o ne peut &re an milien de ed, Par consiruction en effet o est
au milien de ed et e et ¢ sont distinets, Pour le montrer, Galilée fait appel & une proposition
d’Euctide : dans un segment de découpé en deux parties égales par p ot en parties inégales par
a,00a )
ea.ud < dpt.
Puisque dp est la moitié de ed
ddp? = def.
Soit .
degad < ed,

ce qui est 1'égalité contraire.

d P a L

Figure 14, Lenune {’Enclide

L inégalité du lemme d'Euclide peut se voir immédiatement sur la Figure 15 puisque aire
du rectangle eq.od est égale A 1'aire du carré dp* moins Iaire du petit carré hachureé pa”. On
retrouve algébriquement ce méme petit carré en compavant I'expression de

e = epeatepap
= dp.ee+epap
= dp.ea+eaap - op’
= {dp+pajea +ep®
= ad.ea— ap?,

Réflexion purement mécanique sur le mouvement de chute

Galilée décrit lo mouvenent® d’un corps lancé sur un plan horizental qui s’ arvéte en un point

Sef. supra

%

Figure 15.
Démonstration géoméuigue du lenume d’Enclide

=

/. ﬂ,

Figure 16
Figure de Galilée sur Te mouvement de chute

Soit une ligoe horizealale gu un plan zh, silué en havieurs, et sur lequel vn mobile se meur d'un
nmvement mifornme de o vers b5

Ce corps parcourt donc des espaces égaux en des temps égaux.

Sile support que fournit 1e plan disparait en b, le mobile acquerrera en oulre, du fait de sa pravitg,
un mouvernent naturel vers 1e has le long de Ja perpendiculaire bri.?

Ce mouvement de chute verticale siinple a déja é€ éudié par Galilée. 11 sait que Ic corps
paccourt en tombant des espaces qui sont conune les carcéds des temps. Done si 1'on commence
avec un telips = 1,2, 3, etc., on aura la série 1.4, 9, ... Galilée poursuit en prenant be comme
axe des temps.

Fralungeons direciement le plan ab par la ligne e, pour représenter 'écoulement ou la mesure du
ternis, & sur Gelke-Gi marguons actimairement du nombre quelconsue d'inlecvalles de eings dgaux,
be, o, det

Sscorst, . 208,
*Discorsi, p. 208,
SDiseorsi. p. 208-209.
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Des points b, ¢, d, £, abaissons des ligees équidistantes de Ta parallele br; sur la premidre de celles i
prenons une distance queleongue <f, puis sur la suivants une distance quadruple 4f, swr la troisigne
une distarice neuf fois plus grande ch, et ainsi de suile sur les untres lignes en suivant la proportion
des careds de cf, 46, eb, ou encore en raison double de cos mémes lignes”.

C’est la construction point par point de la courbe de chute en combinant, sans inerférence,
un mouvement rectiligne et wniforme el up mouvement accéléré vertical, I reprend son explica-
tion en termes plus mécaniques. Sur ae le mobile a, di & son inertie, un mouvenient rectiligne
et imiforme. La distance qu'il parcowmt est direciement proportionnelle au lemps. Apres un
temps be, il a parcourn une distance be. Kn méme temps il tonthe verticalement d'un nouve-
ment accéléré. Les espaces verticaux qu'il parcourt dans sa chute son proportionnels aux carrés
des temps. Pendant qu’il parcowrt be, il tombe de ci et se trouve donc en . Apres le temps b,
il aura parcoury vers le bas une distance quadiuple de o, il sera en /. Retrugant verbalement la
(Figure 16), Galilée aboutit a

fo gt

i bo
Ce qui est la premigre propriéteé mathématique dela parabale donnée par Galilée, ol nous avons
reconnu I équation y = 4%, Galilée démontre ensuite la réciprogque par 1"absurde, puis Sagrado
souléve une objection.

On ne peus nier que le raisonnement soit nouveau, ingénizux et concluany; il n'en procéde pas
1ol ex suppositione, car i} suppose que le mouvernent irangversal demeure loujours uniforme,
quie le mouvement vers 1¢ bas conserve de méme son mode propre qui est d'accélérer constamment
en proportion du came des temps, enfin que ces mouvements ct leyrs vitesses en se combinant, ne
s'altirent i ne se génent, en sorte que la rajectaire du projectile, toud au loig du mouvement, ne
suhbit aucune transformation de nature | or cela & mon avis st impoysible’™.

T souligne ainsi ke fait que Jes deux mouvements ne doivent en aucun cas interférer.

Mise en place des éléments mécaniques et de leur description sur la parabole

I.e Théoreme 111, Proposition 11T traite de la chute verticale accélérde qui a déji été uiilis€ du
point de vue mathématigue. Galilée y donne une relation entre 1impeto en un point quelcongue
et en un point de référence. Ce point de référence, noté ¢ sur 1a figure, est tel que ac represente
4 Ia fois 1e temips de 1a chute, le tajet et Uimpeto. L'impeto est une grandeur encore imprecise
chez Galilée. Selon lui, un puids acquiert un certain impeto aprés une chute d’une certaine
hauteur. Pouz nous, il est 1i€ 4 I'énergie cinétique, et serait proportionnel au carré de la vitesse.
Mais Galilée Iutilise aussi comme une impulsion. Cette fois, |'impeto serait proportionnel a la
vitesse. I n’est pas possible de lever cette ambiguité, une arnbiguité qui va se perpétuer.

La relation que Galilée établit cst

wnpy, 08

.,  ac

Marquons d4.§ Moyenne proportunneite entre ba et e : nous Allons démontier que L'impeto en b cs1

3 U'impeto en ¢ comme la ligne sz est b la ligne ac'l.

I Diseorst, p. 209,
Wniseorsi, p. 2100
N iscorst, p. 216,
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Figure 17.

Galilée €tablit des proportions entre I'espace vertical parcoutu, le temps de parcours et

I'impero acquis

Le fait que s s0it moyenne proporticnnelle revient 3 éerirve

ba s
as  oc
ou
2
a3’ — ba.oe

Galilée revient sur cette moyenne proportionnelle vn peu plus loin dans son lexte.

Dang le mouvement namecllement accglénd la vitesse augmente ou ditninge, non en propertion des
CHPACES ronis des (emps, et cenx-1a, comme il a étd démontrg, varient comme les carrés de cenx-ci'?.

i

Figure 18.
Détermination de la vilesse de la chule accélérée en un point, Galilée

e, p. 221,
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Aprés avoir fixd i nooe guise, et au moyet d'una seule grandeur, Vexpression de ces (s quantités
fort différentes, swvoir I'espace, le emps et V' impeso, |apees le premier élémen de temps] proposons
nous de détenniner pour 12 hauteur we, el le @mps que durera la descente de o en o, el Vimpeto que
lo mobile aura acquis ou point final « - I'évaluation s"elfectuant par rapport au temps el A limpeto

mesurés pour 1a distanue 2.
1 s°agit en fixant 1a disiance 2b de fixer les unités dle mesures,

Questions auxquelles on répondra en prenant nd moyenne proportionnelle entre ac ok ab, el en
affirmant que le temps requis pour descendre le long de oo lowt entiex est comune le temps el Vis-
a-vis d tzmps ab, par lequel on a figuré initalement te temps requis pour franchir ab, Nous dirons
pareilieinent que I'impero ou degré de vitesse que possédera le grave au point ¢ est avec ¥ inpetn
qw'il possédait en b dans le méme apport que la igne ad & la ligne 2b, la vitesse, comme on sait,

craissant en proporton directe du tenps!.

Galilée nous dit que 25 mesure le temps de chute de « & b Autrement dit le rapport qu'il
wrouve dit que les impeto sonl dans le rapport des temps de chute.

Alnsi upparail clairement le moyen de meswier ['énpeto, Gl moment de vitesse, sur la ligne ofta lieu
le mouvernent de descente, et cel impers par difinition angmente én raison directe du temps™.

Galilée marque une pause.

Toutefols, avant o aller plus loin . .. nous sormmes dans I obligation de définir Unc COMUTILIIE MESWre
acuelle mesurer [2 vitesse, impeto ou ke moment de U'yn et ' qutre mouverment; de plas

i "aide de
comme les degres de vitasse d un mowvement uniforme sont inncimbrables, et yu’un seul entre tous
ces dlegrés (el non wimporte lequel) doit dtre réani ¢f composé avec le degré de vilesse acquis grive

au mouyement malurellement accelgrds,

Galilée veut dire ici que I'on peut donner un mouvement rectiligne uniforme équivalent
a n'importe quelle vitesse, 1l s”agit done de se donmer 13 vitesse uniforme. Le mouvement
nagurellement accéléré a par contre un degré de vitesse en chague peint car Galilde admet
tacitement que le corps part du repos.

Comment va-t-il déterminer la vitesse uniforme?

Pour mienx me faire comprendre, soit 1a perpendiculiire ac, €levée sur 1'haorizontale be, o sera 14
Toukeur et ch 1 amplitude de la demi-pacabole ok, laquelle est engendrée par la composition de deox
mouvements, dont I'un est celui du mobile quand il descend e fong de ac, partant Ju fepos €0 g,
d'un moeverment naturellement accéléné, et dont I'ankre est le mouvement wniforne transversal sur
Fhotizontale ad. L impeto acquis en ¢ aprés la descente ac est d¢rerning par la grandeur de celte
méme hauteur o wiique 2t toujours semblable en eilet est Tmpero d'un mabile tembant de la
méme hantenr; e revanche sur IPheodzontale ce n'esr fras un, wmais 4 ingombrables degrés de vitesse
qui peuvent &ire assignés ank mouvemeuts uniformes. Afin de powvolr iseler de wus les auires, £1
ai, je prolongerai la hauteur ca vers le haut et

pour ainsi dire snanteer du doigt, celui que je choi
marquerad sur 1a ligne ainsi abtenue selon les besoing, 12 subliogité ae © cor si je me représente un
mebile tomburt de cetes sublimité, 3 pariic du repos en £, il est évident que 1" fmprero qu'il aequerra an

B B hisenrsd, p. 222
Y izcarsi, p. 217,
" Discorsi, p. 210,

Figure 19,
Galilée. Calcul de I'impete apres une chute parabeligque ' une hauteur détenminée

point ¢ sera le méme que celui avec lequel je 1"imagiverai en train de se mouvolr, aprés conversion
de son mouvement, sur I'horizontale wd; et ce degré de vitesse sera précisément celui par lequet,
dans un termps €gal  celui de sa descente le long de eo, il parcourra sur I'horizontale un espace
double de la méme distance en'®,

Galilée compose un mouvement vertical naturellement accéléré, partant du repos e a avec
un mouvement rectiligne uniforme dont la vitesse est détenminée de la maniére suivanle ; le
corps est laché sans vitesse initale au point e, il tombe ensuite librement de & en g ol ou le dévie
horizontalement, 1 aura done en o une vitesse qui pour nous est déterminée par la relation

1
maH = Zm”.
4 7 by

Pour Galilée, c’est le dearé de vitesse acquis apiés la chuie o qui est 1ié 417 Impeto acquis aprés
cetle chute. Pour comprendre cette curiense maniére de mesurer la vilesse, il faut rappeler que
la mesure dua temps est difficile pour Galilée, Les résultats de ces mesures sont mauvaises, ce
qui rend mauvaises les mesures de la vilesse comine nous Pentendons. Une longucur, ou une
haute‘l.u‘ se mesure beancoup plus aisément et beaucoup plus précisément.

L'idée qui consiste & laisser tomber verticalement un objet sur sa Wrajectolie est jugée digne
de Platon par Galilée, L'idée originale qui ne sewnble pas élre chez Plalon consiste & transformer
un monvement de chute cectiligne et accélérée d'une planéte en un mouvement circulaire et per-
p?’luel, Telle eut €t€ ls mwaniére de procéder par Dieu an moment de la création pour chaisir les
vitesses de rotation des planéles. Notons qu’en 1738, Daniel Bernoulli dans scs Commente-
tiones de imnmtatione et extensione principii conservationis vivium vivarum, qude pro moti
corporum coelestitm reguiriter’, fixera encore de cetle maniére les conditions initiales dans
le cas des mouvements plandétaires, L'idée do Galilée est plus générale que lidée originale
attribuée & Platon puisqu’il ne s’agit pas d’une plangte, ni d'vn mouvement circulaire. B

Les éléments mécanigues ayant €€ présentés, il faut & présent mettre en place les dlémems
mathématiques correspondants.

" Brscarsi, p. 217
176 " . o
Commentarii aeadeiniae Scientiatum lmperialis Petropolitanae, Vol X, 1738 (1747) 116-12 i
e . i ange, o i | . -124, reprodui
dans Drie Werke von Daniel Bernaiadl, Vol. 3, Basel, Bitkliduser, 1987, p. 160, v e i




On notera en onre que {"appelle “amplitade” de 13 demi-parabole a6 horfzontule b “hauteur™
cest-i-dire ac, Uaxe de la méme parabole; mais que je nomme “eublimitd™ 12 ligoe ca donl Je
franchisserent «n chute libre, détermine 1'impeto horizontal.

Ces définitions ne correspondent pas & des grandeurs infrinsques de la parabole; aucun lien
avec U'emplacement du foyer ou de la directrice n’est donné avec le paraméetre.

Détermination de I’impeto en chaque point de 1a parabole

Pour ce faire, Galilée présente dans le Probléme I - Proposition 1V, une sitnation & premiére
vue particuligre.

Soit la demi-parabole bec dont od est 'amplilude, ol la liautenr, et qui, prolongds vers le haut,
tencontrs en o la tangente 3 la parabole ca. Si 1 amplinude rd est égale 4 la haoteur torlule e, b sera
éral & ba ot bd'®.

En effer, il prend le cas d’une tangente 3 45°. Comme, nous le verrons, Tangle de 45° va
jouer un rdle important dans a suite, on est tenté de croire & une simplification injustifiée de
Galilée. Mais regardons les choses autrement. Toute parabole d enun certain point unc tangenie
2 45°. Quel est ce point? 11 s’agit du point d°olt une perpendicylaire a 1'axe rencontre I'axe au
fover. Si nous regardons la parabole placée, comme I'entend Galilée, verticalement avec le
sonumet au plus haut, cette perpendiculaire est horizontale. I s’agit ici de "amplitude ¢d. Daug
ce cas toujours, la hauteur galiléenne bd est 1a dlistance tacale, le foyer est en ¢! Et la sublimilé
abqui est égale 2 la distance focale représente la distance du sommet & la directrice. La sublimité
comuue la hautenr sont le demi paramitee de la parabole. En définissant la parabole au moyen
de la tangente 4 45°, Galilée ne fuit rien d’autre gue définir lc paramétie de la parabole, [l ne
traite cdonc pas un cas particulicr. Mais retenons que pour Galilée la hauteur n’est pas synonyme
de demi paramétre. T.a hauteur n'est le demi pivamétre que si on considire Ta chute jusqu™a ce
point particulier oit 1a tangente est de 457 Apres cefte digression imponante reprenons le sujet
réel de la Proposition TV. Tl " agit de déterminer I'fmpeto enun point guelcongue de la parabole
définie de la maniére qui vient &'étre déerite. Le résultat est obtenu en composant en chaque
point de 1a parabole 1 impeto 4 au mouvement rectiligne uniforme avec celui qui en ce point est
dii au mouvement de chute natorelle et accélérde. La composition se fait suivant la loi connue
du parallélogramme que Galilée est autorisé & niiliser en chaque point car U'impeto dii  la chute
verticale accdlérde est fixe et connu en chague point méme si il varie de point en point. L' impeto
dii au mouvement rectiligne uniforme est tonjours le méme ici b, 1 s’agitd’un impero unitaire
Jii i une chute d’une distance unitaire en un temps unitaire. L'impeso di au mouvement accélére
se détermine en chaque point de la maniére snivante :

Marguons sur la parabele o point gquzlcongue ¢, ot il 5™agil de déterminer V' impero du projectile.
Menons Uhorizontak ¢ f et prenous by mayenne propoctionnelle entre ba et bf [les distances verti-
cales parcourues fusqu'i d ¢l jusqu’a e} comme ab, ou bd, donne par convention la mesure du temps
et du moment de vitesse produit par ta chute bd & pardc du repos en b, le segment 59 donuera le

teimips ou plutdt [ mesure Ju tenps et de Iimpeto an poiat £ quan Iz mobile vient da 6%

Ce qui permet & Galilée de conclure en appliquant la loi du parallélogramme.

B Biscorst, p. 219.
B ecarsi, p. 219-220
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i donc nows prenons bo €gal By el tragons la dingonale as, celle-ci représentera la grandeur de
I impeto au point £*°,

Figure 2Q.

Caleul de Pimpeto en chaque point de la parabole

Lien mécanique entre amplitude, sublimité et hauteur

. Galilée pose dans Propesition V une sorte de probléme lnverse. Il ne s’agit plus de déter-
winer la trajectoire parabolique sutvie par un projectile mais étanl donnée wne parabole de
déterminer de quelle havteur il faut laisser tomber vn polds pour qu'il parcourt cette parabole
Lg parabole est définie encore une fois pat un de ses points et la tangente en ce point. Mais cettf;
fois, il ne <agit plus du point particulier on la tangente est de 45°.

_«
|

b

Figure 21.
[Nustration de la relation entre amplitiede, sublimité et hetenr

Soit ab Ia parahole, b son amplitude, et he Uaxe prolonge sur lequed il 5'agit de découvedr la
sublimite & partic de laquelle wi corps, ombant en chuie likre, puis déviant sur une ligne horizonlale
I'impeta acquis en a, décrirait 1a parabale ab?!,

UDiscorsi, . 220,
U Discirsi, o226,
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Le point f de la tangente st le symétiique de A par rapport au sommel . La tangente
détermine sur la tangenie au sommet la grandeur de Uimpeto en ¢ pacce que I'impefo au somimet
a est 12 moitité? de L'espace bk parcouru si la hanteur & totale était franchie, el que c’est une
propriété de la tangente que d’&tre coupée en son milieu par la tangente au sommet. Il reste a
trouver de quel point il faut descendre pour avoir I'impeto correspondant.

Eufin faisons ae toisidme proportionnelle entre fo et ag. Te dis que ¢ estle poinl chercha®™.

Il a donc
fo g
ag  ae'
ce qui pent encore se lite ag est moyenne proportionnelle entre e et fo. Comme fa cst €gale
A ah, la hanteur, il a obtenu une refation entre la sublimité et la hauteaty, 1.a troisidme terme est
la moitié de Uamplitude &% La relation supra peut donc aussi s'écrire

Houteur srbliemitd
sublimies  Amplide ®
E

11 énonce comme corollaire :

L2 moilis de la base, ou de U'amplitude, de la demi-parabole (c'est-i-clire le quart de I amplitude
de la parabole entisre) est moyenne proportionnelle entre 53 havteur ¢t la sublimité d’ ol wn mobile,
aprs descente en chute libre, décrit cette méme parabole,

Ceci lui permet encare, Proposition V1, de déterminer 'amplitnde en connaissant la subli-
mité et la hauteur.

Le cas particulier de 45° et la symétrie par rapport a 45°

La proposition VII confirme théoriguement un résultat connu des artilleurs.

Parmi les projectiles qui désrivent des demi-paraboles de méme amplitude, un impeto plus petit est
requis pour celud dont Ja trajectoire a une amgplitude double de 1a hauleur, que tout autee™,

Certe parabole intéicssante est celle qui a en son point d'arrivée ou plurdt dans Je cas des
artilleurs son point de départ, vne tangente de 43°. Elle est fa scule a avoir 'amplitude double
de la hanteur, parce que dans ce cas seulement, la hauteur est égale a la distance focale et
I'amplitude 4 la distance cntre la directrice et le foyer. Galiléc mounire sur la Figure 22 que
lorsque I"amplitude reste lo méme mais gue 1a hauteur est phus pelite, Uimpeto nm. est plus
grand que celui de la parabole & angle de 45° eq, de méme lorsque Ia hauteur devient plus
grande, U impeto nm est plus grand que e, L'évaluation de impeto coruposé se fuit contme
précédemment.

Nous voyons clairement dans cette proposition que la hauteur n’est pas la distance focale
mais qu'elle marque la distance & une parallle quelconque & la directrice.

Galilde poursuit par un corollaire

2Ly provenance de ce mulfiple 2 n"est pas (rés claire chez Galilée. 1 fait penser au 3 de la formule
mgh = %ﬂlﬁg.

I Divcorsi, p. 226

@ Discorsi, p. 227.

B Discarsi. p. 227,
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Figure 22,
Cas d'angles supérieur et inférieur 2 45°

¥ ot il apparait, par 1a converse, qu'un fmpero plus petit €5t requis pour lancer un projectile, i partic
du point d, le long de 1o deni-parabole db, que le tong de wowe antre |parahole] dont 1" élévation
seril plus grands ou plus petite que celle de la demi-pazabole i, représentée par 1a tangente ad
dant 1'angle avec la ligne d'horizon est de 45 degrés®, )

Dans la Proposition VIIT, Galilée poursuit son raisonnement en montrant une intéressante
syménie par rapport a la tangente A 45°.

T.es ampliticles des paraboles décrites par des projectiles aimés du inéine impero, et tirés selon des
dlévations inférievres ou supérisures d'une méme quantité i angle de 457, sl gates entre elles®”

La déinonstration se fait en déterminant, dans les deux cas, I'fmpero composé et en montrant
géométriquement des &galités de triangles®™,

Hiscorsi, p. 229.
= Discorsi. p. 229.
#1a démonstration montre I'égalité de +h et de 4 f qui o' appaail pas sur la Figoee 23,
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Figure 23.
Symétrie des amplitudes par rapport & 45°

Lien mathématique entre amplitude, sublimité et hauteur

La Proposition IX montre que

Des parabeles, dont les hauieurs et les sublimitds sont inversement proportionnelles, ot des ampli-

tudles égales?™.

h 4l c

Figwre 24. Seizieme figure de Galilée

B Discorsi, p. 230
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Autrement dit sil'on a

Jr2-1 _ Sz

.5'1 - hg
alors les amplitudes sont les mémes ct il montre 4 la proposition X que 1'fimpeto est anssi égal.
La proposition IX ne fait que répéter la relation entre hauteur, sublimité et amplitude trouvée 4
la proposition V supra. La relecture de la relation est faite en tenant compte de la symétite qui
vient d'étre démontrée et elle permet la proposition X. Cette demigre affirme que U'impeto en fin
de parcots, d'un corps que I'on a laissé tombé sur une trajectoire parabolique d'une certaine
hauteur, qu7il appelle la sublimité puisqu'on le laisse descendre le long de sa parabole sur une
certaine hauteur, sera égal 41 impeto d'un corps en chute libre, verticate descendant une hauteur
totale, somme de la sublinité et de la hauteur. Un corollaire résume 1 acquis.

De Ta suit qu’an point terminal de toutes las demi-paraboles, pour lesguedles la somune de la sublim-
it€ et dde 1a haulenr est identique, U impero est pareillament identique™.

Ceci n'est qu'un corollaire du théoréme d'énergie publié en 1624, pay Grégoire de Saint-
Vincent dans ses Théses de statigue®.

Figure 25,
Grégoire de Saint- Vincent, Théses de statique (1624)

THEOREME i3

a. Transportés sur une pente, tout deoil ou en oblique, des poids de moments égaux, accumulent des
forces épales en parcourant une £gale mesure de la distance verticale, qu'ils " en avquittent par une
chute lente ou trés prompie, qu'ils crelsent Phorizon en une course ou plus oblique ou plus droite,
quils snient proches du centre de 3 Undvers ou qu'ils en sodent dtoipnés d'un vaste intervalle. Gt la
vert de ¢os forces o8t toul 3 [ail diffonme et composée de parts hétérozénes, tel un monvement da
la durée ¢st (aile de pidces et de morceaus.

B iscorsi, p. 232,
N Theoremata mathematica scientiae staticae, Leuven, 1629,
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b. Que si la masse descend un sentier en spirale s"enroulant autosr un cylindre ou d'ua ene, il
faut calculer les forces I partic 'ume mesure de 1a distance verticale, car tirer ceci de la longueus do

chemin, a'est pas une bonne méthode.

a. La vertu que A acquiert en wmbant vers B est dgale a la verlu de ce méne A tombant le long

d'un plan incling de Ca D

h. La spirale de la tour GH et la ligne HI produisent la méme vertu parce qu'elles ont 1a méme

distance verticale®,
Galilée continue a analyser les possibilités de sa relation entie sublimité, haoteur et ampli-

tude en demandant :
Etanr donné impeto et V'amplitude d'une demi-parabole, trouver sa hautenr.

3 Analyse du lien entre amplitide, sublimiié et hauteur

Dans les trois dernidres propositions, Galilée analyse la relation liant la sublimité, la hauteur
et I"amplitude d’une nouvelle manire, en établissant des tables. Ainsi dans la proposition XII,
il se donne I'impeto au point d’amivée, ou de départ si 'an veut poursvivie le raisonnement cn
termes o artillesie, et établit un tablean donnant 1a tangente i la parabole en ce méme point €l
['amplitude de la parabole décritc.

Caleuler et disposer sous forme de table les amplitudes de toutes les demi-paraboles que décrivent

des projectils lancés aves un méme impeto™,

Dans la proposition XITT, il compléte son tableau en ajoutant pour chague auplitude trouvée,
1a hauteur de chaque demi-parabole.

Etant domné les amplitudes des demi-paraboles, réumies dang la tabie précédents, et Wl cn conser
vant le méme inpeto, détenminer la hautzur de chague demi-parabuole.

La proposition XIV résoud de maniere tout & [ait générale le probleme des artilleurs.

Déterminer, pour chaque degré d'élévation, Ta hauteur et 1a sublimité des demi-paraboles dont

I"armplitude est constante,

Ce qui signifie étant donnée Tamplitude, la distance 3 la cible, déterminer pour chaque degré
J' élévation, ¢'est-a-dire angle de la tangenle au point d'amivée, ou angle du canon au point de
départ, la hauteur et 1a sublimité. Tl déiermine les autres grandeurs de la parabole dont la somme
donne Uimpete ¢ esl-a-dire 1a “vitesse™ & laquelle il faut lancer 1"obus.

Conclusion

Ce texte ne peut certainement pas étre lu sans antres commentaires pat des ¢léves mais il
contient plusietrs idées qui peuvent faire I’ objet de cours tant de g€ométrie sur la parabole gue
de 1méeanique sur le mouvement des projectiles. Tl faut en tout cas les mettre en garde A propos
de I"ambiguité du mot fmpero, mais cette mise en garde 4 elle seule peut probablement fare
I'vbjet d’un conrs qui viserait & préciser toutes les notions compatibles avec Vimpeto galiléen.
De nonibreux historiens §°y sont employés.

Wep P Radelet-de Grave, Relutivitd galildenne et lois de conservation, "Revue des Questions seientifiques™,
Tome 170, 1959, N3, pp. 209-261
B Piscorsi, p. 233,
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DOSSIER 3, REUNI PAR DIDIER BESSOT

Ellipses conique et cylindrique chez Francesco Maurolice (1494 - 1575)

Ahstract

ans un appendice de ses Grammaticorum rudimentorie libelli sex, publiés en 1528,
Francesco Maurodico annonce un vaste programine de publications et d'études de grandes
cenvees de la mathématique classique grecque et médigvale: il cite les noms d'Guclide,
Archiméde, Ménélaiis, Théodose, Ptolémce, Bogce et Jordanus et évoque les travanx d'au-
tres mathématiciens wés pénétrants (“acutissing mathematici™,

Eu effet, dans la premiére moitié des années 1530, Mawolico rédige un sombre im-
portant d’ouvrages présentés comme autant de versions latines de traités de la mathéma-
tique grecque ou médiévale, dont des Eléments d'Buclide, la Quadranse de la parabole, I
Mestre du cercle et le second livre de g Sphére et le Cylinedre &' Archiméde, les Sphéres
mebiles et D lever ef du coucher des étotles ou des Phénomeénes & Autolvens, les Données
arithmétigues de Jordanus ainsi que des traités de Théodose, Hérom et Hippocrate, el te
traité de Serenus De la section du cviindre. Ni le nom d'Apollonios, ni 1a mention d'une
ceuvre générale sur les sections coniques n’apparaissent ni dans le programme de 1528 ni
dans la liste des travanx réalisés de 1532 & 1535,

Ses travalx 8'inserivent dans le vaste monvenient de (re)découverle des textes de 1" Anti-
quité classigue que I'Burope occidentale connait depuis le XIV™™® el surtout le XV sibele,
en liaison avec l'aceroissement des échanges commerciaux et intellectuels dont la Mdéditer-
ranée est la zone principale. L'ltalie est an premier rang dans les relations avee 1'Orient
byzantin en raisou des liens anciens et souvent chaotiques que plusieurs cités marchandes
conmsie: Génes ou Venise entretiennent avec Constantinople. Dans la premigre nicitié du
XV gsicle, les relabons italo-byzantines connurent un temps fort dans Ja tenue du concile
de Florence (1438-39) olt fut tentée ot presque réussie 1" unificarion des Eglisss d'Orient et
d"Cceident; en 1453, Byzance entrait dans 1'empire musulman, Tous ces événements ont
favorisé U'intrudoction des manuscrits conservés a Byzance vers Ultalie.

Des soutces nouvelles, par rapport  celles provenant do monde musulinan, et probable-
ment plus siires €talent ainsi mises 4 la disposition des énudits de 1a Renaissance italiznne,
Toutefois leur découverte, lenr ftude restérent lentes et progressives et feur clculation en-
core limitée. En outre, Maurolico 1éside & Messine, loin des principaux centres intellectuels
italiens de l'épogue que sont Florence, Venise puis Rome. Aiusi il est quasi certain que
le savant sicilien ne connaissait pas, dans la péaode 1530-1535, de munusciits grecs ou
latins des traités " Archiméde ou d’ Apollonios; de plus Mawrolico ne mentionne dans ses
textes de cette €pogue avcun cuviage antérienr dont il se serait servi. Selon Clagett, les

sources utilisées par Maurolico, notanment dans ses tentatives de reconstitotion du corpus
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architédien, seraient constituées 4’ onvrages médiévaux reprenant des parties de traitds de
I’ Antiquité, ayant eux-mémes transités par le monde nmusulman.

Cependant, Clagett et d’autres historiens des mathématiques s accordent sug le fait que
Maurolico disposait trés certaincment en 1534 an moins d'une source plus récenta dans
I ouvrage rédigé par Giorgio Valla et publié en 1501 sous le titre De expetendis et fugiendis
rebus opus; cet ouvrage, consaceé principalement a Iarithmétique, 4 la géométrie, & la
musique, & Iastronomie et & Uastrologie médicale, contenait au livie X111 un chapitre TV
intitulé De cylindrica sectione qui constitue une adaptation en latin, plas qu’une traduetion,
d'une partie des traités de Serenus sur ka section du cylindte et la section du cone. Le traval
de Valla 8" cst appuyé sur la consultation d’un manuscrit contenant les quatre premiers livres
des Conigues 4 Apollonios ei les deux raités snsmentionnds de Serenus, manuscrit acquis i
Byzance et transporté en Ialie en 1427 par le secrétaire de la lézation vénitienne  Byzance.
I'humaniste philologue Francesce Filelfo.

La premiére véritable tradnction des raités de Serenus 4 parlir de ce manuscrit sera
I*euvre de Federco Commandino qui ba publiera en 1566 & fa suite de sa traduction des
quatre premiers livres des Conigues d”Apollonios; le travail de Maurolico sur la section

du cylindre d'aprés Sercnus se silue précisément a mi-chemin entre ceax de Valla et d=

Commandino.,
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1. Les Sereni cylindricorum libelli duo (1534) par Maurolico
A.  Le manuscrit autographe et son édition moderne

Le manusciit autographe contenant les Sereni evlindricorum libelli duo, datés du 16 aodt
1534, est conservé i la Bibliotheque Nationale (Paris), département des manuscrits, sous lacote
Fonds larin 7465, Constilué de wente-deux fenillets relids mais sans covverture, d’un format
petit in-4%, il contient trois autres courts lrailés autographes de Mawrolico : Archimedis de
circill dimensione libellus (' 21v-28v), Hippocratis tetragonismus (f° 291 etv) et Mawrolyeil
tetragonismus (£ 29v-31r): les Sereni cylindricorum libetli duo en fonnent la plus grande partic
(M 1e-20r)1,

Ce manuscrit est resté ingdit jusqu’a la publication en 1995 ¢’une édition critique par los
soins de Roberta Tassora dans le Bolleting di Strovia delle Scienze Matemariche*®. Cetie édition
critique, apres une introduction sur Maurolico et le contexte général de ses travaux dans la péri-
ode considérée (p. 135-142), donne une description détaillée du manuscrit {p. 143-153}, étudie
la ¢question des sources possibles powr cette ceuvre de Maurolico (p. 153-167), décrit le con-
tenu mathématique du traité {p. 167-187) en consacrant un pavagraphe parliculier au probléme
étuclie dans e second livre, qui est 'objet principal des extiaits proposés a la lecture de I'atelier
(p. 186, 187} et s’achéve sur une partie consacrée & la question de I'identification d'un ouvrage
cité en référence dans le traité de Maurolico 4 1'appui de plusieurs démonstrations sous ie titre
d'Elementa conicoram, L'analyse critique est suivie de trois appendices ; le premier donne
en trois pages une description rapide du contenu du manuscrit folio par folio, le deuxieme, le
plus important (40 pages), comporte le rexte du manuscrit €labli et aunoté par R, Tassora et le
troisieme reproduit le chapitre De cylindrica sectione de U'ouvrage de Giorgio Valla susmen-
lionne.

B. Description du contenu du manuscrit

Le traité de Maurolico est divisé en deux livres de taille trés inégale; le premier comprend
dix-huit définitions, réparties cn deux endroits, et rente-gquatre propositions tandis que le second
n'en comprend gue sept; certaines propositions sont complétées de corollaires et de scholies.

Le prenuer livre étudie des coupes plancs d'un eylindre circulaire, puis quelques propriétés
de la section elliptique qui permettent d'en établiv une caractérisation sous forme d'une propor-
tion liant des aires construites sur des ¢léments adéquats de 1'ellipse; ce résultat penmet an sgin
de I'étude mende dans les six dernigres propositions de ce premier livre des sections planes d’'un
cylindie 4 base elliptique, de montrer que ces sections sont des ellipses de méme genre que les
bases.

Le second livre traite d'un probléme voisin du précédent puisqu’il est consacré a la com-
paraison entre 1"ellipse conique ef 'ellipse cvlindrigue; ¢’est de 1'examen de cette question que
traite 1a seconde partie du présent article,

Les tableaux A el B ci-dessous permettent d’cngager unc étude comparée des texies
de Screnug, Valla et Maurolico, Leur examen montre une forte comrélation entre les
travaux de Serenus et de Valla, méme si ce dernier ne propose qu’une partie des
résultats développés par Serenus; les huit premiéres propositions sont identigues et

!Pour une étude matérislle plus détaillée du manusceit, consulter [3] et [4] (of. hiblicgraphic en fin d'article).
T%/oir [3] dans 1a bibliographie en fin & article.
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les suivantes, dans le texte de Valla, sont ordonnées comme leurs correspondantes

Tablean A. Tableau B.

chez Serenus. Tin tevanche, dis la quattigme proposition, e trait¢ de Maurolico -
s'écarte notablement de ceux de ses prédécesseurs autant par le contenu des propo- Mauricolo | Valla | Serenus Serenus | Valla . Mauricolo
sitions que par leur organisation. Ce conslat permet d’avancer que, plus qu’une {Ver Fecke) (Ver Tecke)
reprise de la publication de Valla, le trovail de Maurolico consiste en une recon- Eivie [ 1 1 I
struction du traité de Serenus, qui (vi restait incomnn, appoyée sur 'ouvrage de 1 i | » 5
Valla (et peut-étre sur d’oltres sources encore non identifiges) mais surtout créde
en grande partie par Maurelico, en particulier sur I'étude des cylindres & base cllip- z 2 2 3 3 3
tique el sur la comparaison entre ellipse conigue et ellipse cylindrique. 3 3 3 4 4 15
Le style d'exposition de Maurolico ¢st, quant 3 lui, tout A fait conforme an mo- 4 - 5 5 13
dele pree classigue; chague proposition est présentée selon le plan déja en vigueur 5 N }
Ty . . i . \ - G 6 16
dans les Eléments d'Euclide : 1'énoncé {protasis) donne dans les termes les plus 6 i
généraux les hypothéses (dedomena) ct la conclusion (zetoumenon): les données ) ~11 7 7 8
ct les hypothéses sont reprises en spécifiont, par des lettres qui les nomument, les 7 - - g 8 9
divers éléments en jeu an cours de I'exposition {ekthesis) suivie de la détermination 8 7 7 9 _ Cort
{diorismos) qui reprend avec les mémes notations la conclusion attendue; sila 9 8 8 (10) - .
proposition est un probléme ou construction, intervient 4 ce stade la construction Cor 9 ) 9 1
proprement dite (kataskene); dans fous les cas, suit Ia démonstration (apodeixis), 10 , ) ~6
et Pexposé s'achéve par la conclusion (sumperasma) dans les tenmes de 1'énoncé, - ~12 12 - ~10
bien que le plus souvent cette ullime partie soif écourtée. 11 - - 13 9 -
12 - - 14 10 .
13 5 5 15 11 ~20
14 - - 16 12 -
15 4 4 ' 17 I 13 -
16 6 5] 18 14 -
7 - - 19 - a
18 - - 20 - "
19 - - 21 - . -3
20 ~11 ~15 22 - et
21 - - 23 - -
22 - - 24 - -
23 - - 25 15
24 - - 26 16 7 "
25 - - 7 _ ) -
26 - - 28 - ;
27 - - 29 . :
28 - . 10 . } 3
29 - - 3t - ;
30 - - 32 . .
3 - - 13 - ;
: 12 i ) i
33 - -
| 34 - -
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[ Livie 1L
1 _ _
2 ) )
3 . ~21
4 - ~22
5 - -
5 15 25
7 |16 26 |

Lépende des tableaux :

le signe ~ signific une correspondance
approximative entre les propositions.
le signe - sighifie I"absence de propo-
sition correspondanie.

2. Identification entre ellipse conique et ellipse cylindrique chez Maurolico

Le probleme de Uidentité de genre des ellipses résultant de coupes pllr.mcs de cone clt_ de
cylindre a déja ét€ abord€ et résolu dans I” Antiquité, La proposition 9 du traité Sur les conoides
et les sphévotdes &’ Archiméde énonce et démontre ;

Etent donngs une ellipse feomigne] et un segment de dioite issu du centre de Tellipse, non
perpendiculaite jau phan de [ellipse] mais sité dans le plan perpendiculaire au plan de Vellipse
et passant par I'un des diamitres, il est possible de rrouver un cylindre ayant slon axe sm: la méme
droite & Jaquelle appartient lo segment érigé et te] que sa surface comtienne Pellipse donnge.

Archiméde ' éudie pas la situation réciproque comme le fera Serenus; la proposition 20 de
son Livee sur lo section du cylindre donne. :

Je dis done qu'il est possible de démantrer qu’un cylindre et un cone soient coupés conjointe-

MENt par une mime e}lip53.4
tandis que les propositions 21 el 22 propesent les deux constructions réciprogques suivantes :

Fitant donnés un cone ef une ellipse dans celui-ci, oaver un cylindre qui soit coupd par celie

méme ellipse du chne.’

et

Etant donngs un cvlindre et une allipse dans celui-ci, lrowver un cone gui soit coupé par cette

. . a
méme ellipse dw cylindre,

Les propositions 23, 24 et 26 proposent des vadantes de telles CONSLEUCILONS.

3 prchiméde, Sur fes conoides et les sphératdes, texie établi et waduil par Ch. Mugler. Paris : Les Belles Lettres,

197, p. 176,177, . . . - s o
A5urenus & Anlinog, Le [ivre de la section diz cylindre et le fivee de la section du cdne, fraduction et 5 P

Pu! Ver Eecka. Paris @ Albert Blanchard, 1969, p. 33,
$Seretus d' Anlino, op. ¢it, p. 37,
$Serenus 4" Antinct, op. cir, p. 38.

Si done le probleme de 'identification des deux genres d’ellipses avait recu des solutions
plusienrs sigeles avant I'époque de Maurolico, celui-ci n'avait pas connaissance dans la périede
1530-1535 des résultats rappelés ci-dessus. En effet. il ne semble disposer que de I"adapration
faite par Valla du traité de Serenus et cette adaptation ne comporte pas de propositions cor-
tespondant aux propositions 20, 21, 22, 23 et 24 de Serenus; scule la proposition 267 de
Serenus, plus specialisée que les précédentes, rouve un correspondant dans 1a proposition
16% de Valla; Maurulico reprendra cette proposition au numéro 7 du livie 11, apiés en avoir
donné sa réciprogue 4 la proposition 5. Toute la tétlexion du savant sicilien sur 1a guestion
de 'identificution des deux genres d’ellipses pourrait done trouver son point de départ dans la
seule proposition 16 de Valla et serait done largement de son propre fair.

Pour suivie le développement de cette réfexion, objet du livee 11, il est utile de donner en
Préalables des définitions et certains résultats établis par Maurolico ay Jivre I

A. Définitions et caractérisations de Pellipse cylindrigne

81 Maurolico étudie des coupes de cylindres aussi bien scaléncs que droits, ces conpes
iie sont cependant pas quelconques. Si le plan de coupe du cvlindre est paratlile i axe de
ce dernicr, la coupe est un parallélogramme: ces cas simples sont étudiés par Maurolico dés
le début du livre I (propositions 2 3 7). L'autre gemre de coupe, qui produit le cas la plug
intéressant d'une figure non rectiligne, est précisée par les définitions 94 11, Le plan de coupe
elliptique est déternving en deux temps : Maurolice intreduit d*abord un plan passant par I'axe
ct perpendiculaire aux plans des bases circulaires du cylindre, appelé prinusn planwnm puis plus
lain primarium plamum; ce plan, qui sera nopuné ici plan primaire est unigue dans un céne
scalgne et est déterminé par1'axe ab et la perpendiculaire 4.5 au plan d'une des bases du cylindre
(Figure 1}. Le plan de coupe est alors un plan, dit secondaire, perpendicutatie au plan primaire;
I'intersection des plans primaire el seconduire, gh, est le premier diaméne de la section andis
que ia droite & qui dans le plan secondaire est perpendiculaire & g/ et la partage par moiliés est
appelée second diametre. Enfin si ces deux diametres sont de longuenr différente, 1a section est
appelée ellipse”.

Cette proposition énonce : *Trant donné un cylindre coupé par une ellipse, établir sur la méme base du cyline
dre et sous la néme hauteur, un cdne coupd pur le méme plan, déterminant une ellipse sembiable i I'allipse du
cylindre”, Serenus d' Antino#, o, et p. 44,

®Le texte < celle pruposition reprend mol pour mot la propoesition de Serenus précédentment citée : “Cylindra
dato secto ellpisi conum constituere in eadem basi cylindri qui sit sub eadem altitudine et eadem plano secius
laciensque similem cllipsim ¢ylind elipsi”

*Dans e cas ot les deux diamétres sont de méme longueur, ce qui se produit lorsque le plan secondatre est
soil paradigle aux plans des bases, soit antiparaliéle b ces plans, 12 section et un cercle; ces cas sont Sudics
respectivement aux propositions 13 el 16 du livre I
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Figure 1

ah est Iaxe du cylindre.

3 &3t la perpendiculaire au plan de hase cd en .,

caf e est e plan primaire.

Le plan de coupe gkhd est perpendiculaire au plan odfe; Uintersection gh de ces deux plans
est le premier diamétre; sa perpendiculaire dans gihl en s est le second diwmétre. Contraire-
ment gux premibres apparences le pramier diaméiee n’est pas nécessaiement plus grand que
le second; celz dépend de Uinclinaison du plan secondaire, donc de gh. par rapport aux pa-
ralléles ce et df

o €50 le cantre e Ta seclion.

mk — ml = ag, rayon des bases.

np estune drojte mende de maniére ordonnée sur e diaméte gh,

Ce choix particulier v plan de coupe ne permet 1 examen général des coupes de cylindres
mais présente 'avantage de simplifier les conditions de U'érude faite : en effet, les diamdtes
ainsi definis, qui jouent un grand vdle dans cette élude, sont en fuil les axes (de symétric ortho-
gonale} de la section et sont donc perpendiculaires entre eux; en outre, le second diamétre est
alors de méme Jongueunr gue le diamétre des bases du eylindre, ce qu’établit le coroliaire de la
proposition 14, Mauvrolico précise aussi sa définilion de ia similitude de deux sections en ces
termes :

Sirniles sectiones sunl, quannn diametris respondentibng ad eanden quoliescumue sectis, et a
punctis divisionum strecting eductis ad periferiam, educte st sicut ametrd, n

Ainsi, les sections elliptiques abed et [yhk (Figure 2) sonl semblubles si, leurs diamétres de
méme genre {par exeniple leurs premiers diaméires) élant partagés respectivenient aux points m
et n dans un méme rapport ef des droiles Stant mendes de manicre ordonnde (structim o’ est-a-
dire parallélement aux autres diametras bd et gk) depuis les points de division 7 et w jusqu’aux
circonférences en p et ¢, alors le rapport des droites mp ot ny ¢st le méme que celui des di-
ameétres & partir desquels ces droiles sout menées, En particulier, dans des sections semblables,
les seconds diamétres sonl proportionnels aux premiers.

Eleid bibliggraphie, [3] Tassora, p. 203, Les cllations ultériewes du texie de Maorolico seront domnges dans une
traducdon frangaise {u texte Tatn gtabli par R. Tassora.
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125 sections ebad et fahk sont seinblables
si et seulement i
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Vers la moitie du premier livee, Mautolico éiablit des propriétés de Pellipse cylindrigue qui
peuvent élre considéiées conune caractéristigues de cette courbe, méme si Maurolico n’énonce
ct ne démontre quiun sens de 1'équivalence, & savoir : “dans une ellipse, telle propriété esl
réatisée”.
La proposition 17 met cn relation les cordes d’une ellipse paralléles au second diamétre avec
celles d'un cercle, en ces termes :

5i le premier dizmétre d'une ellipse et le diamétee d'on cercle sont partagds dans le méme
appoit et gue des droiles sont ticgas par les points de division perpendiculatremant aux dismitres
vers les clirconférences, 1a droite tirde dans Dellipse sera 3 1a droite tirde dans le cercles comms Ie
second diaraetre de Iellipse est au diaméire du cercle,

Réciproguement si le second diameétre de I'ellipse est au diamétre du cercle comme 1a droile
tirge dans 1'ellipse est i la drodte fcde dans le cercle, les droites trées partagent les diamétres dans
e méme rappori, n

Mavrolico précise les termes de cette proposition dans 1"exposition :
étant donnds wne ellipse (cylindvique) alc de premier diaméfre o et de second demi diamétre bd
et un cercle = fg de centre h et de diamétre eg (Figure 3), les points £ et { partagent respective-
ment les diamétres ac et ¢g dans le méme rapport; les droites perpendiculaires aux diamatres
respectifs par & et { coupent Uellipse en m et le cercle en v Alors le rapport de 1a longueur k.
la longueur in est égal & celui du denii diamétre bd au rayon £,

h P
i m e D
T } - AR
o | - 7 |
| “ e i Hlig
2 - 1 ) 1
d kv h ©1;
'/,- .
- —— - - S _,/
ak at mk __ bd
ke Tl omi gk

Figure 3

rduetion de 13, Bessot A partir de [3] Tassora, v, oit, p. 218,




I.a démonstration est obtenue en particularisant le cercle dont le diam@ue est pris égal au
second diametre de ellipse, ce qui n’dte en fait aucune généralité au raisonnenenl puisque
hypothéses et conclusion concernent des rapports de longueurs el non des longueurs en elles-
mémes; ce cercle est done cercle de base du cylindre {corolluire de la proposition 14}, D'aprés
la proposition 14, les diamétres de Uellipse ¢t du cercle de basc éiant divisés dans le méme
rapport, les droiles wenées des points de partage vers les circonférences de maniére ordonnée'?
sont “égales”, comme np ¢l rq dans la Figure 1 ¢t comme ici, mk et nl.

La réciprogque énoncée par Mauorolice est prouvée en considérant dans le cercle une droite
ardonnée po vérifiant % = ';': et eo == el; puis en montrant 'égatité des longueurs pe ct ni, il
survient une contradiction donc o et I sont confondus. En revanche, Maurolico ne propose pas 1a
réciproque de Pensemble de la propriété, qui 8’énoncerail en substance et en termes moderncs ;
les segments uc et bd et Je cercle e f iy de centre i élant donnés comme pl‘écc’dcmmcm les points
ket I partageant «c et ¢y dans le méme rapport, le point m défini par 2 2 bd déerit une cllipse
de premier diaméire nc el de second demi-diamétre bd quand & palcourt m,

Le résultat prouvé par Mawrolico, joint i la définition donnde des ellipses semblables, per-
met de montrer gue deux ellipses (eylindriques) dont les paires de diamétres sont proportion-
nelles sont semblables'

Si la proposition 18 n'est que I'hemologee de la précédente, obtenue en inversant les riles
des premier et second diametres, la proposition 21 établit, cette fois encore sans réciproque, une
curactérisation de "ellipse cylindrique interne & Uellipse, sans référence & un cercle :

51 on méne de manidre ordonnée des droites jumeiles de la circonférence de la section vers [un
ou U'autee diamécre, les curds e ces droites seront proportionnels aux rectangles construits sous [es
segments du Jiametre. 1

énoncé dont Uexposition en termes specifiés donne : deux points & et s €tant pris sur I'un
des deux diamétres, ac dans la Figure 4, et des droites étant mendes des ces points vers la
circonférence de maniére ordonnée, c’esl-a-dire parallelement d Uautre diamétre, jusqu’aux
points i et £, le rapport des carés de R et de s est égal au rapport des rectangles ak, ac et
as, s

La démonstration est obtenue par comparaison avec les figures analogues établics dans un
cercle : les points & et 5 étant pris sur le diamétre ac, un diamétre eg d’un cercle e f g cst partagé
aux points ¢ et ! dans des rapports égaux & ceux dans lesquels & et s pautagent ac; 3 partic de ces
points de division, dans 1'ellipse et le cercle, sont menées des droites ordonnées atteignant les
circonférences en m et ¢ d'une part et p et n d'autre part. Il s’ensuit les proportions suivantes :

"Cetre expression, d’usage permaneat dans Féiude des condques, signthe gque ces deoites, passant par un point
U'un Jiamétee, sont menées parallelement an diamérre conjugué, Iei, en raison du choix pacticulier du plan de
coupe, les diamélres utilisés pour ellipse sont perpendicuaires, 1 faut remarguer que si les diamétres conjuguds
de Yellipse ne sont pas perpendiculaiies, la proprisid de L propesilion 17 reste valide,

n b m

e : : .
bl £ 4 fok o

ac el b élund des diamétres conjuguss quelconques de Uellipse, la propréié suivante est vraie -
: . H ol _ el . mk _. Sd
abe cstune cllipse == [r; =L ==t

e rdsuitlal apparait 3 la proposition 23, [3] nasend, gp. it g 223
*raductivn Je D. Bessot & partir de [3] Tassara, op. oir, p. 321
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fe = o ! par définition des points o et { et ”‘k : f % et £ = M parapplication de la
proposition ]’}' (011 18 5 £ et 5 sont pris sur le second Gamatr e} ’

ok [(“‘:

LA b, A
e ull i _I_h_x‘r\. E
a T v ."/ ': i \'u el/ ;.‘ \\I
Y a ks )0 f hol/.ig
"~ AN
mk? ek ko
t3? as % sc
Manuscrit BNF; Lat. 7465, * 10r,
Figure 4

Les deux demiéres propottions donnent alors 1@'2 =& puis k= 2 puis 25 ’““ = rrz- Or,
d’ apr s la proposilion 16 du sixieme Elément & Euchdc pof = o X og et nl? = u‘ # Ly done

mhs EOX g

or = Shg Eofin, &"apres les proportions définissant les points o et ! & partir des points & el

4, le rappont des rectangles eo x og et ef > 1y est égal A celui des tectangles ak % keet s x s¢'”.

DUIIL "’—‘j‘,— = i‘:::ig ce qui achéve la démonstration,

Cette proposition 21 est suivie d'un corollaire obtenu en particularisant 1'on des points de
division, comume =, au centre  de I"ellipse :

Denc il est manifeste que e carmé d'ea demd diamndire de 1a section est au carré de 1a perpendi-
cnlaire 3 I'autre diaméte comme le carré sur i autre demi diametre est au rectangle construil sous
Ies segments de I'autre dea dizmetre, 10

ce qui, en notations modemes, se traduit par : ’;ﬁ; — 252K ot peut avssi &tre énoncé, ce que
2 2 P TP S Iy
Maurolico ne fait pas : ﬂ';:kc = % = (;’j) . Ou en style plus “littéraire” : le rapport du camé

(mkGP dans Ia Figure 5} d une droite élevée de manidie ordonnée (mk) sur un diamatre (nc)
an rectangle des segmients découpés sur ce dimmétre (ak x ke ou akLN sur la Figure 5) est
constamment €gal au rapport des carés des diametres!”

ViCette demiere proportion €rait sans doute pour Maurolico et sey conlenporaing quasi évidente, rompus qu'ils

L étatent au manicment de 1t théotie des proportions telle qu’elle est exposde au cinquigme Flément d'Buclide. Pour
|| un ecteur daujourd hui, plus weoutumé au calcal algébrique qu'i 1a théore des propertions, elle peul demander
! une Jusuhr:.mou cormmz, par excnmple :

ak __ oes u.k e ak
i e ,,9 4 1= o =

el pareillement 2

- ;t[$‘ par produit de (*) t {#+).

De méme, en remplagant o par o ek g par &, 2 = £ (§§).

Puls, par produil de (5} et ($5), 2= = % done enfin 28k = = .
; 15Traduction de . Bessot partic dz [3] Tassara, op. cir, p. 222,

Les téciprogues de la proposition 21 ot de son corollaire, que Maurolico o' éludie pas, sont valides et com.
pletent des caracérisations de Pellipse cylindrique qui sont wilisées au livee IT. En outre, ies mémes résultats
(tirects el réciprogues) demeurent lursque les diameres utilisés pour les établir ne sont plus perpendiculaires mais
seulermentt conjuguds (of. now 12),
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Figure 5

Le dernier résultat utile  la lecture des extraits du livee IT proposds plus loin est une con-
struction décrite & la proposition 28§ ;

Etant proposés deus cylindres dont 1'un ¢st coups suivant une ellipse, couper Iaulre par un plan
secondaire de sorer gue la section soit une cllipse semblable.'®

Deux cylindres étant donnés, comme (paqsr} et (2dfe), de plans primaires respectifs pgsr et
celf e, le premier est coupé par un plan secondaire en 1"ellipse de premier diamnétre tu (Figure 8).
1 faut couper le evlindre (odfe) par un plan secondaire de fagon que la section soit une ellipse
semblable 4 celle du premier cylindre,

Matuscrit BNF; Lat. 7465, £ 12r. Figure 6 i

Le paint principal de cette construction consiste 4 déterminer une droite w, quatrizme pro-
portionnelle du peiit diamétre de ['ellipse fynz, de son grand diamétre et de od, diametre de
la base du second cylindre; la ligne w vérifie done & = %ﬂ%ﬁfﬁ: et est ainsi plus
grande que cd. Duns le parallélogramme edfe, il est alors facile d’insérer entre les paralléles
ce et f une ligne gh égale 4 w'®. Le plan secondaire, de coupe du cylindre (dfe), est Ie plan
perpendiculaire au plan primaire cdf e el contenant la droite ¢4, Liellipse ainsi obtenue, gihk,
a pour preznier et plus grand diamétre gh et pour second et plus petit diamétre &f dgal & od :
ces diamétres sont done proportionnels par constrution 2 ceux de 'ellipse ¢yuz, par conséquent
Ucllipse giivk est semblable a 1ellipse tyuz, d’aprés la proposition 23.

B. Ellipse conicue et ellipse ¢ylindrique sont-elles de méme genre ?

Les sept propositions qui constituent le livre [ du waité de Maurclico sont consacrées i

BTeaduction de D. Bessot a partiv de [3] Tassora, op. cif., p. 227.
YCette construction slémentaire est expusée i ln proposition 27 “Insérer entre deiex paralldles proposées une
ligne droite égale & une ligne donnde.” Traduction de D. Bessot d partir de [3) Tassow, op. cir, p. 226,
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donnet, sous différentes formes, une réponse affirmative A cette question. Mise & paut la propo-
sitjon & qui traite d'une question relevant de 1'“algghre” des grandewrs™ & titre de lemme pour
la proposition 7, les six autres propositions sont organisées par paires : 1 el 2, 3 et 4 puis Set 7.

La premi¢re proposition montre la similitude d'une ellipse condque et d’une ellipse cylin-
drigque dont les paires de diamétres sont proportionnelies :

Une ellipse conigue el une ellipse evlindrigue dood les grands disméires som proportionels aux
petits sont semblables entre elles.

Sait une ellipye conique abod de diamétres ac et bl et de centre e, alnxi gu'une #llipse cylin-
drigtie fglik de diameétres th et gk ef de centre |, Et que le diamdtre bd soit au diamétre gk comme le
diametre ac est au diemétre . (Figure 7]

Je dis que ley ellipres abe er fgl sont sertblaiies.

En effer qu’on décrive swr une drnite mn, lihrement choivie of partagée en dewx pariies ou peinr

o, wit demi-cercle NP &f guon méae Lo dend dicundere op perpendiculaive & .

Ensuite qu'on partage ies diwmitres q, v ot 5 dans le méme rapport auy poinis Q. T el s ef qu'on
éldve des droftes QL n ef sK perpendiculatrement qux digmngnes jusqu’aux clreonfévences. Diaprés
fes propositions 61 et 64 du premier livie des Conlgues, tq Sera & X5 conmue e & po, par permutation
P2 sera d X8 comme be & . Mals O aprés les propositions 17 ow 18 du livee précédent, gl esrdur
coktne po est d X8, done gl seva dur comete be esed tq. Frfe pourval mondver la ndme chose chague
foly que les dianétres ac et Th soor partagés dans le méme rapport, En verte de quot, d'aprdy lo
ddffniften des secrions searblables, fos sections alw e fab sons semblables, co gul st proposd.

Manuscrit BNF: Lat. 7463, 7 15v. | Figure 7. R

Chi encare, d aprés la note suivant la proposition 38 du premier livre des Eidmenrs dex Conigues,
ou celle suivant la proposition 64, fe corré de be est au carré de \y comine le carvé de ae est aw
rectangle ag ¢ er d'aprés la proposition 21 du précédenr livie, le carré de gl vst au carré de ue
comme e carré de | o5t au rectangle 1t th. Mair le carré de ag est o rectangle aq go conme le
carré de [l est au rectangle It 1th prisque. bien stin de tels rapports sont composés des rapports
des cdtds daprés o proposition 24 du sixidme Lldment d'Euclide of les rappors des cdtds sont los
dmes & catise du partage proportionnel des dicondtres ac ef th, Alors, d'aprés la proposition 41 du
cilghiiéne Eidmenr [d'Euclide}, Ir carré de gl ext au carrd de Ut comme le cared de be est an corré
det tg, ef o'est powrguol gl est & W comme be esr 6 1. En conségquence le méme résultat advient
chague fois que e diamétres ac of T sors pavtagés dans le miéme rappart, Les diamétres ac et

Tetle expression @ “algibre™ des prondeurs, désigne ici, de fagon quelque pen anachronique ot abusive mais
comunoeds, la matiére dont traite par exempls le denxigme Elément ' Euclide.
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th wene propartionnels aex dioméores bd ef gk ! & nowvenw d apeés la définiion des sectlons sem-
Blables, fex sections abe aof tgh, Uene condgue PVawtre eplindrigue, sont semBlables, ce qu'ldl fallal

démontrer”!

Maurolico donne deux démonstrations de cette proposition, fondées toules deux sur 1'identi-
fication de caractérisations de I'elipse conique et de Pellipse cylindnique @ pour ce qui concerne
la section du cylindre, la premigre démonstration utilise la ciractérisation des proposilions 17
ou 18 du livre I, tandis quc la scconde se réfere & celle de la proposition 21.

En utilisant Jes notations de Ja Figure 7, les hvpothéscs peuvent ére traduites en termes
maodernes ainsi : Ei =% J , o0 de maniére equwalente, 5= ‘;’,”,

Le premidre démonstration introduit un demi cercle de diameétre rnr, de centre o ¢t de rayon
op perpendiculaire 3 men. Les trois diamétres ac, f& et mn sont patagés dans un méme rapport
respectivement en g,v ¢t 3, points & partir desquels sont mendes des droites ordennées vers les
circontérences, respectivement qt, ri et sz, Maurolico invoque alors un résultat sur Pellipse
conique, objet des propositions 61 et 64 du premier Hvre d’'un ouvrage sur les coniques®, qui
donne la propom'on suivante :

i - 2 puis par permutation, & — 25, le premier rapport étant ptis dans le cercle et le
second dans I° cllipse conigue. Puis, en vertu des propositions 17 ou 18 du Hvre 1 de son traité
{cf. supra), Maurolico obtient entre 1'ellipse cylindrique et le cercle la proportion :

% = P2 qui permet de déduire 1a proportion suivante entre les deux etlipses : q‘
Cette plopomon restant vraie quel que soit le choix des points g et r divisant les dmmen 'es oo
et [h dans le méme rapport, il s’ ensuit pour Maurolico la similitude des deux ellipses. En effet
de & = ¥ e dédoit @ = *j, or ' = fodone ' = %%, chaque fois que %1 = £ ce qui
wut:spond A la défimition des ::.euuum semblables donnée au début du traité.

La seconde démonsiration mel en cuvre une aulre caraclérisation de Vellipse conique,
provenant de notes des propositions 59 ou 64 du premier livee du méme cuvrage sur leg conigues,
donnant ]a proportion attachée i Ia seule ellipse conique :

:f,; = rqur tandis que la propriété de 1'ellipse cylindrique établie & Ia proposition 21 du livre

L..

I donne : % = Or, en raison du patage proportionnel des diamétres ac en g et fhen

frxrh
ue il

T, 11 vient lt:5 prupomum = ety = = L qm pdl LOIllp(JblllUl] {multiplication) donnent

I

; ce qui permet de dedune 9'1

J wr ] f\ ur

= E"? puis 1; = ;5‘ La fin de la prenve cst
éenthue a celle de la premiere méthode.

Laproposition 2, appariée a la premigre, énonce que, si les diamétres de deux eltipses, 'une
conique. I"autre cylindrigue, sont ézaux chacun a chacun, les deux ellipses sont semblables ec
€gales. La similitude est déja acquise grice a la proposition précédente et I'égalité des diamatres
donne be — gl. qui, jointe a % - ':—;, conduit & t¢ = ur, et ¢ce chaque fois que les points g et 7
partagent les diamétres égaux ac et fi dans le méme rapport. Les ellipses sont done €gales.

& ce stade de son travail, Maurolico a trouvé un critére de similitude et d'égalité d'une
ellipse conique et d'une ellipse cylindrique. BMais cela ne suffit pas 4 provver Vexistence de
sections, 1'une conique. 'avtre cylindrique, qui scient semblables ou égales. Cette preuve est
I"objet des propositions 3 et 4.

La proposition 3 énonce :

' Traduction de 12 Bessot i partir de [3] Tassorz, op. cif., p. 234, 235
#La question de L'identification de cet ouvrage est Evoquée plus Toin.
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Etant proposée une ellipse conigue, couper un ¢ylindre domné de soite que Ta section soit une
ellipse semblable & la proposée.

Serit ur vdine pou de base pu, de sominet 0, coupé par un plan formant ellipse tyuy de dicinitres
ey ef de cemtre 2, De méme soit un cylindre of d'axe ab, ef de bases od et ef. [Figure 8] ¥ fawr
canper ce cylivdre of par un plan formant une ellipse semblable & ellipse conigque tyn,

Que lo cylindre of soit coupd, comme dans {a proposivion 28 du livre précédent. par 1n plan
Fornunt wne ellipse ghhi de dicménes ph et kl o de eensve 1, de sorte que les diamitres de 'ellipse
gkh soient proportionnely aio dimndtves de 'etlipse Uon, par lu tote mérme méthode one nous avans
utifisé dans la proposition 28 du précédent. Dés lovs puique les digmétres de {eliipse conique ton
sait proportionnels aux digmétres de Uellipse cylindrique gkh, d'aprés ia premidre proposition de
ce livre, les ellipses seront semblables | donc nows avans coupé fe cylindre dotné cf par um plan

formant une ellipse gkh semblable 4 la proposée b, ce que U'on v 'dtait proposé de faire. #

Mamuserit BNF: Lat 7465, 1 loy i

La construction est effectude par la méme méthode que cellc de la proposition 28 du livre L.
Elle consiste d’abord & constiuire une droite w vérifiant 2 - 2 puis & insérer entre les paral-
Igles co el df une droite gh égale 4w, le plan secondaire ]Jerpcnglculane an plan cdf e et passant
par gh coupe le cylindre selon une scetion scmblable A Iellipse donnée dans le céne.,

La proposition 4 est analoguc 2 Ja précédenie et obtenue en échangeant les réles du céne
¢t du cylindre avec un complément concemant la constmetion d°tine ellipse conique non seule-
meni semblable mais aussi égale a une ellipse eylindrique donnée. La constiiction d’une sec-
tion d'un céne domné semblable & une ellipse cylindrique donnée repose sur une construction
exposée i la proposition 82 du premier livee de I'ouvrage sur les conigues, déja mentionné
précédemment, alors que le cas de 1"égalité se référe i une note de la proposition 36 du méme
ouvrage; 1'absence d’identification de cet cuvrage interdit tout commentaire de ces construc-
tions.

Maurolico ajoute & chacune des deux propositions qui viennent d'éure examinées un corol-
laire qui tient plus v commentaire que du corollaire véritable: a la suite de la proposition 3, il
indique :

Cest pourquoi il est manifeste gue dans des cvlindres on trouve une ellipse semhlable et aussi
seimblable et gale 4 une ellipse conique proposée quelconque.2t

DTraduction de T>. Bassol A partiv de [3] Tassora, op. ¢it., P 236,237,
HTraduction de . Bessot & partir de (3] Tassora. op. cit., p. 2137,
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et il sullit d'y remplacer “eylindres” par “cénes” et “conique” par “cylindrique” pour obtenir
le commentaire suivant Ia proposition 4. 1l compléte ces remarques par une manicre d’aveu
admiratit ;

Hi [ . ] est certainement digne d'admiration que, dans des selides dissemblables, on rowve
deux sectons semblabdes el méme sentblables et égales.?5

manifestant atnsi qu'un résultat qui deviendra un peu plus d'un siccle plus tard une quasi évi-
dence®™ mériic sclon Maurolico des démonstrations €laborées et une mention particulidre i
Vattention de son lecteur.

Le livre II et le traité Sereni cylindricorum Hbelll due s’achévent sur deux constructions
qui constituent un raffinement des deux constructions précédentes; & nouvean lewrs énoncés
s”échangenl mutuellement par substitution réciproque des termes “cylindie” — “cone” et “coni-
que” < “cylindrique™. Les propositions 5 et 7 peuvent étre rdunies en un méme &noncé :

Etant proposé un cone [cylindre] coupé suivant une ellipse quelconque, constrvire un cylindre
letine] sur lu méme base et de méme hauteur qui, coup par le méine plan que le cone [vylindre],
donne une ellipse sermblable a Uellipse conigue {cylindriquc]‘ﬂ

ol les mots entre [ | correspondent a la proposition 7. T.es deux propositions sont llusuées par
des figures identiques (Figure 9).

L'intérét principal de ces propositions, daps le cadre de cette étude, tient au fait que seule la
proposition 7, parmi les propositions du livee 11 traitant de 1a similitude des ellipses conique et
cylindrique, avait été donnge & Mauvrolico grice a la traduction trés partietle du traité de Serenus
publige par Giorgio Valla sous le titre De cylindrica sectione, la proposition 7 de Maurolico est
une reprise presque mot & mot de la proposition 16 de Valla. Toul le reste du livre I et 1a partie
du livee I & pactir de la proposition 17 sont & mettre au crédit de Maurolico.

Masuscrit BNT: Lar 7465, 2 17, Figaie ©

C. Les coniques ¢t Maurolice cn 1534

Les renvois ctfectuds par Maurolico, au cours de démonstrations, & des propositions, référen-
cées par des numéros, issues du premier livre d’un ouvrage intitnlé Elementa conicorum pose
la question de sa connaissance des sections coniques dans la période 1530-1533, 1.e numéro le

*Pour le géometre Girard Desargues (1591-1661), cone et cylindre sonl deux sousgenres d'un néme genre de
solide qu'il appalle rorlean, ot dont le somunear est i distance soit finde (Cone), soit infinie (cylindre); il n'y a plus
done lieu d' opérer wucune distinction entre ellipses conique cf cylindrigue. Pour le texte original, voir : R. Taton,
Lleewvre mathématigue de . Desarguer, Paris ; Vrin, 1981, 2 &, p, 133, 134,

iraduction de D, Bessot & partir de [3] Tassora, op. ¢ir. p. 238 ¢t 241,
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plus élevé des références fournies par Mavrolico concerne la proposition 81 du premier livie
des Elemtenta conicorum, or aucun ouvrage connu antéricur sur les conigues ne contient autant
de propositions dans son premier livie. En particulier, il nc peut 5" agir ¢ une publication dérivée
des guatre premiess livees des Conigues d” Apollonios, dont certes un manuscrit est présent en
Ltalie depuis 1427 et ce powr la premiére fois, scmble-t-il, mais dont la premigre diffusion sera
la traduction latine publide en 1537 par Giovan Bawista Memmo®®; d'ailleurs te premier livre
des Coniques d' Apollonios ne comporte que soixante propositions. D"autre past, la senle trace
conmie de travaux de Maurolice antérieurs & 1530 sur les contques consiste en quatre seules
propositions figurant dans son ouvrage d’optique Photismi de fumine er umbia ... publié en
1521, ces propositions, comprenanl les ihéoréimes 10 & 13, sont d’un contenu trop pauvre sur
les sections coniques pour constiluer un corpus utite dans 1'étude des sections du cylindre :

Théerkme 10, Un cercle éclaicé & partir d'un point projelte dans un plan paralléle av sien une
ombre circulaice et plus grande que lui, .|

Thénreme 11, 11 st possible quune ombre circulaire soit la projection d'un cercle obligue sur e
plan (de base]. [...]

Théoréme 12. T est possible qu nne ombre circulaire soit 1a projection d’une section conique. [, )

Théorzme 13, Un ceicle peut projeter dans ws plan une wimbre gui sot uie section conigus quel-

conque_w
A A
E £ c
8L e E, D £
D P
I
b B B C B c E

Theoréme 10 Theoréme 12 Theoreme 13

Théoréme 11

Mavrelico disposait-il d’un ouvrage repremamt de plus ou moins prés le traité aujourd hui
perdu d’Euclide sur les coniques, qui powrtaitl ue celui que cite Archiméde sous le dtre Eid-
ntents des coniques™ 7 Ou Maurolico aurail-il rédigé un tel ouveage a parlir d'éléments épars
recueitlis dans divers ouvrages qu'il aurait rassemblés, réorganisés et complétés 7 Telle est
I'hypothese avancée par R. Tassora qui appuie sa thése sur un extrait de la biographie de Mav-
rolico rédigée par un de ses neveux

Non minor faliga duch egli nell’ emanda de quattro 1ibri Conici i Apollonio, apgiongendovi il
quinto, e sesto, et formatone it olire un breve tratlat de soprancminati distinto in e lib con
dimostrationd rette, e brevi, nelle quali racchivdesi quasi tuita 1a seicnza Conica,!

3, B, Memimo, bibliograpliz [3]. Cest & partir de cel ouvrage que Maurohco enirgprendra son traité sur les
sectinns comiques Emendario et restitutie Conivorwn Apoilonii Pergeet, acheve en 1347, et apportant conections et
compléments au travail de Memmo.

2H Maurolieo, tbliegraphie 2], p. 7, §.

® archimede, op. cir., p. 164,

3R, Tassora, op. cit,, p. 191, La citation faite par R. Tassora renvoie & ; Vita del Abbare del Parto D. Mawrolyco

163




Il faudrait que cet ouvrage ait €té conposé entre 1531 et 1534 et qu'il fut assez éloigné de ce
que découvrira Maurolico des Conigues d’ Apellonios au travers e la traduction effectuée par
Memme pour justifier 1a rédaction, achevée en 1347, de I'Emendatio et restitutic Conicorum
Apollonii Pergeri. La citation ci-dessus laisse plutdl penser que le “bref traité {...] en (rois
Hvres™ a été congu commue un complément a 1'Emendatio. . . de 1547, I denevre que, jusgu’a
présent, ancune découverle docurentaire ne permet de se prononcer sur Mexistence d'un trailé
maurolicien sur les sections coniques antériewr 4 1534,

# H

Meéme si Maurolico n’apporte pas de résultats fondamentalentent nouveaux sur la question
des sections planes du eylindre, 11 fait cependant montre d"ouginalité dans sa démarche de 1a
preuve de Iidentité de genre entre ellipses conique et cylindrique; toutefois cette démarche
mangue d’exhavstivité dans la mesure oil, si les cylindres utilisés sont bien scalénes, lcs coupes
faites de ces cylindves ne sont pas quelcongues et produisent des ellipses dont les diamétres
découlant naturellement de leur construction sont Ies axes de symétries orthogonales et non des
diameétres conjugués queleonques. Cette position, en retvait par rapport a celle de Serenus ot
méme de Valla, ne milite pas en faveur d'une connaissance approfondie, chez Maurolico, de la
théorie apollonienne des coniques en 1534,

En revanche, Maurolico semble étre le premier & envisager des coupes de cylindres a bases
elliptiques. Il initic ainsi la question plus globale qui sera posée au XVIEME gizcle quelle
est la nature d’un cone construit sur une conique ? Une coupe plane d'un tel cdne est-elle une
conigue ou une courbe d'un autre genre T Si 1a réponse en faveur de la conigne est rapide-
ment pressentie, les preuves tentées par Mydorge (1639), Descartes (1641) ou La Hire (1692)
resteront incomplétes et le résultat sera acquis au début du XVIITE™E sigcle. Mais ceci est une
autre histoire.
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DOSSIER 4, REUNI PAR JEAN DHOMBRES

L’arche de Noé pouvait-elle couler, ou les ressources d’une parahole

Extrait du Traité du navire, de sa construction et de ses mouvements, par Pieire Bouguer,
publi€ en 1746
(modemnisé pour I'onthographe, mais les formules mathémaliques sont selon Ioriginal, avec
correction des errcurs de frappe)

CHAPITRE IIL
Mérthode de déterminer le Métacentre, ou le terme de la plus grande hewtewr & laguelle on peut
mettre le centre de gravité du Vaissea.
L

Lorsque les coupes verticales de la caréne, faites perpendiculairement a la longueur du
navire, ne sont pas des cercles, il faut ordinairement se livrer 4 une assez longue discussion,
pour pouvoir découvrir {e méiacenrre, ce point au-dessons duguel il est nécessaire de mettre
le centre de gravité du navire. Comme la question se réduit 2 déterminer la situation des di-
rections I'Z et vz (Figure 54) sur lesquelles agit successivement la poussée de PPeau, il faut
chercher d’abord combien les centres de gravité " et ~ d’ob partent ces lignes, sont éloignés
I'on de 1'autre. [ comme nons 'avons déja assez dit, est le centre de gravité de la caténe AEB,
considérée comme homogéne, & ~ de la partie qui est submergée, lorsque le navire est incling.
L'intervalle entre fes deux centres ne dotl étre qu’un infiniment petit, puisqu’il ne 5”agit d’abord
que de la premicre, ou plus petite inclinaison du navire. 1.a caréne AEB et le solide aEb, ont
une partie commune AFDE, dont le centre de gravité est en 3. Ainsi le petit intervalle I’ qui se
trouve entre les centres de gravité T, -y, ne vient gue des deux autres parties BFh et AFq, dont
I'une sort de 1'eau, pendant que "autre v entre; et qui ont leur centre de gravité en 1 et en 2,
Mais la caréne ARR n’étant formée que de la partie commune AESFE, et de la petite partie BFS
qui 5'éléve de I'sau; puisque toutes les parties d’un corps sont en équilibre autour de son centre
de gravilg, & que 'équilibre ne consiste que dans cette proportion qui rend les moments égaux.
Par 1a méne raison Ie centre de gravité -v du solide oEb qui sert de caréne pendant 1 inclinaison
dv navire, doit étre surla ligne 3 2, qui joint les centres de gravité 3 et 2 de AEEF, et de AFa qui
se plonge dans 1'ean, lorsque le navire s'incline, Mais comme Tes petits solides BFb & AFa sont
de méme solidit€, et qu’ils le seraient également quand meéme ils ne seraient pas des corps sem-
blables, puisque le navire occupe le méme espace dans la mer avant el aprés son inclinaison, la
partie commune AELF deit avoir méme rapport au solide BFb qu’au petit solide AFqg; ct il doit
¥ avoir aussi méme raison de 2+ 4 3y, que de LT & 3I'. C'est-a-dire quc la petite ligne T, qui
est ka distance des centres de gravité v et I, divise les deux lignes 32 et 31 proportionnellement;
ef cette petite ligne est done paralléle i la surface de Peau, ou & la distance 12 des centres de
gravité 1 et 2. II est clair que ce sera encore lu méme chose si le navire continue a s’incliner,
pourvu gque la partie infiniment petite qui se plonge d'un cdté, soit toujours égale 4 celle qui
s'éléve de I'autre.
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Figure 54 du Traité du Naviee

II.

De ce que la partie commune AESF est au petit solide BFS, comme 1T est a 3T, il suit aussi
que la caréne entiére AFR est au petit solide BFd, comume 3 1 est 3 3 T, et on ama done encore
cette proportion : la caréne entiere AEB est au petit solide BFb, comme 1 2 est & 'y, Ainsi on
pourta trouver la distance [ des centres de gravité T et =, aussitdt qu’on connaitra la solidité
de la carene AEB, la solidité de la petite partie BFp, et la distance 1 2 des centres de gravité 1 et
2 des petites patties BFb et AFa. Puisque ce soni 14 les (rois premicrs termes d une proportion,
domt Ja distance Iy est la quatrieme.

I

Conme 1a figure du vaisseau est donnde, on connait sa coupe horizontale faite A flewr d’eau.
Je nomme « les parties de I'axe de cette coupe, ou les partics de la longuewr du navire, et y
les demi-largeurs on ordonnées : FB est 1a plus grandc de ces demi-largeurs; je la nomme b et
Je désigne par ¢ la quantit€ verticale el infiniment petitc HB, dont le point B s'éléve de I'eau,
lorsque le navire s'incline de I"autre edté. Je considére aprés cela que Je petit solide BED qui sort
de I'ean, et dont BFb n’est qu'une coupe, est formé d'une infinité de petits triangles verticaux,
gui €rant amangés tout le long de Ta longueur du navire & la distance infiniment petite o les
uns des autres, sont paraligles aux triangles BFb, et lui sont scmblables. Ces petits triangles
ont les demi-largeurs y pour bases et o1 (rouvera lem petite hauteur par cette proportion, FB
= b| BH = ¢||y| {; de sorte que £3° produit de par £y sera 'étendue de ces petits friangles.
Je multiplie cette étendue par 1'épaisseur infiniment peme dx, il vient £ ¥2 pour 1a solidité des
petits triangles, ou pluldt des petits prismes triangulaires, dont le petit solide BFA est formé; et
en intégrant on trouve IS'Q%yZd:r, ou iS?ﬁ dix pour la grandeur de ce petit solide qui sort de Peau
par I'inclinaison du navire: ¢’est 1a une des choses qu’on cherchait,

Aprés celu je muluplie I'élément o Zofdr par 3 ; parce que le centre de gravité de chague
petit triangle répond aux £ £ de 1a base, ou de la demi-largenr y; et j*ai Sy “dir pour le moment
de chaque petit prisme elemenmlre par rapport au point F, ou par rapport a 'axe de la coupe
du navire faite 4 fleur d'eau, Fi I’ intégrale =Sy A sera done le noment du petit solide entier
BF6. Ainsi il ne reste plus qu™a diviser ce momenl toral par la somme de tous les petits prismes
triangulaires, on par le petit solide entier BFE, le quotient 251"’—','— marquera, selon le principe
géndral de Stalique, la distance K1 du point F au centre de g:a\qte i de ce solide BF2. On
trouverait de la méme maniére la distance F2, sila caréne éiait un corps irrégulier; mais comnie
les deux flancs de nos navires sont toujours ¢gaux, on n'a qu’a donblier F1, er on aura j‘if;jj
pour la distance 12 des centres de gravité 1 ¢t 2 des deux solides BFb, et AFa. )
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V.

Maintenant qu’on connait la sclidité £ 5y dr de la petite partie BIb, et la distance %—;ﬁ;ﬁ—‘—:
des centres de gravité 1 et 2, il ne mangue plus que de connaitre la solidité de la caréne powr
pouvoir faire I"analogie indiquée & la fin de 1" Article I1. T.a caréne AER est & la petite pattie
BFS, comme | 2 est 4 ['y. On trouvera toujours aisément par les movens expliqués ci-devant,
ou par les autres méthode'; que foumnit la Géométrie. cette solidité; et supposé que p la désigne,
on aura done p S'yzd t|[—jéd—: Zeinydr ;Lp ; ce qui montre que le contre de gravité  de la partie
aFb qui seri de cartne and.mt I’ mc]mcuqon du navire, cst éloigne du centre de gravitd [ de Ta
caréne AED de la distance 23—5’:0— Enfin, si T'on [ail attention gue le petit Giungle g~ qui est
formé par la distance Iy des centres de gravité T et ~, et par les lignes ['Z et ~z, lesquelles
servent de direction 4 [a ponssée de Peau dans les deux situations du navire, est semblable au
petit triangle BFH, & cause que les trois cdtés de 1'un sont perpendiculaires aux trois cfités de

. - Pudnidy g
I'autre, on aura cette dernigre porportion; HB = & FB = BT — z"—?ﬁp—‘*"ﬂ"ﬂx. On en déduira

cette formule, Ty = Biyde _, qui apprend la plus grande hauteur I'g que peut avoir le centre de
gravité do navire au- dessus du centre de gravité [ de sa caréne.

Nons ne comptons pas comume une difficulté, dans 1'usage qu’on pent faire de cene formwle,
In nécessilé ol I’on est de trouver 1a valeur de Uintégrale S4dw. Sil on suppose que la tranche
horizontale do navire faile i fleur deau, ait 100 pieds de long, et que ses demi-largeurs mesurées
a 12 1 pieds de distance les unes des autres, eoienl en commcngant par 'extrémité de la proue,
de Ipied, de 9. de 12, de 13 de i35 L de 12 .de 11t de9! zoetde? ‘ . on trouvera aisément,
par la méthode expliquée ddns le sewnd C‘h'lplllc de Ia Section plecadem-., Vintégrale Sy'dz
C-'l.l on avra 1,729, 1728, 2460 £, 2460 £, 1953 1, 1520 1, 857 I, et 421 2 # bour les neuf cubes
"a ; et 51 on gjoute ensemble tous ces ]lOlll]JlE'§ mais ei nc fa.lq:mt entrer dans I'addition gue la
seule moitié du premier et du demier, et qu’on multiplie Ia sornune par 12 L qul est ln dlbl.d.lltt:
dune largeur & I'autre, il viendra 149006, Aprés cela il ne restera plus qu i diviser les £ de
ce nombre par la solidité p de la cardéoe, pour avow 1a hauteur ['g. i cette solidité {qu’on pt:ut
toujours trouver aisément, oo par les méthodes précises que lournit la Géométric, ou par les
nmwoyens mécaniques gue gous avons donnés dans la Section préeédente) est égale i celle d'un
ellipsoide de néme longueur, de méme largewr et de méme profondeur, ot que ia profondeul‘
soit de 12 pieds, cette solidit€ scra de 16971 pieds cubiques, et on aura par conséquent 5 2= 100
pieds pour la hauteur du métacentrc g an-dessus du centre de gravité ' de la caréne. Supposé de
Plus que ce dernier centre soit plongé dans 'can dec 4 é picds ou des % de la profondeur, comme
cela se trouve dans Pellipsoide, le point g qui est le terme ou la limite de la plus grande havteur
du centre de gravité du navire, sera élevé d'environ 1 pied 4 pouces au-dessus de Ta surface de
la mer.

V.

On pourta appliquer notre régle avee la méme facilité 4 tous les vaisseaux : mais on viendra
i bout de la rendre plus simiple, jusque-1a qu’on pourra I'employer souvent sans caleul, lorsque
toutes les coupes verticales de la caréne faites parallélement 4 AEB, seront des figures sem-
blables. 51, dans ce cas particulier, K est le centre de gravité de la coupe AEB, centre gu'il faut
ici bien distinguer de celui 1" de 1a caréne entiére, puisque ce dernier résulte de 1a disposition

ou de Fassemblage de tous les autres, notre formule se changeraen Ty = e Ol s
réduira i cette simple analogie : le produit de la coupe AEB par la quantité FK, dont son centre
de gravité K est plongé dans 1'eau, est au ‘—3 du cube F B de la denmi-largeur FRB, comme la

169




quantit€ FT', dont le centre de gravité de la cargne est enfoncé dans I'eaw, est 4 la havteur Dy du
métacentre g au-dessus de ce dernier centre,

Les lecteurs un pen versés dans la Statique, doivent voir déja 1'origine dc ce théoréme,
ou de cette scconde régle, dans la conformité quil y a entre Pexpression 222 2" £ de 'y, at

celle gu'on sait qu'a FT, qui ne doit &tre dans la circonstance présente, que M affectée de
quelques constantes. En effet, on peot trouver I'étendue de toutes les coupes de la coréne qui
sont paralléles & AEB par cette ana!ogie e carré FB- de la demi- largeur FB est & 1'élendue de
la coupe AEB, comne le carté »2 de loutes les autres demi-largenrs est 2 I'étendue 4—“} x y*
des Lul.lpeb correspondantes, Bt si, aprés avoir multiplié cette étendue par I’ epmssem Jnﬁmmem
petite i, qui est 1a distance d'unc coupe & Iautre, pour avoir I'élément 228:2 4. on fait cette
antre analogie fondéz encore sur 1a ressemblance dos coupes @ la derm-largeur FB est a4 FK,
ainsi la demi targeor y des autres coupes cst  la quantitg % « y dont leur centre de gravité est
au-dessous de la surface de 'ean, ef qu’on multiplie 'élément 227 ’”—‘h % yPdi par celle quantité

LERARE o y3dz pour ke moment de chaque element par rapport 4 la surface

;—_B' S i, 0N aurd
de 'eau, et Vintégrale 7% "“Eq Sydzx sera le moment de toute la caréne. I1 faut ensuite, selon

i 1EB

le principe de la Stathuc dlvmer ce moment par a soliditd p, et le guatient

marquera la quantité #T°, dont le centre de 21'|v1té I’ de la caréne est enfoneé dans I’ eau Ma]s
on voit en comparant cette valeur avec celle de 2 " 45 e T 7 découverte ci- de\"ml gu’elles sont

P'une al'uutre comme “EESEE est 3 £, ou comme FK x AEBesta £ x F B’ et qu'ainsi on peut

faire {a proportion mentionnée ci-devant, FK » AEB |2 x FB7||#/1'il'g. De cette proportion,
——a

e Tt ] _ LAFTKER

on an déduit Iéquation, ou la fo_u:lule Iy = S ArE

ET; et i1 viendra Fg = %{E?E qui exprime la plus grande hanteur gue peut

avoir le centre de gravité du navire au-dessus de la surface de I'eau.

dont on peat retrancher, si on le veut,

L’arche de Noé pouvait-clle couler, ou les ressonrces d'une parabole

C’est Yahvé qui donna ses ordres 2 Noé pour la construction d’un navire desting & le sauver
du Deluge ainsi que toute sa famille, et d'y rassembler des représentants de toutes les espéces
unimales!.

Fais-ton une caisse en bois de cyprés. Tu feras la caisse de cellules.
Asphalte-Ta i intédenr et i extérienr avee de "asphalte.

Ft tedle, oo la Teras, longueur de la caisse, wois conrs couwdées:

Sa largeur, cinguante coudées: sa itte, wente coudées,

Tu feras une lucame 3 la caisse et 1 achéveras, d'une coudée, en haut,
Tu mettras I'euveriure de 1a caisse sur le coté,

Tu feras des sonpentes, des secondes, des woisiemes. (e, 6 14-16),

D’habitude, on adopte pour la condée la valeur d’un pied et demi, de sorte que la seule longueur
du navire de No¢ serait de 450 pieds, et I'archénlogie marine a établi que les trirdmes attiques
atteignaient les 40 métres. La forme d'un parallélépipade rectangle aux propottions si remar-
quables. et si considérables, largement supérieurss en valeur absolue i ¢e que nous connaissons

'Traduction de André Chouraqui.
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des navires construits an premier millénaire avant 'gre cluétienne, a presque toujours inquidié
les historiens, qui ont depuis longremps le mot de mythe & la bouche?, Encore que les dimen-
sions données dans la Genése fussent faibles pac rapport a celles foumies par d’autres tradi-
tions, comme la tradition babylonicnne. Au contraire du dowte, cette forme géoméirique bien
peu vsvelle pour un navire a pourtant inspiré I'esprit mathématicien d'un savat du XVIIIEM®
siecle. Fuil chercha a déterminer a priori sile navire était stable. C est-d-dire si, un peu incling
par ane impulgion guelcongue, 1"arche pouvait redresser la situation. Pierve Bouguer concluait
son etude par ces mots :

AdnsiFinclinaison de ce Bitiment ne pouvodl jamais devenit rrop geands; il 0’y aveit den i craindre
de ce o618 pour les précieux restes dn gence lmmnain®.

La sagesse talmudigue avait conclu depuis longtemps qu’an moins les proportions fournies par
la Genése étaient Jes bonnes, c'est-a-dire assuraient ce qu'il fallait au “bon "navire, le “good
ship” sclon I'cxpression oés souvenl utilisée av Moyen Age anglais. Car I'important, pendant
des siécles, fit de faire selon un bon modéle. Compilé 4 1a fin du cinquigme siécle de notre ére
en Palestine, un commentaire de la Mishna portant sur le livre de la Genése indiquait les honnes
propastions i respecter,

La Toral vous a enselgné une mestwe pratigue @ siwt homume construit un navive gui doit éte
capahie de tendy dans wi pory, gr'if i donne en largewr le sidtme ef on haviewr le dixidme de sa
iongueur®,

Donner les conditions pour qu'un pavire tienne dans vn port, mais aussi bien cn mer, telle
devint I'ambition théorigue de Pierre Bouguer, qui indiqua une formulation mathématique, utili-
sanf voe parabole afin de préciser la stabilité de l'ache, et celle d'un batiment cn général.
Ce laisant, el au vu des résultats mathématiques. il proposait sans vergogne d'abandonner 1a
tradition de T'architecture navale, afin d’activer pratiquement I’innovation. Si nous reprenons
D'explication foumie dans le texte présenté au début de ce dossier, ¢’est qu’elle fait joliment
Jouer une génération de la parabele, cf le théme de cet atelier st celui des conigues, Cesl ausst
gu’elle indique une fagon de présenter le caleul intégral sans passer par le caleul différentiel, et
donc adoptc un parti pris pédagogique auquel nous ne sonumes pas du tout habitués. 11 libére
du professeur, et ¢’est que Bonguer donne & voir une épistémologie en mathématiques. Nous
reprenons enfin la construction parce qu'clle avait la prétention de pouvoir étre directement
comprise par des marins habitués a certains types de caleul sur les centres de gravité, ct done
domne de l'intégrale une vision mécanigue. Elle est susceptible d'unc intéressante misc ¢n
image pa ordinateur que Roland Stowasser devait foumir, mais pour des raisons de santé il n'a
pu se rendre & Louvain pour le collogue.

1t est avantageux pour un enseignant de mathématiques de lire Bouguer aujourd hui et de ie
travailler; au point que je vais me limiter 4 ce qui reléve de la didactique des nrathématiques dans
la situation scientifique traitfe par Bouguer. Je ne fais pas ici de I'histoire des mathématiques,
et je ne donne pas toutes les variantes du texte de Bouguer en 1746 ou les commentaires gni
en forent alors faits, Fe ne respecte méme pas toures ses notations dans le texte fourni, mais
le fait dans les citations du comunentaire, avec des dessing originaux ; je ne poursuis pas plus

2Don Cameran Allen, The Legend of Noah : Renaissance rationatisme in Ast. Selence and Lerters, Urbana,
University of Illinois Press, 1963,

P Bouguer, Traitd di navire, de sa construction, et de ses mouvemens, Jombert, Parig, 1746, p. 266, Désonmais
la référence sera abrégée en TN, p. 266,

“Edilion critique de J. Theodor, Ch. Albeck, Bettin, 1912, vol. 1, p. 282,
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le développement de calcul diftérentiel auquel la théode de Bouguer a donné licu, avec un
splendide exposé théorique ¢n termes de surfaces survenu en 1822 et dii 2 Charles Dupin®. Au
contraire méme, j'enferme la théorie de Bouguer dans le calcul intégral et j’oppose ce demier
au caleul différentiel.

Mais je n’al aucune honte 3 agir ainsi : "histoire est toujours une histoire intéressée, et mon
intérét est ici affiché pour la didactique. Jai quelquefois beavcoup de géne & e des travaux
d'histoire des mathématignes a prétentions didactiques ou pédagogiques dans la mesure ol
ils affichent une fidélité sans faille 4 I"original, Comme 5°il était possible de retrouver toutes
les conditions d’une mentalité ancienne ! 5agit-il d’ailleurs de savoir faire parler les morts ?
I!exemple choisi me donne tout de suite la preuve de la difficulté d'une interprétation. Faut-
il par exemple lire la remarque de conclusion de Bouguer comme €tant celle d'un sceptique
su les vertus de la Providence 7 Pouvait-on, au milien de XVIII*™® sigcle, et en s appuyant
sur les mathématiques, étre agnostigue sans militantisme ? D autres interpréteront la remargue
do Rreton Pierre Bouguer i la fagon de Rernardin de Saint-Pierre, qui voyait un bienfait de la
bonté divine dans I’arrangement de rayons sur les melons afin qu’on les découpe plus aisément
en famille® ! Bt §'il ne s’ agissait chez Bouguer que d'un truc de professeur pour miewsx captiver
son auditoire 7 Le Traitd du Navive de Bouguer fourmille de remarques acides, vives, et sans
fagon.

Représentation du récl, respect du texte

Muis restons encore un peu avee Noé, et son arche (lebhah) en forme de maison. Car
nous allons pouvoir confronter un texte ¢t son illustralion, et cela nous préparera au probléme
analogue chez Bouguer, celui de Uillustration du calenl intégral par la mécanique du navire,
Le mot hébreu powr navire est antre (oniyah) et que Chouraqui a judicieusement traduit pax
“caisse™; |'enfoncement de 1'arche dans 'eau n’est pas spécifié dans la Genése, mais la Mishna
déja citée asswre qu’il était de onze couddes (16,5 pieds) (op. cir, p. 312). Piemre Bouguer
suppose que cet enfoncement était de dix coudées, et calcule un centre de gravité assez bas
parce qu'on “eut sans doute atteation de mettre en bas les choses les plus pesantes™ (TN, p.
266). Btait-il au courant des discussions rabbiniques pour savoir comment €taicnt répartics les
masses dans les trods étages de cellules (du grec kella, en hébreu gedin ot ginnim pour désigner
les pigces en lesquelles ces cellules sont elles-mémes réparties) 7 Bouguer sait naturellement
qu’en science I’ oubli est souvent le meilleur des aiguillons, car il pousse  l'innovation. Bouguer
sait anssi que son caleul de stabilité ne pourra étre oublié, car il conduit & modifier I'aspect des
navires de son époque, dont o critére d'€légance était d'avoir des flancs rentrants av niveau de
la ligne de flottaison, Or Bouguer, comme réaultat de son caleul, sonhaitait avoir une verticalité
de la caréne. [l reconnaissait faire ainsi perdre

“dans les commencements. . . beaucoup de grice aux yeux des maring, mais & cela on ne sgaurnit
que faire; la Geowétrie est une science impérieuse. & ¢'est & noas & trouver heau wut ¢z qu'elle
nous prescrit”, (TN, p. 274)

3, Dupin, Appiications de Géomérrie er de Méckhanique, & le Marine, aux Pounts et Chaussées, efe., pour faive
sulte awy Développements de Géondnte, Paris, Bachetier, 1822, De fait, le mémoire original de Dupin sur la
surlice métacentrigue avall €16 approwve par Ia classe des sciences matiématiques de 1'Inscitut 2 La fin aoie 1814
sur cappoct de Sand, Poinsol el Camnul,

1 n'est jamais facile & interpréter un acte scientifique en termes cultuzels ow idéologigques; non qu’il ne Luille
pas e faire, mais en sy essayate i1 oe thot pas oublise que 1a scieace se veul objactive, dooe en puricolier prétend
meltre de c0é la discours caltucel, Iy a donc nécessairement en ssience une mise en dehors, Voulolr remetire en
dedans agcessile une forte interprétation historique, Voir ). Dhombres, Une science & la frangaise, b paraitre.
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Sonunes-nous encore Préts & entendre une telle parole aujourd hui ? Etinierprétons-nous bien
ce que dit Bonguer, professeur d'hydrographie Jui-méme et done ayant sa place dans la cor-
poration des constructeurs de la marine, devant défendre leurs conceptions face a des officiers
de marine, face aussi & des officiers administratenrs chargés de gérer les fonds allouds par le
Ministre. En tout cas Ja forme des navires a bien évolué au milien du XV1IEEMe siécle, comme
Te montient les dessing ci-dessous.

Le travail de Bouguer fait partic de ces efforts pour standardiser 'appréciation des navires,
et s’inscrit dans le grand mouvement de gestion et de prévision par I Lrat an cours du sigcle des
Lumiéres’. Les figures que donne Bouguer sont confrontées 3 sa théorie et au réel de la naviga-
tion, comme celles des peintres de I’ Antiquité, et du Moyen Age. [s n’eurent aucnne difficults i
représenter 1'arche de No€ en tant gue maison, 1o maison hmaine. Dans les premigres représen-
tations chrétiennes, 1'arche est particulierement simple, et sa flotraison hautement improbable,
La caisse a un couvercle; il y a bien la lucarne désignée dans la Genése, mais ce pourrait &re
une poignéde pour la caisse.

Une représentation e Nod dans vie catacombe chrétienie de Rome

olt I"arche a 1a forme d"une caisse

En dehors des représentations assez fideles au texte, une solution ancienne fut celle de Ja caisse
posde sur un radeay ; Je dessinateur peut mnltiplier les lucames, et méme pose quelquefois une
cheminée pour gue la caisse fasse maison. T.e radean semble flotter naturellement, mais les
vagues sont inquiétantes. Dans un autre cas, le bateau est remarquablement dessing, avec tout
I'apparcil de la construction, les herminettes et les bans, mais I'arche ele-méme est 1éduile
I'abstraction d'un texte venant s"inscrire dang le schéma géométrique d'une maison.

E. Beian, f.a Mesure de {'Ere, Paris, A, Michel, 1996,
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Deux representations de I'archie, Dans celle de gauche, qui provient d'un livre
impame en 1493, Buch der Chivniken, Nog est cehui gui donne des ordres aux

OUVTILTS

Un peu plus tot, an XIE™ sidcle, par exemple sir une mosaique byzantine de Monreale en
Sicile, on avait tenté une conciliation entre le texte et la pratique navale, 1'arche étant congue
conme une caisse mais disposée sur une nef bizarrement symétrique et aux fornies néanmeins
exagérément recourhées. 11 v avait un luxe de détails réalistes sur la construction méme de
I'arche.

XIT" sigche : mosaique de Monreale

Ces détails sur les instruments utilisés pour ia construction d'un navire se retrotvent souvent;
an le voit, en particulier au XV giscle avee la belle illustration v ninuserit anglais. Dieu
dirige }a construction de la maison qui ne semble avoir aucun rapport avec la navigation
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Manusciit anglais do X% sigcle représeatant 1a constmetion de arche de Mog (Britfsh libeary, M5 add. 18 330, 1 13w

A la Renaissance, ¢t selon un mouvement critique qui a fondé exégdse, el sans doute
participé de la formation du jugement scientifique, les peintres rationalisent I'arche de Noé. Tls
la donnent A voir comme batean possible, et ¢’est un bateau usuel d’alors, vn bateau de qualité.
La représentation est double : Dicu donne et Noé remercie; les ouviiers construisent la barque
magnifiquement décorée ct toute baroque sur son étrave étrvile.

Noé recevant de Diew les directives pour la construction de 1" arche
Encre brune & eraie blancle sur papier jaune (201x253cm) de Maarten van Heemskork (1558)
Coperhagen, Stalens Musewn fir Koanst
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On appréciera le godt architectural, une baroquisation de la caisse, qui présida i la repiésentia-
tion ci-dessous.

|

Michelangelo, au plafond de la chapelle Sixtine, choisit la forme du paraliélépipede reclangle
qu'il coiffe cependant d'une pyramide, la célébre colombe s’échappant par T'unique lucarre
représentée. La caisse lotte comme un radeau, sans magque d'enfoncement. Elie est fort dif-
térente de la barque oil une mégére empéche un nageur de grimper & bord.

L'arche de Noé au plafond de la chapelle Sixtine
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C’est unc tout autre gravure qui peut expliquer la démarche de calcul de Bougver; elle doit
cn cffet montrer un nouvel outil : la mathématigue, Neuvel outil car Bouguer abandonoe la
mathématique des propertions — la ségle de irois — qui avait longtemps été le seul instrument en
architecture navale.

Mais il faut commencer par le commencement @ il v a bien une figure au dépat chez
Bouguer, toute simple. Cest une coupe verticale de I'arche parallélépipédique, selon un plan
orthogonal 4 1'axe transversal horizontal du navire. Ce sont sur des coupes que vont se faire les
raisonnements; or, puisque de toute évidence la stabilité du batean fait joucr le corps entier du
bateau, la réduction 4 des coupes introduit une pratique géométrique nauvelle, celle qui est lige
au caleul intégral

3

Figure 1
Coupe de "arche de Nog, avec indication da la ligne de Phorizontale de 1a mec

A cette figure de Bouguer est ajoutée une antre qui correspond 4 un bougé du navire sous un
effet quelconque (vent, vague). Mais le professeur d’hydrographie (rouve plus pratique de faire

bouger la ligne du niveau de U'eau, la mer, en ne changeant den au navire @ de sorte que la
nouvelle ligne est ci-dessous 1a ligne ab, et la verticale est passée de EZ 4 ~Z.

2 /3.
\&:./Q y

E

w g

[
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Figure 2
Représentation du bougé de Iarche de Noé

La figure du bougé indigue que les droites AB et ab sc coupent au point F, milieu de AB : ce
n’est pas un accident ou une simplification de géométre. Le déplacement considéré du navire est
tel que les aires tiangulaires AaF ct BbF doivent étre les mémes, “puisque le navire occupe le
méme espace dans la Mer avant ¢t aprés son inclinaison” (TN, p. 259). Le poids du navice reste
le méme qu'il bouge ou qu’il reste au repos, contrebalancé par 1a méme poussée d’ Archimede
appliguée dans toutes les positions, de sorte gue le volume de la caréne immergdée reste toujours
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le méme. La figure choisie par Bouguer illusire ce fuil physique que la géométrie réduit i
I'intersection des droites AB et ab au point E

Mais une telle intersection ne subsiste pas pour un navire dont les formes n’ent pas la
symétrie du rectangle de la cajsse. 1 faudra comprendre autrement @ Bouguer n’en parle pas
toue de suite quoique [a non syinétiie du bateau ne soit pas un luxe de mathématicien, les gon-
doles de Venise étant un exemple déja connu. Chaque chose en son temps. Bouguer prépare
Veffet de réalisme de sa théotie. L'un des avantages en effet du calcul intégral sera de ne pas
devoir tenir compte des effets évenluels de symétric pensés par simplification par le théoricien,
et de pouveir s’effectuer sur le vrai du pavire.

Le centre de gavité de la coupe AEB de 1a caisse submergée par ’ean est en I (tilien
dv segment FE}; le nouvean centre de gravité de la caisse de ligne horizontale aFb est en -,
la droite vz, on nouvelle verticale, est orthogonale i [a nouvelle horizontale ab. Les verticales
EZ et ~z sc coupent en un point g : le méraeentrs du navire. Clest & ce point que va &tre icl
réduite 'étude de la stabilit€ de ia caisse. Selon que e centre de gravité G du batean est au-
dessous ou au-dessus du point g i ¥ a on non stabilité, L'expression “méta’” dans “métacentre”
dit explicitement que pour qu’il y ait stabilit€ il faut que le métacentre soit au-dessus du centre
de gravité G ; le métacentre désigne un maximum 4 ne pas dépasser. Voila ce qu'il faul établir,
et & cc seul énoncé on comprend gue |a démonstration ne pent résulter d’un jeu @ €galités ou
d’équations; un maximum reléve d’vne antre analyse que celle résuliant de 1'algébre ordinaire.
11 fant donc aussi voir sur la figure le centre de gravité du batean. Mais ¢’est un centre de gravité
de ln coupe, un virtuel. Ceci sera précisé par Bouguer.

Les dessins sutvants, utilisant les vecteurs pour représenter les deux [orces contraires en jeu,
poids et poussée d’ Archiméde, justifient aussitdt & nos veux le métacentre dans le cas géndral.
La question est de savoir ot est 1e métacentre dans le cas de la caisse.

Figure 3

A duite, cas od g oest a-dessus de G Iy a un couple gui permet le redressement du
rapuvement ’inclinatson, donc c’est un sitwation stable,

A gauche, cas ob les positions verticales de g et GG sont inversées, le couple contribue
& PPaggravation de Vinclinaison, dane Lu situation est instable.

Les vecteurs ne font pas partie du vecabulaire ni de ’horizon mental d’'un Bouguer, ni
d'ailleurs de celni de ses conterporains. Mais ce n'est pas la question que nous diudions
présentement; nous voulons rendre compte des explications du caleul de Bougner quant an
point g, le métacentre, et de sa progression pour faire comprendre e calcul,

Car il fournit une fructuense opposition entre deux méthodes, L'une qui est de caleul di-
rect du point g parce que la forme de 1'arche de Noé est bicn particuliére et donc le point -,
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préliminaire, peut se trouver facilement, indépendamment méme du bougé de 'arche (¢ est-i-
dire indépendamment de la nature de I’angle d’inclinaison dn navire, petit ou grand). Le calcul
de géométrie analytique établir que, tant que le niveau de 'eau ne dépasse par 1a hauteur de
Tarche, le point » se trouve sur une parabole dont le somumet est en T Bouguer ne fait pas
ce calenl, car il le considére comune évident. L'autre calcul est celui d’un effet infinitésimal :
Bouguer suppose gue Iangle d'inclinaison est un infiniment petit, et il tente de trouver la po-
sition de ~ infiniment voisine de celle de T, donc la divection de la dioite Ty ; bref. Bouguer
cherche la tangente & la courbe que décrit le centre de caisse immergée . Insidieusement, i la
maniere de la persuasion, la démarche de Bouguer modifie alors 1a définition du métacentre, ou
plutdt elle la compléte. A priori, le point ¢ dépend de Vinclinaison du navire, et i v a autant
de métacentres qu’il ¥ a d’inclinaisens. La Figure 3 est celle d’vne sevle inclinaison, 1 faut
voir qu'il ¥ a en fait une courbe métacentrique. Mais est d’abord intéressante la position limite
du point g lorsgue T'inclinaison tend vers . L'autre caleul de Bouguer est desting & montrer &
la fois 1a tangente & cette cowrbe en ¢ et I'existence mé&me de cette courbe, sa forme. Et c’est
la dépendance avec une autre courbe qui est expliquée. Certe autre combe et celle que décrit
le centre ~ de la caisse, une parabole. Flle a une tangente en I, On peot confronter Tes deux
calculs, celui de la parabole et celui de la courbe en général : dans cette confrontation, il y a un
apprentissage.

Pour Bouguer, cet apprentissage n'est pas celui du calcul différentiel, mais celui du caleul
infinitésimal : nous avons perdu ce sens aujoird b, mais il était usvel au milieu du X VIS
sitcle, et il est resté en fait en physique mathématique grosse modoe Jusqu'a nos jours. Ne
parlons pas de rigueur, ¢e 1not terrorisant © c'est un style qui est en cause, el par conséyuent
une pédagogie. Bougter ne se lintite pas & la caisse de Noé : il domne tout de suite 1 situation
géndrale, et la représente sur un dessin que nous allons souvent retrouver. Clest le dessin ol
toutes les explications se nouent.

Figure 4 Cestla figure 54 du Traitd do Mavire

Le sens dn métacentre

Le métacentre apparait de facon centrale dans le Traizé du navire, lorsque déja plus de
deux cent cinquante pages ont &té écrites. La longue table analytique des matieres qui vient en
premier dans I'ouvrage indique I'ordre que le professcur a choisi d’offtir 4 son lecteur. Trois
livres, d’abord une description des termes de marine et des procédés de construction. ensuite
une théorie du vaisseau en équilibre sur Feau qu'organise le métacentre, et enfin une théorie
dut vaissean en marche, d’oi1 le métacentre ne disparait pas. Ce plan parait imparable dans sa
banalité méme.

1.e métacentie est constrnit au livee second comme le pendant du centre de gravité décrit 2 1a
premigre section dont, & Ta seconde gection, {1 1imite la position supérieure, du moins si’on veut
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que le navire soit stable “lorsqu’il ne cingle pas™. Tel est le sens de "méta™ dans métacentre :
“De 1a plug grande havteur & laquelle on peut mettre Te centre de gravité du Vaisseau™ est le
titre adopté par Bouguer pour celte seconde section. Le lien avec le centre de gravitd a valeur
épistémologique ¢ nous allons Ie voir car il n'est pas naturel qu’une limite supérieure reléve
d’un calcul analogue & celul des points gu’elle borde, Le métacentre est un centre de gravité,
non par la physique gui le gouverne, mais par le caleul qui Iobtient.

La pensée du meétacentre provient d'un phénomeéne réduit au bon sens, cetvi de 1'équilibre
d’un beuchon sur Ueau, gui ne peut étre le méme verticalement ouw horizontalement. Telle est
Pexpérience de base dont la réduction fournit devx points seulement, le centre de gravité du
navire d'une part et le centre de gravité de la caréne inunergée d’autre part. Ce demier point est
celui & parlir duquel se porte verticalement la poussée 4 Archimede®.

Le cemtre de gravité Jde la caréne dtant déterming, on conneilea le point dang lequel se réunit 1a
poussde de Peau, & d'ou part la vertcale sur laguelle cette puissance agin[. .. ] Mais ce n'est pas
SICOTE AS$EZ POUT (ue a situgtion du Navire soit permanente : car les pauties de Uean, de méme que
celles de tontes les aubres liguears, sont dans un mauvement continnel |, & il amive sans cesse que
quelquiunes de ces parties chocquent Ta caréne plus 4 un ¢Ot que de 1autee ; ce quil sullicoil. powr
produire une inclinaison qui ne sercit o abord, st on le veut, quingensitile ; maiy qui ne mingueroil
jumais d augimenter comune d'clle-néing, 3i ke cenlre du Navire Stoil trop haut, 1l o'y a personng
qui n'ait €prouvé quelquefois guelque chose de semblable, en tichanl de taire floter de bowl un
menceau de hais, ou quelgu’autre corps leger, qui avoit beaucoup de longueun I1 s agissoit 4" abord
de le placer verticalement, & de metre son centre de pravild exaclement au-dessus de celui de
Tespace qu'il occupoit dans 1'eau par son extréraité @ mais quoiqu’on réussit pent-&rre & donner
celle situation précise, 1a moindre cawse extéricure suffisoil pour I"alierer ; ot aussi-tor que le corps
avoit commencd ung fois & 8'incliner, sa propre pesanicur d’un ¢, el 1a poussée verticale de I'eau
de 1 autre, tendoient conjointement i fe taire incliner davantage, & i le faire tomber®,

La conclusion de 1analogie est a suivante : “]l n'est que trop certain que la méme chose doit
arriver 3 un Navire, dont le centre de gravite est trop éleve”. Sept pages plus loin, et sept pages
d’nn modeste formar in-4°, alors méme que le lecteur n'était pas suppos€ connaitre le Caleul,
Bouguer livre l1a formule qui, sur une verticale, fournit la distance séparant le métacentre ¢ du
centre de gravité ' de la caréne immergée, ou hauteur métacentrique ',

A titre d'une dwde de la pensée vectoniglle avant la lete, 11 poucrait Btee itdressant de noter dans 'eewsoe de
Bowguer les différentes techniques d’application d'une force composés en un seul point (le travail sur la miture
est dilférent i ce propos de celui sur la poussée d' Archimeéde, et il y ent méme une polémique 4 I' Académie 2 ce
propos).

Pierte Bouguer, Traité du navire, de sa consrrucrion, er de ses mowveriens, Pans, Jombert, 1746, lvre [T,
sectian TI, chapitee IT, pp. 234-233, Cette référence sera abrégée en TN, Je garde I'orthographe de Bouguer cac elle
esl netlement plus anarchique que celle des mémoires académigues usaels. Je o'al pas d'interprétation particuliéee
de ce fait, alors que Bouguer est un espiil ués cultive, dradit mine, mais volonlics exaspend par les momulanilés,
et particulisrement les mondanités parisiennes. Peut-dtre anssi fant-dl comprer aves son croploi de la langue des
professionnels de la mer [ ILest toutefois surprenant de constater gue seton les bibliothéques, les auvrages datés
de 1746 ont une orthographe différente. Un autre exemplaire présente par exaimple 1y comection pour le verbe
“Choquer”, mais quhlie cette fois I"accent au ot “caréne”. I"avoue &re fmund du Fait que ce sour les exemnplaires
i la meilleurs orthograple qui sont cenx ol les formules mathématiques sont bes moing bien présentdes, avec des
erreurs de notatons, Lannexe reproduit exemplaire doat les fonnuales mathématiques comprennent le moins de
fauies dans les formules, N oublions pas gue 1a comection des Spreuves  ceite époque, ne revenail pas towjours i
I'onteur,

YFigures ot formules ont 616 amsnagées par rapport & 1 orginal, afin de respecter s usages actuels, Ce n'est
qu'au débat du XIX*® sikcle, er sous 'inpulsion de Fourier, que "o se mit & noter les bomes supérienre et
iféricure d'une Intégrale dérinde. Le signe de I'intégrale, inventd par Leibniz comme un 5 éidré i partir de sunvuma,
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(DTg=2Z [™ idg

N L. 3p Sz
ol p désigne le volume de I caréne inumergée, x4 et 1, deux valeurs limites d° un pont horizontal
du_balcau, repere en r selon Paxe transversal, et découpé en tranches régulierement cspacées
(Figure 3). Ce sont des extraits de ces pages qui sont présentés cn premier clans cel atelicr, avee
une oithographe modernisée.

Découpage d’un navice surun plan horizontal et selon 1a I gne de fledeaison pour e

calcul du métacentre. T.a varable 2 cst sur 1"axe ici vertical (mals néanmoins borizontal
sur le bateau), el i 4 Photizontale, Lorigine, non décrite, est i IMiersection de AG el NAt,
#1a plus grande largeur du bateay, largenr notde 2b,

Mon propos est maintenant d’expliquer woute la didactique qui est & I'ccuvre au cours des sept
pages qui font accéder a la formule (1), Car ce qu'il y a de spectaculaire dans la formuole (1)
celle qui fournil la stabilitg dn navire ou non, est que le centre de gravité du navire 11‘inter\-'iant’
pafs. Le métacentre ne dépend que de la forme extérieure du bateaw; il provient donc de la seule
geométrie, Ou plus précisément, il ne dépend que de la forme de Ia caréne au niveau de la
ligne de flottaison, On retrouve avec celte li gne un pen de réalitl€ physique. La géométie ne
serait-elle pas trop mince ?

) Quant & I"intérét du caleul du inélacentte, un dessin suffira powr expliguer une situation
frequelfuntlznt catastrophique pour un navire, survenant généralement lors de son lancement,
une opération jugée délicate dans la premitre moitié du sidcle des Lumicres.

. R . " . . P .
s'impasa rapidement, Pourtant, dans le Traies, Bouguer adopte un 5 majuscule et note. %U_M 0¥ a qualgue chose

de fascinant dans la simplicité de la notation de Leibniz, pour unc notion qui mit plus d'un sizcie et entrer dans
les programimes scolaies,
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Figure 6

Interprétation nécessaire du calenl intégral : un exercice de familiarisation

Avant toute conséquence nautique de la formule (1}, Bouguer prévient que I'intégrale qui
y figure ne doit nullement effrayer. Car on peut en saisiv la significalion par la scule valeur
nuni€rique : “nous ne complons pas comme une difficulté dans Pusage qu’on peut faire de cette
formule, Ta nécessité ol I'on est de trouver ta vadewr S°dx™!!, Est alors donné le caleul explicite
selon les tranches en lesquelles le navire a €€ divisé,

5iU'nn supose que 1a Iranche horisontale do Navire fatte 4 flear d*eau, ail 100 pieds de lang, & que
les demi-largenrs mesurdes 4 12 % pieds de distance les unes des autres, soient, ei cimmengant
par Uextrémité de la proug, de | pied, de 9, de 12, de 13 4, de 13 3, de 123, de 11 4, dey L,
& de 7 L, on trouvera aisément par la Méthode expliquée dans le secand Chapilre de fa Seclion
précidente, Uintggrale Sydx - car on aura 1,729, 1728, 2460 2, 2460 £, 1953 1, 1520 7,857 1. &
421 a_: pour les neuf cubes 3%; et si on ajoule ensemble tous ces nombres, miadis ne {hisanl entrer dans
Iaddition que la seule meitié du premier et du demier, & qu’on multiplie Iy somme par 12 3 qui est
la distance d'une largeur & I"awtre, 1l viendra 149 006, Aprés cela i) ue restera plus qu'a diviser les
% de ce nombse par 1a sofiditd p de Ia caréne, pour avair la hawteur Tg.

Nous lisons donc

. o 1 ; 1
{.‘2) /IU yadw = (5.‘.‘% + y]3 oo+ y;]:—l + 5371 hn
avec i = plmjpouri = 0.1, nyelhy = (2 —2) = (e —2:) = ... — (2, —

Tnott — L{ms = 20, et pour la valeur de i entier » gale 4 8. Unc figure sert anjourd”hui a faire
comprendre 1a méthode des trapézes qui permet d’approcher I'intégrale.

ITN.. p. 262.

Figore 7
Calcul numérigue d'une intégrale (méthode des trapézes)

Cette figure n'est pas dans le Traitd du Navire. Non que Bouguer répugne aux figures, mais
pourrait-on dire, son utilisation des figures est épistémologique. Ainsi la Figure 5, qui est dans
I'original, serl d'image pour comprendre le caleul, mids non de référence en ce sens que les
cideuls effectils n'y sonl pas repérés (il y a un autre nombre de tranches que le nombre 8 adopté
dans I'exemple choist par Bouguer). La figure est donc une aide pédagogique, non un raison-
nement. Dans le discours explicatif, si nous hisons effectivement la méthode des trapézes pour
le calenl d'une iniégrale, cette formule n'a pas besoin du support figuré ct le mot frapéze, que
nons utilisons comme tepére aujourd’hui, n'est méme pas utilisé, C'est que 'intégrale, pour
Bouguer, n'a pas besoin d'étre congre comme une aire. L'aide de la Figure 7 serait contre pro-
ductif. Pour le lecteur auquel Bouguer 5 adresse, la formule (2) sert de repére quant al'existence
méme de I'intéprale.

Bouguer poursuit en examinant un navire dont fa nef est de forme ellipsoidale et la “solidite™
de 16 971 pieds cubigues, de sorte qu'il y a

3 % pieds pour 1a bauteur dz métacentre ¢ an-dessus du centre de gravitd T de la cardéne. Suppose
de plus que ce demizyr centra soit plongé dans 1'ean de 4 % pleds ou des % de la profondewr, comme
cela se trouve dans Pellipsoide, le point g qui st le teeme ou la limite de la plas grande haatur
du centre de gravied du Navire, sera élevé d’envieon 1 pied 4 pouces an-dessus de la surface dela

Mer'2.

LLe lecteur sait on devine que les données numeériques n'ont rien d’empirique @ clles sont cal-
culées par la mathémalique au terme d'vne théorie. Comme les baleaux en forme d’ellipsoide
ne sonl pas habituels, mais il v en a, 'avantage de 'explication est surtout de monitrer que le
calcul gére des situations complexes dés que 1" on connait la ligne de flottaison, qui détermine le
centre de caréne. Aussi bien, c’est un ensemble de calculs qui doit aboutir au métacentre. Ces
calculs se trouvent étre dans le genre méme des calculs effectués pour le centre de gravité. Il va
falloir le vérifier.

Des exercices pour I’ atelier

Le caleul du métacentre que nous allons suivre est donné par Bouguer conune général, pour
une caréne quelconque. Je propose de reprendre ces explications dans e cas de arche de
Noé, c’est-a-dire le cas ol toutes les coupes transversales du bateau sont égales et de forme

BTN., livee I1, section I, chap 1V, pp. 262-263.
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rectangulaire. 11 y aurait a trouver la parabole sur laguelle varie le cenue de caréne -+ et done la
développée de cette parabole comme courbe métacentrique de la caisse. Le but de cet exercice
serait de voir si Bouguer pouvait, avec avantage, se restigindre au cas de la caisse pour faire
comprendre son caleul du métacentre et sa présentation du caleul intégral.

Comme la courbe métacentrique est la développée de la parabole, une courbe facile a con-
struire, on ponrra aussi, par I'informatique, vérifier 'effet d’un changement de ligne de flottai-
son. Et visnaliser 1a correspondance entre 1a courbe du centre de caréne et 1la courbe métacen-
trique.

T2 cas d'un batean de forme ellipsoiale pourrait étre tajté, avec les donndes numiériques
mémes de Bouguer. 11 y avait effectivement des carénes elliptiques au XVIII®™E sizcle,

Un tout autre exercice serait de reconstituer les methodes géométrignes utilisées pour dessiner
une carene comme celle ci-dessous,

Un exercice de Bouguer

Bouguer avec le métacentre donne a lire le caleul intggral, On pourra dire qu’il ne donne a
lire de ce caleul que ce dont il a besoin pour le métacentre; le fait remarquable est qu’il n’ait par
besoin d'une référence mathématique extérieure, et qu'il ne fasse pas appel a un avoir prérequis
du lecteur,

Avant toutefois de lire & notre tour ce qui précéde la formule (1), qui est “illustrée” par la
formule (2), il fat envisager ce que Bouguer a ¥air de présenter conune une sinple application
de 1a formule intégrale donsiant le méacenlre.

On pourva apliquer notre régle avee Ta méme fcilitd & tous les Vaisseanx o inaes on viendry & bost
de la rendie plus simple, jusques-la gu'on pourrs Pemplover souvent sans caloul, lorsque toutes les
coupes verticales de la caréne faites parallelement 3 AEB, seront des figures semblables!d,

C’est en particulier le cas de 'arche de Noé. Et Bouguer énonce alors un résultat sur le mé-
tacentre, cette fois sans formule intégrale, et dans le langage éciit particulier de la théorie des
proportions que nous avons du mal aujourd’hui & suivre.

Le produil de la coupe AEE par 1a quantité TR, dont son centre de gravité K est plongé dans I'equ,
cstau 2 du cube FR? de la demi-largeur FE, corame la quantité FT" dont le centre de gravitd de la
caréne esl enfoncd dans I'eaw, est i Ja havteur I'g du métacentre g au-dessus de ce demier centre,

BIN, p. 263
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Nous lisong une tormule qui apparait exacte du point de voe de I"homogénéité, dés lors que 'on
congoit que AEB désigne une aire (les longuenrs géométiiques sont ici paturellement comptées
positivement.

Nous repérons les letires sw la Figwre 9 jointe, simplifiée par rapport 4 celle fownmie par
Bouguer. Par souci d'économie du nombre des figures fourndes par planches rassemblées dans
le livre, il rajoute sur une méme figure des éléments qui serviront a 4°autres explications. Mais
il joue awvssi de ces superpositions, Ainsi, dans la Figure 9, il faut distinguer entre e qui reléve
du bateau, a wois dimensions done, et son centre de gravité, la “solidité” que la caréne délimite
(volume), et ce qui reléve de la coupe. Mais de toutes les coupes analogues doit se déduire 1a
solidité. et ¢’est ce qu'il faut gue cette figure fasse comprendre.

K centre de gravité de la coupre de 1a cagne (rminerpée) / 9
o medacenire
r centre de gravitd de la caréne du bateas (en fait a £ B
prajection de ¢¢ centre snr la coupe) ©
r point central sur 1a ligne horizemale de Bottaison AB k
AEB  coupe de la cargne, et toutes les autres coupes iui sont
supposdes semblables pour le caloul 2
Figure ¢

Coupe de la caréne du navire
enlrepris

La formule (3) n'est paz une application de la formule (1); car (3) n'est pas déduite de (1)
seulement, Certes (1) va étre utilisée, nials 4 titre de comparaison. Er ¢’est cette comparaison
qui [ait compréhension. Bouguer pourrait denner une nouvelle preuve de (1), prenve adaptée au
cas d'un bateau doni les coupes transversales sont toutes semblables. En comparant avec (1), il
déduit (33, formwle d'ob touie intégrale a dispau, et d°oit le centre de gravité G du bateau a Ini
aussi disparu. Ceci étanl 1i€ 4 cela. La ligne de flottaison étant le repére physique, Je repere réel
de cette géométrie de la coupe.

Mais la démonstralion de (3) n'est pas placde comme une iHustration cu simplification de
(1); elle a pour but de montrer que le caleul intégral qui a été conduit pour établir (1) est plus
simple gue lo calen] mendé sur les vaisseaux, aves maniement des proportions, usuel mais inexact
en général. L'intervention du point F, sur 1a "horizontale de flottaison, comrespond 4 Thabitude
des professionnels de la marine. Il y avail des procédures antériewres de caleul, et elles font
partie du savoir pratique supposé du lecteur de Bouguer; mais il s’agit pour Iui de les faire
oublier, En montrant que le calcul intégral obtient plus el plus viie dans les cas mémes oi 1'on
savait calculer précédenument. Les procédures anciennes tournwient essentiellement antour de
la régle de trois, c’est-a-dive les proportions et les analogics qui régissent la représentation du
bateay.

La nouvelle représentation est celle de la division en tranches, de la sommation des parties,
bref de 1a mise du hateau sous la coupe 1églée de 1"analyse, de Ia division ct de la sommmation, et
du calenl intégral, 1. organisation du nouveau jeu intégral permet une antre généralit€, une bien
meillenre adéquation a la réalité architecturale du baleau, 4 sa construction méme, Et il nous
faut alors voir 1a fagon dout ces bateaux étalent représentés par les constructeurs de la marine;
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i} nous faut pour comprendre 1'organisation Pédagogigue et scientifique du texte de Bouguer,

retrouver le savoir sur leque! il 5 appuie.
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Figure 10

Cnelques représentations de coupes de bateaux, connues sous le nom de plans de
formes et disponibles bien avant la parndon dn Traité dn navire de Bouguer, Cel
muteur leur donne une intecprétation de caleul intégral: le plan de formes devient le
document fondatnental de toute 1 architecture navale, seulement remplacé aujourd’hui
par las représentations <'ordinateurt en 3D. Le premicr dessin est ici teé de I"Examen
marithme, tREorique of pratigue, ou raitd de méchanique appligude & la construction
ef & fn inawurivre des valsseaus ef auares Bdtimens. tradait de Pespagnol par le Nantais
Pievrs L.évegue, publi€ a Nantes e deux tomes en 1783, chez AJ. Malassis. Des pluns
dde formes sont direciement wiilisés dans le Traitd du Navire, el le deuxigme dessin est
Tun d'entre eux. L'importance méwe du plan de forme est siguulé par une gravure qui
est donnge par Bougueer, Les ingénieurs sonl groupss autour de ce plan, ainsi attesté
sur le chantier méme,

En propagandiste et pédagogue remarquable, Bouguer conclut que le nouveau caleul s'uvére
presque “sans caleul” par rapport A 'ancien; il est non seutemient naturel, mais économe de
moyens par 1apport aun calcul par les proportions. L'exercice auquel se Tivre Bouguer est done
tactique. Il n’est pas encore nécessaire de disposer d’une définition mathématique du métacentre
pour powvoir suivre la démonstration de (3). Kn outre, le lecteur doit se rendre compte que le
caleud de FI' (avec le centre de gravité T) est formellement le méme que celui de T'g (avec le
meétacentre g), el ne peut qu'étre le méme.

Les Lecteurs un peu versés tans la Staticque, doivent voir déji 'orgine de ce théoréme, ou de cette
9 iy £ . A 3T, - . N
seconde régle, dans 1a conturmité quil v a eneee I expression 2‘;1;'—_* de F'g, ke celle qu'on sgaitgu'a
I :

i
T, qui ne doit 3tre, dans la cirvonstance présente, que 525 affeciée de quelques constantes.
¥

La force de Ta mathématique est d’expliquer la raison de constantes particulieres dans des for-
mulcs.

Bouguer opére par une sorte de familiarité du lecteur particulier auquet i1 s°adiesse avec
le Caleul intégral; il se référe 3 nne connaissance de ce Calcul que procire celle de la Sta-
tique. Aucune référence n'est donnde, et il ne peut s'agir que de la nouvelle statigue, celle
qui a été réorganisée par le calenl intégral, an meing dans des (raités savants, notamment par
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U'interprétation du centre de gravité. Cette statique est congue par Bouguer comme lien origi-
naire du Calcul; 1a pratique de cette statique correspond au jaugeage des navires, A leurs centres
de gravité et mémes aux “moments” que ces centres font intervenir, De tels calculs sont ceus
qui auraient fait “naitre” le calcul intégral, semble dive Bonguer. Mais il 0’y pas besoin chez lui
de convoqner une histoire; c'est dangs les termes d'un savoir déja connu, ou supposé connu du
lecteur qu'il donne 4 lire ses explications. Une histoire fournivait oo passé qu’il 8"agit d’ oublier.
Grice & (3}, le caleul qu'il 2 founi du métacentre en {1} se donue & voir & la fois comme
conception et procéduwre générale,

On powrrait ici se donner le temps de situer effectivement la Statique dans le cadie de
I’histoire des mathématiques, et peut-étre fournir une histoire des mathématiques et du Caloul
prenant cette Statique des cenlres de gravité comme paradigme. Ce serait sortiy du propos de
cet atelier qui est de rendre compte d'une fagon d’enseigner; ce serait aussi aller 4 'encontre cle
la pédagogie de Bonguer qui choisit une présentation du caleul intégral. Justifier ou critiquer les
références que Bougner fait 4 1"histoire du Caleul reléve d’une autre démarche proprement his-
torienne, C'est bien sOr cette démarche F qu’il faut utiliser i I'on entend comparer I'innovation
de Bouguer et celle d’Euler qui présente le métacentre dans sa Scienfia Navalis de 1749,

Je raccourcis le texte de Bouguer pour le caleul de FT, en écrivand sous forme de fractions
les proportions qui y figurent, et je souligne 4 chaque étape les propriétés de caleul intégral di-
ment utilisées, et ainsi objectivées par I'auleur. Mon connenlaire n'est pas desting & améliorer
Pexposé de Bouguer, ni 4 préciser sa place dans 1'histoire des mathématiques, ou a en ettectuer
une restitution lisible anjourd’ hui en explicitant ses différents moyens. Il a pour but d'en faire
ressortir la structure didactique. Le lecteur pourra comparer avec le texte original de Pierre
Bouguer, donné cn annexe, et mis en francais moderme puisque ¢’est le contenu scientifigue qui
st ' objectif,

17, Calcul de I'aire A4 (ou “étendue™) d’nune conpe quelconque de 1a caréne paralléle av
plan AEB, donc coupe pour un x donné (voir Figure & pour le repérage) et sons I'hypothése de
la simulitede de toutes ces coupes. e calenl donne évidemment :

A AEB
y? | FREE

2%, Caleul de fk, relatif & une coupe quelcongue de la caréne, les minuscules ayani
pour cette coupe les significations homelogues qu’ont les majuscoles pour la coupe AEB [de la
Figare 4].

[k FK

y T FEB
La lingarité ainsi exhibée de I'intégrale démontre que le rapport des distances du centre de
gravitg 4 un peint d'une figure homologue i une autre est le rapport de similitude, La géométrie
élémentaire ne peut envisager une telle généralité. Le lecteur a appris cotte propriéid de 'inté-
grale qu’il peut vérifier sur la formule pourtant approchée des trapézes.

¥, Caleul du "moment de chaque €lément infinitésimal” par rapport & la surface de
I'eau™
L'objectil est le caleul du centre de gravité K de toute Ia caréne, qui doit certes provenir de
la cennaissance du centre de gravité de chacunc des coupes semblables, mais ne peut résulter
d’une simple somunation, ou intégrale veetoriclle comme novs le ferions aujourd hui. Bouguer
reste au niveau d'unc coordonnée, ici en o selon 'axe AG (Figure 9) et prépare la sommation
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en faisant intervenir le “moment”, un scalaire donc, produil d’une distance par une aire en
I'occurrence © produit de la distance fk par la “solidité” de I'élément infinitésimal dC. Ce
dernier est le produit de 'aire A par dx.

fhAde = %gyyzi‘EBﬁ r= £ j;if 3 Y.

4°. Intégration du “moment” I sur toute la longueur du hatean, ce que nous calculons
conune une intégrale entre deux exliénites

FRAER %
""" TE5 yhde,

5°. La valeur de FG s’obtient en divisant celte intégrale | par la solidité p de 1a cargne
immergée (son volume, celui qui compte pour 1'application du principe d’ Archiméde) :

(4) FT =

I FKAEB f .
( =— ydz.
7 pFEY

i

Rappelens maintenant la formule (1), T'g = & *dz, car la comparaison entre les for-
mules (1) et (4) donne cffectivement (3). Est éliminge Iintégrale, aussi bien d'aillenrs que la
solidité p, Et de (3), o (1) 2 joud, il est alors facile de déduire 'expression de T'g, la nouvelle
relation (1) dans le cas envisage, en fonction de FT” et méme Fy “qui exprine la plus grande
hautewr que peut avoir le centre de gravité du navire au-dessus de Ia swface de T'ean™™. Le

P :
point Festentre T el g. Soit Fg =Ty-F[', ou FG = TF ( % — 1) , 30it la relation
2FT.FBY — FT . FK. AER
() Fg=2 -
FHKAER

Alnsi. ¢'est le gens du caleul intégral, et non I"application d'une simple {formule, qui donne
comprendre en retour comment la position du meétacentre pent se calculer & partir de celle du
centre de gravité de la car2ne®, indépendaimment du centre de gravité du navire, donc de sa
charge elleclive.

La mathématisation de la stabilité du bateau n’en est pas tenningée pour autant. Bouguer doit
maintenant expliguer, et calculer I'enfoncement d*un vaisseau dans 1’caw, autrement dit calculer
la position du point I, Celle-ci n'est évideniment pas le seul fruit de la forme de la caréne,
et importe la répartition des masses dans le navire, qui fait la ligne d'horizon AB. De cette
répartition, le centre de gravité du navire donne une premidre idde : mais cette fois il faut savoir
tenir compie du fait que le batean n’est pas homogéne, car constitué de matériaux distincts,
bois, mcial, etc. La technique de calcul va pouvoir étre 1o méme que celle du métacentre, avec
lc jen des divisions et des sommations. Le méme usage du caleul intégral gére cette “division”
en vue du centie de gravité. On saisit Iastuce didactique de Bouguer : le métacentre est plus
facile a calculer que le centre de graviwd. Grice au calcul intégral réduit a Pidée de sommation,
il y a unité de méthode et il ¥ a donc vne possible science navale, ou science des bateaux. Et i
ne sg présente aucune conception du caleul intégral comme inverse d'un caleul différentiel.

"La formule (5} est foumie par Bouguer avec wne emeur, %2 au licu de 2/2. Dans certains exemplaites de
luuvrige, on lit d"ailleurs EB® au lieu de TR,

0y aune jolie illustration de cette assertion ; Boupner domne le caloul du métacenire de Uarcbe de Moé, bateau
parallélépipédique (longuewr 300 coudées, largeur 50 couddes, hauteur 30 coudées), A pactir de la supposition que
le “Bitiment enfoncait dans les eavx du déluge de 10 coudées™ (TN, pp. 2635.266),
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Je n’ai pas & suivre Bouguer dans cette recherche d’un discours unigue li€¢ an calenl du
centre de gravité, car je ne fais pas 1"histaire de 1a science navale. Me suffit la conclusion que
le métacentie a servi pour une compréhension nouvelle, ou améliorée, du centre de gravite ct
cette compréhension a valeur de calcul intégral.

Si on veut maintenant tirer 1a plus grande wilitd possible pour la pratique de la Théore expliguée
ans les Chapitres précédens, il faut chercher par la discussion de toules les parties do Vaissean
dans les Chapitres précéd 1 faut chercher par la di de toutes les parties do ¥
qu'on se propose de construire, la situation qu’aora son centre de gravité!®,

Cette discussion est une division suivie d'ung sonunation.

Je reviens au miftacentre, et & 1'établissement préalable de la formule (1} qui a regu une si
forte interprétation. C'est en progressant & rebours de I'eaposé de Bouguer que je peux saisir
Thistoire que je cherche i dire. Souvent trop logiciens, les historiens des sciences n’apprécient
pas ceffe fagon de faire, qui n’est pas le compte-rendu exact du déroulement de la pensée. Je
suis pourtant contraint a ce rebronssement parce que j'ai annoncé que je voulais appréhender
un enseignement par son objectif, moins le sujet scientifique nommé que 1'objet, la méthode en
Calse.

Ai-je encore besoin de convaincre que Bouguer agit comnie un enseignant ? Evidemment,
il v a plusieurs types d’enseignants, et maintenant ¢’est 4 une caractérisation du fype anquel
Bouguer appartient que je m’attache, en suivant ses explications pour la formwule intégrale (1)
Te trague alots ce qui n’appartient pas an calcul intégral proprement dit, et ce qui releve d'un
caleul infinitésimal. Car il parait évident que la sommation —celle que le calcul du centre de
gravilé Tail comprendre— doit porter sur un élément différentiel. Or, Bouguer fait 1'économie
d’un tel calewl différentiel. Comment procéde-t-il 7 La question reléve a la fois de la didactique
et de 1’ épistémologie.

L’inspiration géométrique du caleul infinitésimal

LaFigure 11, moins simplifide que précédemment par rapport 4 celle originale de Bouguer,
indigue Te bougé du bateau, la ligne akbH étant la nouvelle horizontale, la premicre horizontule
de la mer étant AFB. La seule inmervention de la nanwre dans le dessin est ce changement de
I"harizontale, et donc T'on a plutdt un bougé de la mer avec un bateau fixe. Ce qui est assez
paradoxal. Mais pourquoi fandrait-il plus ? La droite ~z est la nouvelle verticale, remplagant
I'ancienne verticale E7., &1 'intersection de ces deux verticales crée le métacentre g. I'en reste
pour le moment i cette définition de ce point, qui est purement géoméiriqne. On ne peut man-
quer de remarquer que cette définition n’est pas suffisante : car il ¥ a antant de métacentres que
de sitmations de Aotraison.

A ceci pres tontefois que le mouvement de AB en ab, ce que j'appelle le bougé du navire, est
un infiniment petit. Selon I'usage, cette petitesse n'est pas indiguée sur la figure, oi il n'entre
visuellement ¢ue des grandeurs finies, Est donc en outre a expliquer par Bouguer la facon dont
on peut ainsi calculer, ¢’est-d-dire ce que I'on peut négliger. le calcul infinitésimal a cette
fonction, et ce n'est donc pas le caleul différentiel auquel s’attache présentement Bonguer. Je
n'ai pas assez fait saisir la différence, mais elle apparaitra mieux bicnidt.

BTN, divre I1, section I, chapitre V1, p. 275,
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Figure 11 : Le bougdé

Ch wiit 1, qui est le centre de gravié du navire toul entier mais n'intervient pas dans
la démonstration de la formmle (3), le métacentre g situé en dessous de (il v a donc
instabilité) et le centre T de la cardne. La parpendiculaire en B A la droite AFB coupe
1a nouvelle horizontale abb en H. Surla figure pourtant géndrale, Buugver a laiss€ les
droites ab et AB se couper en F. Les points notés 1, 2, et 3 sont des cenbres de gravité.

Pour novs I'infiniment petit est une géne : Ta définition du métacentre qui s’ impose dans cette
lecture est celle d'un point limite, quand Vinfiniment petit tend vers 0. Bouguer n’agit pas ainsi ;
passer & la limite, c’est faire nn caleni, ¢’est disposer d'un savoir qui conduit 1e caleul, et ¢est
surtcut risquer de mélanger les résultats limiles avec les léments des figures de Uinfiniment
petit. Le maintien de ce dermnier est donc une preuve de rignewr chez Bouguer, et d’aillewrs chez
la plupart des mathématiciens de ce débus du X VIIE™ sigcle.

Le calcul infinitésimal joue effectivement de 1a Figure 11. Sur celle-ci, doit sauter aux yenx
le quasi parallélisme de ~1" et de AB (il y a en fait parallélisme avec la droite 72). Et tel est bien
I'objet de la démonsfration. 5 opposent aussi & 1'ceil deux wacés. Le premier, en traits pleins,
est la forme de la caréne AEB; les seconds, en pointillés, déstgnent des lieux mathématiques,
un virtuel donc, avec les poinis symptomatiquement notés 7, 2 e1 3, et les deux autres points
et I'. Ce demier point désigne le centre de gravité de la cargne inuetgée (done supposée
homogéne) dans la premiére position (centre de poussée), et -y le centre de gravité de 1a nouvelle
cargne {¢’est-a-dire de lanouvelle partie inunergée de la caréne, et nouveau centre de la poussée
d"Archimede dirigée selon vz). Inactif pour le moment, il y a aussi [, Ic centre de gravit€ du
navire,

La Figure 11 ne donne gn’une coupe du vaisseau : il y a médiation du réel par un schéma
uréaliste, et non prise en comple directe. Il y a done analyse, mais on doit percevoir qu’il ne
peut que s"agiv d"une étape, el qu’il faudra bien passer au batean en entier. 11 faudra donc faire
appel & un calen! propre el ¢’est le caleul intégral, Le rappel 4 la réalité est signal€ par le point 1,
qui ne devrait pas élre sur celte figre @ en cffet la coupe transversale n'est pas nécessairement
dans le plan verlical du centre de gravité du navire tout entier. Autre fagon de signaler le réel,
donc la science nouvelle gui en rend compte, la coupe de la figure otiginale est remplie en son
bas de pointillés, suggérant une charge. comme un lest.

C’est néanmoins la réatité virluelle, si I'ose dire, qui permet av dessin de la coupe d"étre
comme animgé, en ce sens gue deux horizontales sont superposées AB et ab, pour un seul navire,
ou plutdt une seule et méme courbe. Elle n’en représente pas moins le bougé de la caréne sub-
nmergée, passant de AEB a aEb : de cette unicité de la caréne doit se déduire une conservation,
nais elle n'est explicite sur la figure qu’a partir de la position du point F, et nous {a verrons
exprimge par une €galité d'aire au cours du caleul.
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Le dessin que j"ai dit animé est lu trace rendue manifeste de la pensée infinilésimale en
physique ; ¢*était aussi la fagon la plus normale pour un mathémasicien de pratiguer le caleul
infinitésimal dans les annces 1744,

St la construction de g est |'objectif, 1a premiére chose a trouver est bien 1e point ~. Bouguer
le détermine conume résultat d"une composition de centres de gravité, et va done faire fonction-
per la technique du caleul intégral 2u sein méme du caleul infinitésimal. Du moins cest ce
que nous pouvons dire, ayant déja In plus lofn, ayant déja appris son assimilation de I’ origine
du calcul intégral au calcul des centres de gravitd. En liant ainsi Uinfinitésimal et Iintégral,
nous pourrions dire que Bouguer abolit 1'étape qu’est le caleul différentie} vers Ic calcul jnté-
gral : une distincion qui avait été le fruit historique d'une entreprise didactique sur le Calcul, et
I’ était ni dans la peosée de Newton, ni dans celic de Leibniz, On ne peul le saisir qu’en suivant
scrupuleusement la démarche expliquée par Bouguer!?.

L'intérieur de la caréne du navire est décomposé en trois parties, les deux parties quasi trian-
gulaires aAF, BFb, I"une nouvellement submergée et 'autre sortie des eaux ot la partie AFhEA.
Ces parties ont respectivement comme centres de gravité les points notés I, 2 et 3. Le jeu con-
siste & calculer -y comme barycentre de 7 ot 2, et 1 comme barycentre de £ et 3. Le caleul
n'a pas besoin d’Gtre conduit par des équations et ne sont manipulées que des proportions. Car
celles-ci disent aussi des directions, et il ne faut pas oublier qu'est d’abord recherché un paral-
lélisme. Eist & cet cifet utilisé un succédang de caleul vectariel, celui (i€ NOUS POUITIONS mener
aujourd’hui sur les centres de gravié. Bn effct, de ces proportions provient le paraliélisme de 1a
droile foignant 7 4 2 et de la droite joignant va 1.

La démonstration est typiquement de géométrie dlémentaire, & ceci pres qu'elle concerne
uussi des infiniment petits. La pratique géométrique est acceninée par le fait qu'il ¥ a un in-
variant issu de la physique. Les deux aires AFa et BFb dojvent étre €gales “puisque le Navire
sccupe le méme espace dans la Mer avant et aprés son inclinaison™'® » il n'y a pas augiien-
tation chu volume de la caréne immergée, car le bateau ne pése pas plus 4 Iéquilibre gu'en
mouvement. Telle est I'hypothése de conservation qui gére le calcul, et qui explique qu’un seul
dessin de caréne goit fowmi: le point F, milieu de AB est aussi I'intersection de ab et de AR (du
moins en négligeant un infiniment petit 4 ordre supérieur, ou considérant comime égaux les wwcs
aA et bB, ce qui est le cas de la caisse de Noé). Le bougé du navire, quayant Jeja fuit de la
mécanique nous lisons comme un déplacement virtuel, dit dans Pexplication de Bouguer 4 des
causes accidentelles —vent, vague, etc.~, n'est pas général.

51 T désigne la distance du point ¢ & T, et AEbF I'aire de la surface ainsi délimitée, on
dispose de

1" AEDF
AT BFb
sclon le caleud caractéristique des centres de gravité, Ei de méme on a
2’?’ i AFE)F
3 AR

"7E¢ Bougner o'a pas besain de se justifier : le mathématicien Fait ses choix. Alors que le commentaire, la
commentaite méme qualifié dz scientifique, appartient au professenr. Bt ¢'est hien pour cela qu'il ¥ a une science,
Ia didactique. Alors que le mathématicien pur, le inathématicien idéalisé, n’a qu'a s'occuper des concepts. De fair,
le mathématicien professeur a son expérience personnelle, intime, de la didactique : le défaut est de penser que
Celle expdiience présente un carackére scientifique. It est rare qu’un professeur pense que s vision est universelle,
fant il maindent I'enseignement comme un an.

BTN, p. 259,
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De I'égalité des aires AFa et BFb, on déduit
1T _ 2"‘(’

ar = 3+

Cette proportion dit le parallélisme de la droite +T" & la droite joignant 1 et 2. o

e hongé rant un infiniment petit, cette droite est encore & peu prés paraligle & I'horizontale
de la mer en position initiale, soit 1a droite AB (la surface de I'ean). Voila senlement la sef*cn)‘nde
instance de simplification du caleul infinitésimal?, et plutét d’ailleurs un passage a la’lum.lte‘ :
la position limite de la droite /2 est I'horizontate. Cette limite ainsi trouvée n’est pas |'c}ut111:?ee
an cours du caleul qui se poursuit avec des quantités infinitésimales : il v a 13 nne précaution
évidente, qui fait sens pédagogique. En U'occurrence, a ét€ trouvée la tangente en [" 4 la courbe
que décrit le centre de caréne lorsqu’il v a mouvement du navire. De cette tangente et de
cette courbe, Bouguer ne parle pas tout de suite; il ne mélange pas les niveaux, et .la’ tangente
appartient en fait au calcul différenriel. Elle viendra plos tard, mais ne sefa pas fraitée avec la
méme rigueur. Bouguer tolere des rigueurs différentes dans son exposé, et ceci est un signe
particuliérement net de didactique.

Le calcul de 1a hanteur métacentrigque ; Pintégrale

En attendant, il faut poursuivie le caleul de fagon quantitative si 1'on vent en terminer avec
la détenmination du point 7. Parce que les potnts - et [ sont infiniment voising, Bouguer ne
peut guuser des proportions du triangle caractéristique (le plus ancien il‘lStl‘l.l]:llBl;lt du calcul
avec les infiniment petits), 1 exprimer I'égalité A’ un rapport entre infiniment petits & un Im}ppc}u.l:t
entre quantités finies?®. Rouguer agir, et n"explique pas : le lecleur est ou bien familiarisé déja
avec cette procédure, ou bien il 1a découvre, Et I'essentie]l est qu’il en apprenne assez pour la

connaitre. _ o ) F .
De i = 21 — AEDF yiepny % = %. S0t 31—1_ = j’j;‘f Le parailélisme de 12 et
31 3"{ HFG 2 : e - ' s L ' apt = s
de +[' {remarquons bien que n'est pas utilisé le résultat limite du pacallélisme & AB), fougnit la
propottion % = }—2 Dioit 42 = 428 Fot prouvée la proportion séparant les infiniment petits

T~ Bib*
des quantités finies :

6) BFb  AEE

Adnsi on pourea frouver 1a distance Iy des centres de gravité I'lewy, aussitdt gqu'on connoila la
solidité de fa caréne AER, 1a solidité de la petite panie BEb, & 1a distance J2 des centres de gravité
des petites parties BFh & Afa; puisque ce sont 1 les trais premiers termes o une praportion, doat 1a
distance Ty est la quarieme?’,

11 reste bien trois termes a calculer pour déterminer Ty ;. wi infinkment petit BED, et deux
quantités finies, 12 et AEB. Les calculs vont §’enchainer, mais ne sont pas exactenent ceux sw
les quantitgs indiquées, o
Car il n’est pas possible d’en 1ester & une coupe wansversale du bateau; ¢'est la .tOlEll.ltC de
ce dernier gui comipte. Le caleul intépral est 13 pour réaliser Uintégration des effets infiniment

T a conservation des aires fait inlervenit 2 fait que I'on ail wn mouvement infinimeg petit, du moins pour une
caréne pénérale. .

®Bouguer maintient ici e langage des proportions, sans whiliser des éerilwes symbaliques, faisanl apparaitie
Texpression infinitésimale comme quatiéme proportionnelle.

TN, p. 259
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petits. Il appartient A Bouguer de le montrer, en donnant 3 voir le Caleul, Etil y aun changement
significatif de figure : de la coupe transversale (Figure 11), on passe & une coupe horizontale
selon le plan de flottaison (analogue i la Figure 5). Un langage analytique gére ce passage d'une
figure & 'autre, et il vient s’ajouter au langage péométiique des proportions Jjusqu'ici adopté.
Afin de le remplacer. Il est vraisemblable gu’en 1746, ¢'était ce passage des proportions &
I €criture alggbrique qui représentait 1a plus grande difficnlté, et ¢ érait done 13 que la sollicitude
didactique de Bouguer se montrait la plus prévenante. Qn ne poucra qu’entendre les paroles
mémes de Descartes dans la Géomerrie.

Je nennme - les parties de Faxe de celle coupe, ou les purties de Ia longueur du navire, & y les
demi-largeurs ou ordonndes, .. 22

Il n*était pas d'usage de préciser une origine et une orientation, car cela aurait contraint i utiliser
des quantites négatives. Ce n’est pas mangue de rigueur, juste une habitude de calcul, mais en
contradiction avec I"appavente généralité de la variable . On sent qu’une origine est pensée A
I'abscisse o pour laguelle Ja largeur du bateau est maximale (notée © dans la Figure 5),

La déconiposition du balean révélée par la coupe de la Figure 11 avail pour but de montrer
ce que nous appelletions inlégrant. dans un plan orthogonal a celui de la coupe de la Figure
3. Celle-ci indique cormument on va intégrer; elle ordonue. 1.a désignation BFb n'est done pas
changée; ¢’est aussi bien une aire particuliére selon une coupe particuliére, une fonetion de
comme aire générique (donc une intégrale possible) que le résultat méme de cetle intégration.
Pour préciser, je nie sens contraint & distinguer par les notations : BFb pour atre de la coupe
particnliére, BFb(z} pour I'aire de la coupe géndrale en z et (BFD) pour le volume constitué par
l'empilement de toules ces coupes. Mads ¢’est que ma pédagogie n'est pas celle de Bouguer qui
ne va pas utiliser le vocabulaire des fonctions, en cela différent de Leonhard Euler qui présentait
le calcul infinitésimal en 1748,

e considere aprés ¢ela que le petit solide BFb qui sort de U'eau, & dont BFb nest u'une coupe, esl
Lurmé d'unc infinité de petits triangles verticaux, qui étant arrangés tout Ie Tong de la longueur du
Navire & la distance infiniment petite o les uny des antres, sont paralléles aux triangles BFh, & ini
sont semblables.

C’est seulement ici qu’intervient la différenticlle dx: elle est scansion du découpage des tranches,
¢t elle n’a de jeu que pour permettre une semmation. La similitude est le jen de ce caleul, mens
de telle fagon qu’est évitde, & nos veux, une intégrale triple. Ainsi on peut dire que, fidele i la
géométrie analytique de Descartes, Bouguer évite une figure & trois dintensions, | faut mieux
dire le geste de Bouguer : il montre comment le caleul intéesal qui permet de passer en trois
dimensions, peut se mener en réduisant & une seule variable, Il n’applique pas une recette, ne
donne bien sir avcune référence : il raisonne directement, el ¢’est cela qui est la pratique dn
“transcendant”™, Qui est en plus donné i voir comme un élémentaire.

Aussi bien, ["utilisation d'une méme notation pour désigner des choses ditférentes, 1a if-
férentielle e l'intégrale, n’est pas une faute de logique : elle participe du sens du calcul que le
lecteur deit acquérit. Hier comme aujourd’hui, on peut trouver qu’il ¥ a danger pédagogicue
dans cette faute de logique; mais me parait illogique de ne pas la concevoir comme procédé
didactique voulu. La coupe transversale est devenue une tranche; la tranche est ordonnée par
la variable 7, et sa sommation se xéduit & des grandeurs représentabies sur une seule coupe ol
puzait alors le centre de gravité du navire lout enticr, et le métacentre, qui n'est plus celui d’une
cotpe.

21N, p. 260
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Pour le calcul de {Bib), un solide donc mais qui n'en cst pas moins un infiniment petit,
je raisomnement se comprend en termes de fonctions de la variable 1, fonctions d‘élem'lillécls‘
a partir de la coupe faite en AEb, ol pour cet x, 1a longueur y vaut . Les fonc.:tmns se dé-
duisent simplenent par similitude, ce qui évite de les nommer : nous avons dil déja voir un tel
fonctionnement & 1"occasion du caleul de Ig.

Ainsi, 1z hauteur du triangle général BFb(x) vant i, ol & désigne la hauteur infiniment pe-
tite du iriangle BFb, ayant par définition un angle droit en B (Figure 11). Le volume €lémentaire
du prisme triangulaire est Sy yda. Soit

BEY = - | s
(B}‘b)—zb/gd.r,.

Bouguer ne précise pas les bornes d'intégration, pas plus que ses contemporains.

Le calcul de la distance (12) résulte d'une intégration de (72)ix), distance elle-méme cal-
culée & partir de 72, Mais I'intégration ne peut pas antomatiquement étre celle de (12)(z) ! la
regle de sommation est obligatoirement celle des centres de gravité, 1l y a donc intégration d'an
moment, et ¢’est le point majeur du caleu! de Bouguer. Par division du bateau en deux, le calevl
est d'abord celui de 7 F(x), qui donne 2y car on n’a compté que les infiniment petits d’ordre

P h . 3 4 ) B N

1. v étant une fonction de . L’intégrant devient %y%yg, un moment qui est le produit d'une
distance par une aire. Et vient au total

2e
- 113 .

Gir
Mais on n’obtiendra (12} gu'en divisant encore par (BFb). Er il faut enfin mwitiplier par 2,
car nous n’avons tenu compte que de la parlie droile du bateau. On peut en effet le supposer
symétrique par rapport & 1 axe wansversal, “flancs toujours Sgaux™ explique Bouguer™, Dol ;

4 fv'de

3 [ wdz

Bouguer ne fait pas remarquer que, dans ce caleul, Pinfiniment petit ¢ a heurensement disparu :
¢’est au lecteur de comprendre. Bt on a méme 1a un crifére que le lecteur doit se donner afin de
s assurer de sa compréhension réclle du calcul mené?,

Bouguer ne calcule pas le dernier terme de la proportion {6) qui justilie loute ceite procé-
dure, & savoir le volurme de la caréne (AEB). | se contente de lui donner un nom, p, “solidité”
de 1a caréne. Le lecteur doit encore comprendre que le caleul intégral permet aussi bien de cal-
culer cette sotidité en fonction des données géométiiques de la caréne ; Bougner y reviendra et
montrera ainsi I'unité de la science navale, Cette solidité n’est pas le poids ou charge du navire,
i peut aussi se calculer par intégration.

On aura noté que la sonunation, qui nous parait constitver vraiment 'intégrale, nc posc
aucun probléme particulier 3 Bouguer : il ajoute d’aprés le principe des tranches “nll.n'lérotées”
par x et “espacées” par dz. Clest Uimtégrale définie qui est en jeu, et Bouguer ne fait aucune

{12) —

ey jeux de syimétrie sont le plas souvent téglés pour éviler les questions de signe et d’orientar.if?n,l dans cette
gé{)mcu'ib qui n'est pas entiérement analytique. Plus loin, Bouguer corrigers dans e cas de nen syméirie.

#Jai hien conscience d'étre aux limites mémes de I'analyse que je méng sur la pratigus didactique de Bouguer,
interprétant positivernent une absence d'indication. Mads je ne crois pas i la naiverd de Pierre Bauguer; je ne
i prends pas powr un mathdmaticien idéalisé qui n”anralt &' yeux que pour les callcgqts_‘ D au‘tres_ euselgnanlrf
avenglés par la logique crolent que la pédagogie mathématique doit passer par une explicitation minutcuse de tous
les caleuls, au risque de confondre 1 essentiel avec I'acoessoire.
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allusion & une interprétation par I'aire: il 0’y « aucune place pour idée différentielle et pour : centre de gravité du navire I et celui de la caréne T, et othogonal & 1'axe transversal du batez?l.?.
Vinterprétation de Fintégrale comme 1 opération inverse de la diffSrentiation. 1l y aen effet une similitude des triangles rectangles I'yy et BFH, puisque leurs cotés respectifs
Le calcul numérique, dont nous avons déja vu Iexpression, n’est donc pas une application ' sont orthogonaux. Jouent donc le parallélisme de [y et de FB, la verticalité de vz par rapport

3 ab et celle de ['Z par rappoit & I'horizontale FB. Ainsi rlr__q; = %‘;—f = £. Expleitant (7}, la

propottion obtenue fait disparaitre infiniment petit e, et vient effcctivement la relation (1.
notée (8), celle de la hauteur métacentrique, qui est ainsi démontiée :

de Uintégration. C'est une de ses formes. Plus tard, Bougyer précisera que le caleul intégral
permet de traiter avssi bien le cas ol un navire n'a pas de plan transversal de syméirie, écrivant
alors au lien d'une seule fonction y doublée, deux fonctions y et v de chaque ¢Ote, et “dz marque
toujours les parties infiniment petites de la longueur du navire™S.

La démonstration qu’on a donnée est générale, & servanl aussi bien dang le cas oi la carghe esl un
corps ierggulier des deox ¢otés, que lorsgirelle a une figure régulidre.

Il faut savoir que cetre géndralit n'est pas sculement le gage que la méthode utilisée est pet-
formante; la généralité fait comprendre le fonctionnement de la méthode. Sans avcun doute, la
nouveauté pour les lecteurs de RBouguer est Iwtilisation de 1a notion de fonction, devenue pour
nous si évidente : n’est-elle pas aussi une des nouveautés majeures du Caleul. chez Leibniz ct
chez Newton 7 Ceux-ci, et bien souvent leurs successeurs immédiats, diminuent la novveauts
fonctionnelle en faisant intervenir des courbes. C’est en tout cas ce qui permet interprétation
de I'intégrale comme une aire, Bouguer ne la donne pas, et fait plutdt intervenir le concept
fonctionnel. Sans fe désigner par une notation indiguant explicitement la variable, celle—ci ap-
paraissant wpiguement avec le di. N'est-ce pas, chez Bouguer, le seul objet de cetle notation ?
1l st temps de rassembler tout ce gu’il a obteau,

Maintenant qu’on connoit la solidité 3 f »dx de 1a petite partie BT, 4 la distance glfﬂﬁ‘f" des \\\
centres de gravitd I el 2, il ne manque plus que de connoitre 1a solidité de la carne puur pouveir ) \\\\‘\Q\\Q\*a ‘\f\\

N
taire analogie indiguée. iy v

s

Etablie comme relation (6) sur une coupe, celle-ci se lit sur le bateau entier. Co que je montre
Eo en utilisant I’écriture convenue avee des parenthéses

Ty _ (1)
(BFLy  (4EBY

(6bis)

Mais il 0"y a pas besotn d'unc intégration powr valider (6bis); la démonstration de (6), lue dans
Pespace toutefols, suffit. Bouguer ne P'explicite pas, et ne fai( pas de figure spatiale. Par contre,
il a fallu un caleul d'intégration pour exprimer chacun des termes de (6 bis). Cette relation
fourmit une auire relation notée (7), contenant i nouveau ! infiniment petit &, placé devant une
intégrale. On a quand méme pu simplifier en se débarrassant de Uintégrale du carré de .

- . __E 3,
(7) (a ,)—%pfy dz.

L'abjectif est d’atteindre T'y. Et cette fois je n"ai plus  mettre des patenthéses. Car T est bien
devenu e centre de gravité de lu caréne et g le métacentre, Tl ¥ a doic un dernier passage par \
une coupe. et ¢'est encore la Figure 11 qui sert. Sa versatilité est tout A fuit remgrguable dans Fgure 12
la démonstration. Le dernier objectif cst aisément accessible, par une similitude lisible sur Ia
Figare 11, mais figure entendue comme une coupe prise dans le plan vertical passant pas le

Quelques figures qui appataissent duns le Traité du Navive, dans les planches. Celle
qui sont dans Fespace sont rés rares, mais nous avons donné ici des exermples, Ces

T I " . , ) ) aitdes T ; »5. La Figure 4, que nous avons olifisée en la (‘
“TN. p. 273. Il est historiquement et épistéinologiquement intéressant de noter I'écritre de Bougner avee figures sont traitées avec des ombres. La F]%‘UIE e o
ety & la place de la seule fonclion y : Ty — 555@ rérhsisant comme Figare 11, joue quelquefois comme ligure spatiale ainsi gue nous
: ™ . .
ETN, p. 261, Iai mis le signe intégral 4 la place du S de Bouguer. T st wu forur §a Rantewr méacenirique.
. i‘
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Utilisation qualitative de Ja géométrie différentielle

Si Bouguer visait une illustration de U intégrale, il pourrait s*anéter 14, et passer i I'exploita-
tion de la formule (1). Mais il oublierait alors de démontrer le role de Ta forme de la caréne;
or dans Yinlégrale de la relation (1), cette forme n'intervient que par la section horizontale du
batean, ¢’est-a-dire par sa ligne de flottaison. Bst-ce physiquement raisonnable 7 Le calcul
intégral o’aurait-il pas inconsidérément réduit le réel du bateau 7

Bouguer dit lout le contraire, Lanalyse n'est pas allée 3 son (erme. Ce qu’on povrrail dire
d’une autre maniere, technigue cette fois, ou plutdt synthétique @ il n’a pas été rendu compte
de la disparition de I'infiniment petit ¢ dans 1"établissement de la formule (8). Le chapitre V
comble cette lacune ; Recherches plus étendues sur les métacenivey, Cest bien sir le pluricl quj
attire ’attention, renforcée par ¥ironie de Bouguer sur assurance que I'on doit ou non avoir ©

Mais quoique las Recherches précédentes soient wtiles, nous ne devons pas dissimuler qu’elles ne
suffisent pas encore pour nous rassucer eierement sur ndtre €t parce que la solution que nous
avons donnde, est limitée au cas top particulier, duns lequel le Navire n'est exposé tout au phos
quau clioc imégulier de quelques moléeutes d'eae ou d air?.

I faut examiner ke cas ol le bougé du navire n'est pas un infiniment petit, mais une quantité
finie. Pour mieux faire comprendie que ce que nous avions gualifi€ de mouvement virtuel est
bel et bien un mouvement réel, Bouguer revient I’ origine toute pratique de son probléme :

On w'a que trop souvent des exemples de ce dangereux accident. Certains Navires conservent bien -
lewr sitation hotizonlale tant gn’ils sont dans le Port : mais aussitdt que quelque puissance un peu
fowte, comme )'imgulsion Ju vent sur les voiles, les fait pencher d’une quantité un peu grande, ils
ne se relevenl que trés ditficilement; ¢t ce qui est le comble du malheur, puisqu'it faut périr, ils
continuent quelguetuis & «'incliner, quoique 1o cawse qui 2 fait commencer leur inclinaison, cesse
d'agir®®.

Bouguer est d"autant plus alerte qu’il est siir de son affaire : 1a disparition de ¢ dans 1 établisse-
ment de (8) montre que I'analyse peut se poursuivre, ou plutdt s’itérer i toute situation, et les
mouverments infinitésimanx peuvent faire succession, & la manigre méme dont on somme en
calcul intégral. Mais Bouguer n’estime pas nécessaire de le dire. Tl lui suffil de montrer que
la. Figure 11, une novvelle fois utilisée. n’est pas resireinte 2 unc position d'équilibre en mer
calme, ou d'une verticale terrestre: elle représente n'importe quelle position de Aattaison, Clest
dire que le raisonnement ne tient pas & ce que la ligne verticale EF divise le bateau en deux
régions syméiriques. Par contre, joue toujours I'utilisation d'un infiniment petit.

Ainsi la conclusion de caleul infinitésimal du parallélisme de Ty a I"horizontale se trans-
forme en vn parallélisme de Ty & Ta surface de 1'ecan. Chagque situation de floaison entraine
tlone Uexistence d’un mélacentre. [y a non pas un métacentre, mais une courbe métacentrigque,
et cette courbe 1épond & la courbe des centres de carénes successivement envisagds. C'est par
ce raisonnement “intégral” qu’est réintroduite la forme géométiique de 1a cargne que la formule
intégrale (8) semblait oublier; autrement dit, 'idée généralisée de métacentie parvient i pren-
dre en compte la variation de la ligne de flonaison et les parois de Ia caréne. Une figure est
€loquente, et la correspondance qu’elle établit entre denx courbes montre bien que 'on a quitts
I'analyse infinitésimale pour aberder la géométrie différentielle. Bouguer peut-il aussi servir de
guide pour |'apprentissage de celle-ci ?

TN, p. 269,
“TN., p. 268,
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Figure 13

La courbe métacentrique MgN est consiruite & partir de la conrbe {en pointiliés) des
cenitres de caréie, et d'ailleurs de la courbe également en pointillés du point horizontal
F (qui correspondd & |a variation de la ligne de floltaison). Cette Figure 13 est 1a figure
originale de Boupuer (numérowde par lui figure 58). On voit hien qu'entre AT et A8,
iln'y a pas moovement infiniment petic; daillees Fintersection F des deux droites
n'est pas le miliew F de la droite AB. Le rappel qu'il v a un infiniment petit est fourni
par la droite g, Ce que I'ceil doit voir par celte figure, ¢’est le paraliélisme enree AB
etla tangente en H & la cowrbe du centre de caréie. On remarquera que Bonguer, s°il a
transforméd 1y Figure numérotée 4 -figure 54 dans e Trairé du Navire—n'est pas passé
& une figure dans Uespace.

Le centre de caréne est successivement en T,y {bougé infiniment petit) ou H (bougé fini); la
direction de verticalité est successivement T'Z, ~z, HP; les métacentres soni sur une courbe
MgXN et “la povssée de I'ean agit toujowns selon les perpendiculaires a la courbe qui est le
lieu géométrique des centres de gravité dans lesquels elle se réunit™. Cette phrasc suffit 2
faire saisir géométiquement la génération de la courbe métacentrique; elle s°obticnt en prenant
sur des normales & la courbe des centres de carénes des points qui sont I'intersection de deux
normales successives,

TI'ai volontairement changé de vocabulaire pour désigner le point caractéristigue sur I'enve-
loppe des notmales, et faire apparaitre la courbe mélacentrique comme la développée de la
courbe des centres de cardne. J'ai utilisé la description qui figure chez Huygens en 1692, et qui
sera le vocabulaire constant de Monge dans le demier tiers du siécle. Bouguer ne L'wtilise pas :
il ne fait ancune référence, il emploie juste la qualification de développée. Ou hien le lecteur sait
ce dont il s"agit et comment on peul oblenir cette courbe par ke calcul différentiel {détermination
du centre de courbure, gui constitue un calenl différentiel du second ordre), ou bien il se laisse
guider par I'image, par la sensation de voir se constituer fa courbe métacentrique dont il a appris
a connaitre 1a tangente, en chaque point, normale 2 la ligne comrespoudante de flottaison, et le
noni de développde n'est que le résumd de cette impression. C’est en fait au lecteur de faire son
choix, si "on peut dire, car en fait ce choix est déterming par ses propres connaissances.

Certes, dans le dernier cas d’un savoir maindre, le lecteur ne peut en déduire un nouveau
calcul du métacenire & partir des dérivées secondes. Mais il w'en a pas plus utilité que Bonguer.
Puisqu’un premier calcul, celni aboutissant 2 la formule intégrale (1) a déja ét€ obtenu, Le
professeur d’hydrographie n'a vraiment pas 1'intention de montrey le fonctionnement du caleul

BTN, p. 270,
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différentiel. Car, contrairement i celwi du caleul imtégral, il n'en a pas usage, et le calcul in-
finitésimal lui fut suffisant. PXésormais, de la cortespondance entre les courbes, courbe du centre
de caréne et cowrbe métacentrique, il o’ utilise que de conséquences visuelles, ou géométriques.
Bouguer donne seulement deux figures qui explicitent deux situations inverses quant au meLa-
centre, dont la courbe présente un rebroussement : ce sonl aussi deux situations opposées pour
la science des bateaux (Figurcs 14). Dans le ¢as d'un €chappement vers le haut pour la courbe
meétacentrique, il n'y a pus de modification dans I'imposition sur le centre de 2ravité quamt i
la stabilité; mais il risque d'y avoir instabilité dans "antre cas, lors d’une inclinaison un pen
trop grande du bateaw™, le centre de gravits passant au-dessus du métacentre. Clest exactement
cette division en deux situations antagonistes que Bouguer recherchait; elle établit une sitation
intégrale, et non une sithation réduite an mouvement petit du navire.

2]

Figures 14

Les deux situations possibles pour la courbe métacentrique. La sitealion reste stable,
& gauche, puisque e métacentre ne peut que manter; elle peut devendr instable i droite
selan I'eruplacement du centre de gravitg.

5i donc 'on comprend I'aivél des explications de Bouguer et son refus de faire pour e cal-
cul différentiel le wravail pédagogique effectué tant pour le caleul intégral que pour le caleu!
infinitésimal, on ne peut manquer de noter qu’il v a un approfondissement, pour ne pas dire un
changement de la définition du métacentre. De point géonélrique, défini par un bouge infini-
ment petit, le métacentre est devenu le point générigue d’une courbe. Du coup, Ia géométrie des
figures reprend son ascendant, et la perception du marin, son sens de la verticale, est en quelque
sorte matérialisé par la normale HM 4 la courbe du centre de caréne, qui est anssi la tangenie A
la courbe métacentrique. Et ¢’cst au final une figure qui justific la stabilité du bateau en forme
de caisse. et la phrase de Pierre Bouguer sur la confiance bien placés en la Providence, Clest

bien, par catte nouvelle figure de 'arche de Nod mathématisée que nous concluons ce voyage
marin, deébuté par une caisse de Nog.

"Bouguer précise qu'il comsidérs des inclinaisons allant Jusepei 12 degrés pour les navires de premier rang, ct
plus encore pour des navices plus patits.
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Figure 15
Nowvelle interprétation du métacentre & pariir d'une tiungence.

Références

RAPHAEL Parai, The Children of Noah. Jewish Seafuring in Ancient Times, Princeton Univer-
sity Press, Princeton, 1998,

FRANCOIS DE DAINVILLE, La géogruphie des Humanistes, Gengve, Slatkine reprints, A partir
du texte original de 1940, 1969, .

DANLEL ROCHE, Les républicains des lettres : gens de culrure et de imiére an XVIIFE™E sidele,
Paris, Fayard, 1988,

DANTEL. ROCHE, Le siéele des Lumidres en province : académies et académiciens provinciaux
1680-1789, Paris, Mouton, 1978,

PaUT. HAZARD, La crise de la conscience enropéenne (1680-4713), Paris, Boivin, 1934 ; réédi-
tion, Paris, Gallimard, 1968,

CLIFFORD TRUESDELL. The Rational Mechanics of Flexible or Elastic Bodies (1638-1788),
Introduction to Leonhardi Euleri Opera Omnia, vol. X, XI, Turdci, Orell Fussli, 1960.

PIERRE BOUGUER, Traite du navire, de sa construction et de ses mouvemens, Paris, Jomber,
1746.

CHARLES DUPIN, Applications de Géaméirie et de Méchanique, & la Marine, aux Ponts et
Chaussées, etc., pour faire suite aux Développements de Géométrie, Paris, Bachelier, 1822.

JEAN DHOMBRES, PATRICIA RADELET-DE GRAVE, “Contingence et nécessité en mécanique :
étude de deux lextes inédits de o Afembert”, Physis, vol. XXVTIT (1991), auova serie, fasc.
1, pp. 35-114,

JEAN et NICOLE DHOMBRES, Larare Carnot, Paris, Fayaid, 1997.

BorsT NOWACKI, Splines im Schiffbau, 4 paraiire.

JEAN DHOMERES, Mettre la géométie A crédit. Sciences et techniques en pevspective.

201

mn e e L



La phase arabe de I’histoire de ’algebre
(VII*™ME-X VM sibcles)

DIEBBAR Ahmed,
Universii€ Paris-Sud (France)

Abatract

Depais 1a seconde mioiti€ du XIX™ siacle, de nombreuses dludes, souvent tegs decu-
mentées et tres minuticuses, ont 1€ réalisées sur 1" Algébre arabe!, sur ses débuts, sur son
contenu et sa tenminologie, sur les difféents aspects de son développement (en relation avec
d'auwes disciplines mathématiques ou avec son environnement), et enfin sur sa transmis-
sion partielle & U'Burope médiévale. Griice aux vésultars de ces recherches (dont certaines
sont trés récentes), nous allons tenter de faire le point sur ce gui est connu aujourd’hmi du
contenn de certe tradition algébrique, da ses grandes orentations et des obstacles auwxquels
elle 8" est hewtée au cours de son développement.

Certains points précis de Phistoire de algebre arabe, commme ceux qui sont relatifs 3
seg origines et 4 ses débuts, continuent de susciter des interrogations et des débats et font
encore 'objet de recherche. 11 ne nous a donc pas semblé utile de les aborder ici, Mous nous
somumes plutdt intéresse & des aspects plus tangibles qu'il est possible de lize, directement,
dans les €crits algébriques gui ont €té produits, entra le X ot le XV siécle. par les
thfférents scientifiques de I'Empire musuliman.

r
|
|

T TT T

'Dans la suite du iexte, cette tadition algébrique sera dile “Afgébre arabs" dans le sens oft elle a englobs wus
les €crits algébriques écrils en lanpue arabe, entie le IN®™* et le XVI™ sigcle, qu'ils aient éié procuits par des
mathéimaticiens arabes ou par des non-acabes.

|
%i
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Le premier livre d’algébre

1 cst admis par tous les spécialistes d’Histoire des Mathématiques que acte de naissance
officiel de I'algébre en tant que discipline (avec, 4 1a fois, un nom, des objets, des outils, des
algorithmes, des preuves et des domaines d'application), a &€ la publication du patit traité
d'AL-KHWARIZMI (m. 850), intitulé le Livre abrégé du caleul par le jabr ef la mugébala®.
On sait, grice & la préface de son auteur, que ce livre a été rédigé avant 833 et dédié au calife
al-Ma'mfin (813-833) qui s"€tait rendu célehre par son mécénat cn faveur des sciences et de la
philosophie.

I est peut-&tre utile, avant d’aller plus loin, et pour mieux snivie I'é&volution ultérieure de
I'algebre, de présenter brievement le contenu de ce livre tel qu’il nous a été transmis 4 ravers
les copies arabes manuscrites qui nous sont parvenues,

Le livee &’ AL-KHWARIZMI est divisé en deux grandes parties, précédées d’une introduction
consacrée A la naditicnnelle doxologie, 4 ia dédicace et i un exposé trés clair de 1a nature et des
buts de I'ouvrage. Voici d’ailleurs en quels termes I’ auteur ¥ présente son conteny ;

Jai rédigé sur le caicul par le jabr et 13 mugfibala un livre abrége englobant ce qu'il ¥ a de phus fin et
de plus noble en caloul el doat les hommes ont besoin paur leurs héritages 2t leurs donations, pour
lewrs partages et pour leurs jugaments, pour leers conunerces et ponr toutes les ransactions qu'ils
QI enitre sux, parmi lesgueles arpentage des terres, le creusement des cananx, Parchitecure, ainsi
Que d'autres forrnes et techniques. [AT-KHWARIZMT 1968, 1615,

La premiére partic de ce livre, qui est en fait la partie la plus importante, au regard de
Ihistoire de ’algébre, se subdivise elle-méme en plusieurs chapitres ; dans le premer, AL-
KHWARIZMI, aprés avoir rappelé brievement la définition dn systeme décimal, définit les ob-
Jets de 'algébre ; les nombres, la racine ¢jidhr) ot le bien (mal) qui est le caré de la racine.
Puis, il donne les six équations canoniques en les faisat suivie d"exemples. Pour respecter ja
terminologie de V'auteur, nous écrirons les six équations sous cette forme

Doz — b (2loxr = ¢ (3~ c
(dlax | b=c (Slaz+eo=b (6 1c=az

avec o, b, o des entiers ou des rationnels strictement positifs (exceptionnellement des imationnels
quadratiques) ef x Ie bien.

Au sujet de 1a terminologie utilisée, AL-KHWARIZMI dit ceci :

Jai rouvé que les nombres dont on a besoin, dans le caleat par Le fabr oo la megdbala, sont de
lrofs sortes qui sont les racines, les biens et le nopbre seut qui n'est rapporté ni 3 la racine ni au
bign. La racine est Iout ¢ qui est multiplid par lui-méme. cotmme un, lez nombres ‘entiers’ gui lui
SONt supérieurs et les lractions qui lui sont inférieures. Le bien est tout ce qui résulte de 1a racine
multipliée par elle-méme. Le nombre seul est tonf ce tui, parmi les nombres, est exprimable et qui
1 est rupportd ni i une rocine ni A un brer, [AL-KHWARIZMI 1958, 17-18]

Pour AL-KHWARIZMI, le passape de 22 1-3 = 5 — 10z 4 22 + 34 L0x = 5 se [uit par la restaurarion (jabrd de
Péquation dans le but de n*avoir que des montmes qjowrés. Quant aa passage de =% + 34 10m = 5 & 22 4 10% = 2,
il se (ait par la comparairon (mgdbala) des termes de méme espece se trouvant dans chacun des deux meimbres,
pour pouvolr simp/ifier et aboutir & I'une des six équations canoniques, exposdes ci-dessous,

*Les informations entrs crochets droits renveient i la bibliographie pénérale, en fin d"article. Bn I'absence de
mention, les iraductions tTancaises des extraits aribes ont €i¢ réaliséas par nous,
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Comumne on le constate, le hien est le produit de 1a racine par elle-mé&me, mais la notipn de
degré n"apparail pas dans ce livre. Flle metira d'ailleuys bcaut_:oup de temps a se dégager. (Quant
aux six équations, elles sont en réalité exprimées sous vne forme rhélorique, Par excmple, la
quatrieme est formulée ainsi :

Quant aux biens ct adx racines gui sont dgaux au nombre, ¢'est comme lorsgue wodis @ oo bien et
dix de ses racines ¢galent rrente neuf dithams. [AL-KiwArizui 1968, 18]

Dans le second chapitre, il fournit, pouc chacun des six types précédents, son algoritl}!lle
de résolution. Chaque €tape de cet algorithme est exprimée unc premiére fois_, fj’unt: maniére
générale, puis explicitée & I"aide des coefficients numeriques de 1'équation qui 1Iluﬁsn'e le type
étudié. Ces équations i coefficients numériques détermings (.le\-'iendront e!les—‘memes cang-
niques et, pendant des sigcles, serviront de modéles dans I'enseignement d.e l a‘lgc.brc.l o

Dans le troisidme chapitre, AL-KHWARIZMI expligue le procédé “d’algébrisation” d’un
pro- bleéme donné afin de le ramener 4 1"ine des équations cannniques' préf:;’dentcs. Dan_s le
quatrieme, il expose I'extension des opérations arithmétiques classiques [Eldd.lt](?l‘.l, sou_slractlon\,
nuiitiplication, division et racine carrée) aux objers de 'algébre (nombres, racines, .blens} {?t a
leurs combinaisons par 1'addition et la soustraction. Mats, il a quelques fmsldes @fﬁculte; a
justifier ses résultats. Voici, & titre d’exemple, ce qu'il dit & propos de I'expression : (100+z° —
20x) 4+ (60 + 10 — 2%} ¢

Iln'y apas de figurs ‘géotndétrique’ qui i convienne car elle est constituge Je treds genres diffévents
-des hiens, des racines etun nombre- qui ne sont pas €galés & guelque chose qui auraic permis qu'clle
soit figurée, Nous avons abont, pour elle, 3 une figure; mais. elle n'est pas satisfaisante. Quant & sa
validité rhétorique. elle est évidente. {al-KHWARIZMI 1968, 34]

Dans ce méme chapitre, Il formule ce qui comrespondra plus tacd 4 1a régle des si gnes, mi'i.if
sans en donner une justification. 11 s"agit en fait pour lui 4’ opérations sur les mondmes “ajoutds
ou “retranchés” ot non d’opérations sur les signes proprement difs. .

Le cinguigme et dernier chapitre de cette premiére partie est COllSl.ilLl}ée d'une guarantaine
de problémes d'application, groupés en trois thémes (problémes des dizaines, des biens et des
hommes), ot résolus i I'aide des owils des chapitres précédents. Voici un exemple de chacin de
ces trois themes {AL-KHWARIZM] 1968, 42,47, 51]: o

(1} Probléme des dizaines ; “<8i> w divises dix en dewx parties et <que t ’riruri'rzphes?. une
des deux parties par elle-méme, <le résultar> est égal & guarre vingt une fo'a.s Pantire partie”.

(2) Probleme des biens ; “<ant donnés un bien, <si> fu lui dtes son tiers et troiy divhams
et que i mudtiplies le veste par hui-méme, tu refrouves le bien”. ‘

{3} Probleme des hommes : “<Si> e partages wn dirham entre des hommes, Ichacun regoit
une chose; puis, <si= m leur ajoutes un homme et que tu parrqges emre‘ EUX uf dirham, chacun
regoit alovs <une part> infériewre & la premiére part d'un sixiéme de divham”. ) _

1.a seconde partie du livre, quantitativement la plus importante, est consacrée t:f&clu*.fl}«'e—
ment & 1a résolution de problémes de transactions commerciales, d'arpentage et de 11cpa|muon
des heéritages (selon la législation islamique), 4 1'aide des outils de l'algébre exposés dans 1a
premiére partie. ) » - _

Compte tenu cle ce que nous savons aujourd hul des procédés algebiiques llll]lSC% dans les
traditions scientifiques babylonienne, grecque et indienne, nous pouvons constater, 4 la S(ftllc
description du contenu des différents chapitres du livre 4° A1.- KnwArrzust gue, pour la,pre'lr‘uere
{ols. nous trouvons rassemblés, dans un m&me ouvrage, un ensemble d'éléments (deﬁmtlons,
opérations, algorithmes, démonstiations) qui €talent soit éparpillés et sans lien entre eux, soit
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non formwlés explicitement ct indépendamment des problémes d’application. De plus, tous
ces €léments sont assemblés sclon une logique qui visc & distinguer clairement ce procéds de
résolution des autes procédés de fa “Science du calenl”, comme la méthode de tausse position
[CHABERT 1999, 83-112].

La tradition @’ AL- K HWARIZM

Le caractére encore trés lacunaire de nos connassances relatives aux activitds algébtiques
du IX® sizcle, ne nous permel pas de dater les contributions nouvelles qui s’inscrivent dans
ce que 'on pourrait appeler la tradition dArL-KHWARIZMI (pour la distinguer des traditions
algébriques arabes postérieures). Nous nous contenterons donc d’évoquer les travaux COIMLS,
mais plus tardifs, dans lesqueis ces contributions s manifestent a nous pour la premiere fois.

Il fant tout d'abord noter la publication, au cours de la seconde moitié du TREM™ siécle et
du début du X d'upe série d’ouvrages consacres exclusivement 3 Palgébre. Tl s'agil des
gcrits d’ad-Dinawart (m. 893), d°as-Sarakhst (m. 899}, d'Tbn al-Fath (X gizcle) et d’as-
Saydanani (X&ne sigcle). Certaing de ces éerits sont d’ailleurs des commentaires du livre ' AL-
KHWARIZMI [SEZGIN 1974, 262-263]. Malhcureusement aucun de ces traités n’a encore &té
retrouve. Mais, le contenu des publications ultérieures nous aworise 2 penser que ces €crits
devaient intégrer les premiers progrés internes a I° Algébre el quelgues applications intéressant
@’ autres domaines.

A clté de cos commentaires, on remarque la production de deux types & éerits dont la carac-
I&istique comnmine a 66 de réaliser Vinterpénétration entre 1’ Algébre et 1a Géomélrie grecque,
refiétant par la méme occasion les progras enregistrés dans I'assimilation du corpus enclidien.
C’est ainsi que Thibit Tbn Qurra (1. 901) rédige un opuscule dans lequel il utilise Ies proposi-
tions 5 et 6 du Livre IT des Eléments, pour justifier existence des solutions des tiois £quations
quadratiques d'AL-KHWARIZMI [ToN QURRA, Istanbul Aya Solva 2457, ff, 30u-41a]. Avec
al-Ahweiiz (X3 sigcle), ¢’est plutdt la démarche inverse puisque c’est I'algibre qui est utilisée
dans son commenraire du Livie X de ces mémes Eléments pour expliciter la racine carrée de
certaines grandeurs inationnellcs | AL- AHWAZI, Ms. Tunis 16167, ff. G1b-654].

A Pextérieur du domaine de 'algébre, les innovations suscitées par elles voient également
le jour a partir du IX®™ sigcle. En premier Heu, il v a eu la lecture “algébrisée” de certaines
propositions des Livres 1l et VI des Eléments d'Fuclide et “Tanthmétisation” des proposi-
tions du Livre X qui définissent certaines grandeurs incommensurables, comme les bindimes.
les apotdmes ainsi que leurs racines carées®. Ces grandeurs deviendront chez le mathémati-
cien al-Mahéni {m. 883) et chez ses successelrs, une sous-classe dec nombres (celle des jr-
rationnels quadratiques ct biquadratiques). Ces nouveaux nombres, qui généralisaient les ira-
tionnels quadratiques empruntés aux indiens et probablement aussi i la tradition babylonienne,
ctajent enx mémes enrichis par une classe de nombres d'un genre différent (selon le point de
vue euclidien), puisqu'ils ne s’obtiennent pas par les techniques géoméiriques des Eléments. T
§”agit des racines niemes avec nun entier queleonque ainsi que leurs combinaisons par addition
et soustraction. [AL-MAHANT, Ms. Paris 2457, fF. 180b-181b]

Fu second liew, on assiste i une nouvelle forme d'intervention de I'algébre, en géométrie et
en trigonométiie, par 1n mise en équation de certains probléemes. Une des premigres tentatives
de ce type a £té la mise en équation, par al-Mahfini, du leinme de la proposition 4 du Livre IT du
traité de la Sphére et du cylindre & Archimade. Tl obtint une quation cubique qu'il ne parvint

#Un bindme ¢ derirait anjourd i : m + 1'% 00 222 + 742, Un apotéme s'oblient en remplagant 1 addition
g L plag
par la soustraction,
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pas 4 résoudre et qu’il finit par considérer comme impossible. [DIEBBAR & RASHED 1981, 11
Cela ouvrira la voie 3 un ensemble de recherches qui aboutiront a ['étude geéoindtrique de toutes
les équations cubiques.

Plus tard, des mathématiciens astronowmes, comme al-Birtng {m. 1048) ou son contemporain
Abfi 1-J6d, préoccupés par Ia détermination de la irisection d’un angle et de 1a lungueur des
cbids de certains polygones réguliers non constructibles (comme Theptagone et I'ennéagone),
abouliront eux aussi i des équations cubiques, [YOUSCHKEVITCH 1976, 93-94]

La tradition d’Abd Kimil et d’Al-Karaji

Cette tradition englobe un ensemble de mathématiciens dont les contributions vont con-
cerner deux domaines déja présents dans le livee d°al-Khwistznd : celuj des objets de I"algébre
et celui des opérations qui leurs sont appliguées. On voit ainsi apparaitre, dans les équations
du premier et du second degré, des coefficients et des racines qui sont pas uniquentent des en-
ticrs ou des fractions, mais galement des irrationnels quadiatiques et biquadratiques, comne
cela est le cas dans un grand nombre de problames résolus par Ab( Kémil (m. 930} dans son
important traité d’algébre. [ABT KAMLIL, Ms, Istanbul, Kara Mustafa Pasha 379]

Cela a ét€ vendu possible par les travaux de la période untérienre, relatifs au livee X des
Eléments, et qui seront enrichis et systématisés au XM o au X1EMC gizcle. Clest aiusi que
le mathématicien Ton al-Baghdédi (XI*'™ siecle) consacre Loute une épitre 2 I’exposé de nom-
breuses régles permettant de simplifier les opénations atithmétiques (en patticulier 1a division)
appliquées aux irrationnels qui sont sommes ou différences de racines camdes et e rucines
Guatriémes, [IBN AL-BAGHDADT 1947] )

Cette orientation sera poursuivie au XI™ sigcle par al-Karaji (m. 1020) [ANBOURA 1964]
et an XIT™® gsiacle par as-Samaw’al (m. 1175). [AS-SAMAW’ AL 1972] Ces auteurs Justi-
fieront {’extension de ceriaines opérations arithméliques aux irrationnels, actroyant ainsi, de
fait, un statut de nombre aux grandeurs issues du Livie X deg Eléments d"Euciide, ainsi qu’a
des grandeurs plus complexes mais toujours constructibles.

Les progrés enregistrés dans ce dontaine, et qui ne dojvent pas, selon nous, élre dissociés
des progies de I'algébre elle-méme, ont ainsi permis une extension importante de 1a notion de
nombre et onl probablernent favorisé la réflexion ct les recherches qui seront menées jusqu’aux
X1 gizcle antour du concept de nombre réel positif, en pariiculier par Umar al-Khayyam.
[DIEBRAR 1997]

La théorie des polyntmes

Le second sujet étudié ou simplement effieuré par certains mathématiciens de cotte période,
et qui savérera dune grande fécondité, est celui de Pextension de la notion de mondme et de
polyndme ct son application a 'éiude des équations. Sil’on en croit Sindn Ibn ai-Fath (Xeme
sigele), il scrait le premier 3 avoir 1€digé un cxposé systématique sur celte question et avoir ainsi
étendu le domaine des équations résolubles par radicanx. Son étude, qui nous est heureusement.
parvenue, contient en effet pour la premitre fois, 2 notre connaissance, la notion générale de
montme de degré quelconque ainsi que le procédd de génération de ces monémes, les noms
affectés & chaque degr€ et la généralisation des six équations canoniques 4 des équations de
degré inféricur ou égale  2n + p, oblenues & partir des équations d’arL-KOwARIZMI en v
remplugant les mondmes x®, x et 1, respectivement par ¥, 2™ P et £¥ P [TBN AL-FarH, Ms.
Le Caire Dar Rivada 260/4, ff. 95a- 1044]

Nous n’avons avcun €lément d'information sur P’impact immédiat qu'a pu avoir cefte ex-
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tension des mondmes ct des ¢quations et il faudra attendre Ja fin du XM sipele ou le débul
do XI*'™ pour en mesurer I’aboutissement en guelque sorte i travers les travaux d'al-Karaj
(m. 1029}, C’est en effet dans ses livies gue 1'on trouve un exposs des premiers éléments
d’une théorie des polyndmes, avec 1a régle de nliplication et de division des mondmes et
des inverses de mondmes, basée sur I'utilisation explicite de 1a notion de puissance (en arabe ;
uss) el des opérations d'addition et de soustraction de ces puissances associées, respeclivement
aux produits et aux rapports de mendmes. On y tronve également une justification partielle
de Uextension des quatre opérations arithmétiques aux polyndmes de degré quelconque. Cest
d’ailleurs & cette occasion qu’al-Karaji expose le procédé de construction du tiangle arithmé-
lique et la maniére de I'utiliser pour déterminer le développement du bindme. [ANBOUBA
1964]

Cetie étude d'al-Karaji sera poursuivie par as-Samaw’al (m. 1175} qui justifiera la division
d'un polyndme par un autre polynéme, composés tous deux de mondmes ajoutés ou retranchés,
¢t qui ajoutera aux quatre opérations arithmétigues classiques un algorithme o extraction de la
racine carrée &’un polyndme careé parfait.

Toutes ces €mdes vont &tre facilitées par I'introduction du symbolisme des tableaux qui
permettra anx algdbristes de cette poque de 1eprésenter chaque polynéme par ce que nous
appelons anjourd™hui la suite de ses coefficients disposés dans les colonnes correspondants A
leurs mondmes respectifs, comme le montre I"exemple suivant : multiplier les deux polynémes
Plx) et Qo) stbvants ©

Piz} = 62°+ 2827 4 62° — 8025 4 382* + 925° — 20047 + 200
Qx) = 257 4 8zt — 2007

L'auteur dispose ainsi les coefficients

Choyes | cards | Cubes | Carré-carré | caré-cube | Cubo-cubes | carté-carmé- | carmé-cubo-
cube cubes
20 | moins200 | 92 38 moins &6 6 28 3
moins 20 0 B 2

Puis, il effectue la division en mentant les quotients partiels comrespondants 4 leurs mondines
respectifs, dans les cases laissdes vides, [AS-SaMAW AL 1972, 48-50]

Les systémes d’équations

Maigte Ta présence, daus la troisieme partie du livie d'al-Khwiirizmi, de quelques prob-
lemes ¢’ héritage pouvant aboutic A des systémes &’ équations [AL-KHWARIZMI 1968, 74, 104],
il ne semble pas que le livre soit & I'origine de ce chapilre de I’ Algébre, La forme de certains
problemes, comme ceux relatifs aux oiseaux, suggeérerait plutdt une origine chinoise ou indi-
enne’. Mais, les sources arabes concernant la période des traductions (VITI®Re_[xEme siecles)
sont sur ce point silencieuses el les promiers ouvrages mathématiques qui ont abordé 1'étude
des systemes d'équations nont pas encore €té retrouvés. Ceux qui noUs sont parvenus, et qui
sont du X5 ou du XI°™€ gigcle, ont une facture assez élaborde qui confirme I’ existence d'une
activité antérieure.

TWoici un exemple de ce type de problémes : on voudrait acherer, aver 100 dirhams, 100 voladles de tois
especes différentes ; étoumeaux, poulets el canards. Sachant que le prix des drourneaux est de 1 ditham les 20,
celui des poutets de 1 dirham i'wnité et celid des canards de 5 dirhams I'unité, on demande combien on peut acheler
de volatiles de chaque espéce.
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[l ¥ a tout d’abord le livie d’alggbre d’Abd KAmil qui fraite, dans sa troisigéme partie,
quelgues problemes de ce type sans souci de classification ou de systématisation, mais plutdt
conme des exemples d'application des procédés de Ualgeébre. [ABT KAmMIL, Ms. Istanbul,
Kara Mustafa Pasha 379, ff. ©5a-101a] Le second livre d’Abd Kémil, intitulé Les ‘choses’
raves en caleul, est tout entier consacré aux systemes d'équations : six problémes seulement v
sont lraftés, mais dans une perspective qui dépasse le simple exposé des algorithmes de réso-
Jution puisqu’il s agit, pour I'auteur, de montrer 'existence des systémes impossibles, de ceux
ayant une et une seule solution et, enfin, de ceux qui peuvent avoir plusiewrs solutions. Il illustre
ce demier cas par quatre systémes aboutissant respectivement & 6, 98, 304 et 2676 solutions,
[AB0 KAMIL, Ms. Paris B.N. 4946, ff. 3b-15a]

Tl faut enfin signaler un petit traité encore inédit du mathématicien et physicien lbn al-
Haytham {m. 1039}, consacré exclusivement aux systemes d’équations & n inconnues, n quel-
cotque, gui sont du type :

Ny = Mg, 1,7 <

Dans cette ude, la démarche o' Tbn al-Haytham tranche avec celle de ses prédécesseurs, a
la fois an nivean de Fexposé des différentes problémes et au niveau de leur 1€solution qui est
présentée selon une démarche générale accompagnée de justifications mahématiques: Fauteur
précise d'ailleurs qu'il est le premier 4 avoir donné ces justifications. [WIEDEMANN 1926-27]

Nous ne savons pas si ce chapitre a fait 1'objet de recherches orginales, en pays d'Islam,
apras le XT¥ME gizcle. Cela n’est pas confirmé par les livies d'alglbre connus postérieurs &
V'étude d'Ebn al-Faytham, puisqu'ils ne font que scprendre tel ou tel type de problémes déra
traités anx XEME-XI¥E gigcles. Mais, cette observation n’cst pas décisive compie tenu du
caractére trés lacunaire de nos connaissances actuelles relatives aux sources orientales et surtow
andalouses.

I’analyse indéterminée

Contrajrement au chapitre précédent sur les sysiémes d'équations, celui de 1" analyse indéler-
minge semble devoir beaucoup i la tradition grecque. Cest dv moins ce que laisse supposer
Je contenu des problémes qui nous sont parvenus et dont les aviewrs sont cncore Abit Kimil et
al-Karaji.

Le premger expose et tésout, dans son livie d"algebre, 38 équations ou systémces d'éguations
du premier ou de second degré et dont le second membre est toujours un carré, [SESIANO
1977a, 91-93] La forme de ces problémes fait penser natrellement an contenu des Arithine-
tiques de Diophante, Mais, cette filiation est contrariée par deux éléments importants : le pre-
mier est mathématique et concerme Uatilisation par Abil Kamil de méthodes inexistantes dans
les dix livees connus des Arithmérigues, comme celles qui permettent de résoudre les systémes
de la forme :

ar® +br4+c=10,
a® + b + o+ claz® + bz + ¢)¥¥ =0y, a, b, ¢, donnés.

ou de la forme :

mz? +bhr+e = 0,
aar® + ber + 0 = Ulo,ag, @, by, by, donnds,

dont le (railenent suppose d’ailleurs une grande maitrise des outils algébrigues. [SESIANG
1977a, 99-102}
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On powtait évidemment penser que ces 1méthodes ont €t empruntées aux trois livies en-
core perdus de 1’ouvrage de Diophante, mais le second élément rend cette demiére hypothése
trés improbable : on sait en effet que seuls les livres TV 4 VII des Arithmétigres ont bénéficié
d'une traduction en arabe par Qusti Ibn Ligd (m. 910). [S£51aN0 1975] AbG Kamil érait
un contemporain de notre traductenr mais n'a pas eu, semble-t-il, connaissance de sa tradue-
tion. Il a probablement repris, comme a son habitude, des problémes anciens en leur ajoutant
de nouveaux problémes et peut-Etre de nouveaux procédés de résolution. Cette hypothése est
renforcée par les allusions de I'auteur & vne tradition vivante dans ce domaine, et par con-

séquent antérieure 4 la raduction des Arithmétigues, ainsi qu'a I'existence de deux termes pour

désigner les problémes de ce chapitre (problémes “indéterminés” pour certains mathématicicns
et “d plusieurs solutions” pour d"autres).

Cela dit, et quelle que soit Ia source d° Abii Kimil et de ses prédécesseurs ou contempo-
rains, on constate que ces problémes seront appréhendés comme des problémes d'algébre et
constitneront le troisiéme chapite de celte discipline, aux cotés des équations quadratigues et
des polyndmes,

Mais, il est indisculable que cesi la traduction des livres de Diophante, retrouvés  la fin
du IX"M® gigcle, qui vonl accélérer le développement de ce chapitre. Des mathématiciens pres-
tigieux, comme Abi 1-Wafd’ (m. 998} vont d’abord éudier puis commenter les problgmes de
Diophante, créant ainsi les conditions de deux orientations, 1'une arithmétique et 1'autre ai-
gebrique. Cette derniére est illustrée pur les chapitres de deux onvrages d'al-Karaji : le Fakind
dont la plus grande partie est consacrée i des problémes indétermings, et surtout le Merveillenx
en calcul qui comprend une classification des probiémes traiiés, un exposé des méthodes de
ésolution et des comunentaires sur le champ d'application de chacune de ces méthodes. [An-
BOUBA 1964; SESIANG 1977D]

La résolution géométrique des équations cubiques

Parall2lement aux recherches entreprises par les mathématiciens de la tradition d’ Abd Kémil
et d’al-Karayi, on observe la naissance et la consolidation d’une orientation nouvelle en Algébre,
celle de la résolution des équations de degré supérieur ou égal & trois. On peut dater cetre nais-
sance par I'échec d'al-Mahéni dans sn tentative de résoudre, par radicaux, ' éguation suivante :

Hre=z%c=0

qui découle de la “traduction” algébrique de la proposition 4 du Livre IT du traité d° Archiméde
De la sphéve et du cylindre que nons avons déja évogué i propos des débuss de ' Algébre.

Cet échec d’al-Méhini va stimuler les recherches qui aboutivont & la résolution d’un certain
nombre d’équarions du 3e ot du de degré (4 coefficients positifs). C'est ainsi que, d une maniére
indépendante, al-Khazin (X®™ siecle) et Tbn al-Haytham établiront 1'existence de la solution
positive de 'équation précédente & 1nide de I'intersection de deux conigques.

A peu prés  la méme époque, le mathématicien al-Kahi (X0 sidcle) a pos et résolu un
nouveau probléme géométrique gui aboutissait 3 unc équation du troisieme degré. Il 5°agit de
trouver une portion de sphére de volume ¢gal & cefui d’une partion de sphére donnée et de
surface égale & ceile d’une autie portion de sphére donnée. | YQUSCHKEVIFCH 1976, 90-94]

Faralizglement, il semble que certains mathématiciens aient poursuivi leurs recherches en
vue de (ésoudre, par radicuux, les équations cubiques. Al-Khayyim (m. 1131} est de ceux-
la. 11 le dit lui-méme, reconnait I’échec des ses tentatives et laisse entendre que ¢’est bien
cette raison qui I'a amené i systématiser les démarches de ses prédécesseurs et i élahorer une
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théorie géométrique des €quations cubigues : dans son traité d'algebre, il donne nne classi-
fication des 23 €quations (4 coefficients tous positifs) de degré inférieur on égal & trois, en
distinguant celles dont Texistence des solutions (positives) ne repose que sur des prapositions
des Eléments A'Euclide (¢’est-a-dire celles dont les sclutions sont constructibles) et celles dont
les solutions {(positives), lorsqu’elles existent, 3’obtiennent par intersection de deux conigues
(en fait paraboles, hyperboles ou cercles). [AL-KHAY vAn 1981]

Quelques décennies plus tard, le mathématicien Sharaf ad-Din at-Tisi (m. 1213) reprend
I'étude des équations cubiques, mais selon une perspective qui compléte et dépasse i la fois
celle dal-Khayydm. On constate en effet des modifications importantes dans a classification
des équations et dans la justification de I'existence des solutions positives,

Tout en conservant la distinction entre équations quadratiques st éguations cubiques, at-T (si
ordonue ces derniéres en tenant compte do nomhre de lewrs solutions et non des degrés de leurs
mondmes. Pour établir Iexistence des solutions, il commence par rechercher la condition que
doivent vérifier, dans ce cas, les coetficients de U"équation. Pour ce faire, il utilise la notion de
maximum d'un polyudme et, pour déterminer ce maximum, il introduit une €équation auxiliaire
qui correspond exactement & celle que 1on obliendrait ajourd hui en dérivant un polyndéme du
3e degré associé i une équation cubique et en anmulant cette dévivée,

Parzllélemen & ces travanx de type géométrique, deux autres orientations ont continué 4
intéresser les algébristes de cette épogue. La premiére conceme la recherche de formules don-
nant les solutions exactes des équations cubiques, Mais, si 1’on exclut la résolution d’équations
cubiques parliculiéres que 1'on a pu rameney, par changement d'inconnue, a I'extraction d'une
racine cubique, il semble quaucune tentative 1’ait abouti. En (ot cas, aprés le XM gje-
cle, on continvail encore a chercher des procédés de résolution algébriques pour des équations
cubiques.

La seconde orientation est celle de 1'élaboration ou de la généralisation de procédes per-
mettant d’ obtenir des solutions approchées de ces mémes équations. C'est vraisemblablement
Péchee des tenmtatives de résolution algébrique qui a contraint certaing mathéiuaticiens a re-
cowtir a des procédés d approximation. Iis ont d'abord tenté adapter les anciens algorithmes
puis ils ont cn élaborés de nouveaux. C'est ce qu’ont fait, par exenple, al-Birini (m. 1050) et
son colternporain Abi 1-Jiid pour détenniner les solutions approcies des équations suivantes :
Wt l=zetri=r+1,

Mais, il faudra attenclre Ie traité de Sharaf ad-Din at-TiisT pour trouver 1'exposé d'on procédé
général permettant d'approcher une solution positive d'une éguation cubique générale. Ce
procédé est d'ailleurs valable pour une équation de degré quelconque. FRASHED 1984, 147-
193]

L’algébre aprés e XII*™ siecle

Malgré de grands progrés curegistids ces deus demiéres décennies, les recherches sur les
Mathématiques arabes ne sont pas asscz avancées pour pennetire de cerner avec piecision les
aspects essenticls de I activité algébrique postérieure au XITP™E sigcle. Parmi les questions qui
n'ont pas encore de réponse satisfaizante, il y a celle qui concerne le contenu réel de la pratigue
algébrique en Asie Centrale et en Andalus. 1l ¥ a €galcinent la question de la circulation des
ouvrages d’algébre et des outils algébriques entre les diftérents foyers scientifiques de I'empire
musutman, 1l ¥ a enfin la question qui se pose pour d autres disciplines scientifiques el qui a
trait au ralentissement de leur production et av rétrécisscment de Jeurs doinaines de recherche.
Dans ce qui suit, nous allons nous contenler de résumer les Sléments essentiels de activilg
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algébrique postérieure au X1I* sjigcle, sans tenter de répondre aux questions gue nous venons
d’évoquer.

L’algébre en Orient musulman

Poux ¢e qui est du centre e de Pest de I'Empire musulman, quelques €léments épars
nous renseignent sur certaines recherches qui ne sertblent pas avoir abouti et sur des incur-
sions timides dans des domaines nouveaux. C’est ainsi que le mathématicien Tbn al-Khawwam
(X1 siecle) nous fournit les énoncés de 36 problémes que ses prédécesseurs et lui-méme
ont fenté vainement de résoudre. La plupart d'entre eux comespond 4 des équations du 3e et du
de degr€ ou h des systémes d’équations non linéaires. [ABDELIAOUAD & HADFI 1986]

Au XIVH™ sizele de nouvelles tentatives sont Faites. A Samarcande, al-Kishi (m. 1429}
entreprend I'étude des équations de degré supérieur ou égal & 4, sans que 1’on sache s'il a
about] a des résultats tangibles [AL-KAsHI 1967, 198-199] puisque "ouvrage qu'il projetait de
publier n’a pas encore €€ retrouvé. En Egypte, lbn al-Ha'im {m. 1412) s’attaque & nouveau
ala résolution algébrique de I'équation cubique, 4 travers un cas particulier, Mais sa méthode
est manifestement eironée, |DIEBBAR 1980, 37] Toujours en Egypte, et i défaut de pouvoir
exhiber un algorithme pour les équations, le mathématicien Ibn al-Majdi (m. 1447) expose lu
solution d’un probléme de combinatoire concemant les équations polynomiales & n mondmes
additifs. Duns son livre, le Recueil de ka moclle, il donne et justifie ue relation de récurrence
permettant de déterminer le nombre d'équations & n mondies, lorsque 1"on connait le nombre
des équations 4 {n-1) mondmes. [IIFRRAR 1980, 107-111]

11 faut ¢galement signaler une autre orientation qui n’a pas eu, 2 notre connaissance, un
dévcloppement significatif. Elle conceme I'étude des relations entre les coefficients et les
racines d'une €quation du second degré. Deux anteurs onl abordé cette question, d'une maniére
indépendante, sans I"approfondir. Le prenuer est Ibn al-Jaltad (m. 1390), un mathématicien
du Yémen. Dans son petit mémoire, il s’attribue I'idée de construire une Equation ayant des
solutions choisies par avance. Il montre également comment faire pour qu’un nombre domné
soit solution de I’nne ou Pautre des trois équations canoniques du second degré. Tl donne aussi
une série d'exemples ofl, partant de deux nombres, il détermine les coefficients de chacune des
équations par produit, sonue el différence de ces deux nombres. [AT-JALLAD, Ms. Sanaa,
Recueil, fi. 249b-2364)

Le second mathématicien est encore 1bn al-Majdi. Il se contente, & propos de cette question
de remarquer, sans en tirer de conséquence, que la somme des racines de son équation corres-
pond exactement 4 l'un des coefficients de cette équation. [TBN AT-MaIDE, Ms. Londres, Brit.
Mus, Add. 7469ff. 163a] La brigveté de sa temarque permet de penser qu'il n'a pas connu
Pouvrage d"al-Taliad,

Ces remarques concernant les relations entres les coefficients et les racines d’une équation
se semblent pas avoir attird " attention des mathématiciens postérieurs et ce pour deux raisons
an meins. L'une d'clles est peut-8tre lide an fait que ce sujet a €t abordé 4 un moment ol la
recherche en mathématique s’&tait considérablement 1alentie dans certains fovers scientifiques
@’ Orient et s"était mérae interrompue définitivement dans d’antres. L'autre raison cst 4 chercher
dans les perturbations profondes qui ont touché certaines régions de 1'Orient musulman ct qui
ont influé négativement sur la circulation des idées, des livies et des hommes entre les foyers
scientifiques de ces différentes régions.
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L’algébre en Occident musuliman

Pendant longtemps, le poéme mathématique d'lbn al-Yésanin (. 1204}, un scientifique du
Maghreb, €tait le seul témoignage concret en faveur d'une production algébrique, en Oceident
musulman, distinete de 1"arithméuque el du calcul des ransactions. Ce poéme résume les algo-
rithmes de résolution des six dquations canoniques el les accompagne de guelques opérations
sur les irrationnels quadratiques et sur les mondmes. Son niveau est bien en decd du niveau al-
teint par 1"algébre arabe de son époque. 1l est done loin d°étre représentatif des derits algébriques
des XIIFME_XTITEME giecles et doit &tre considéeé plutht comume un aide-mémoire, 4 la fois ponr
les enseignants et pour les étudiants en algébre, Clest en tout cag le role qu'il a joué durant
les trois siécles suivants. Cela ini a d’ailleurs valu d’étre souvent cité par les mathématiciens
tardifs, de I"Orient et de I'Occident musulmans, qui ont crit sur le sujel.

Le second ocuvrage qui nous esi parvenu est celui 4'Ibn Badr. Nous ne connaissons abso-
lument rien de cet auteur, si ce n'est qu’il a écrit son livee, intiiulé Abrégé de Palgibre et de
la mugdbaia, avant 1343, date & laquelle a ét€ réalisée I'unique copie qui nous en est parvenue.
Conmme l'indigue bien son titre, le livre est un résumé des procédés de 'algébre tels qu’on les
trouve dans les ouveages d'al-Khwérizmi et d'Abl Kémil, avec quelques ajouts reflétant les
progrés uliérzeurs de cetle discipline. On y trouve en effel, la définition des objets de 1"algébre
(les nombres, les inconnues ct leurs puissances), 'exposé des six équations canoniques selon
I'ordre du livre d’aL-KawArizMmi, la réselution de ces équations sur des excmples qui sout
parfois cxactement ccux donnds par Abil Kamil (avec, comime chez c¢ demier, les ditférents
cas ob le cocfticient de =2 est égal, plus grand ou plus petit que 1), 1'application des objets et
des algorithmes algébriques a la résolution des mémes types de problémes: ceux des dizaines,
des biens, des céréales, des buting, des courriers et des rencontres. La plupart de ces problemes
sont repris, avec parfois les mémes coetficients, soit du livie d'algébre 4’ AL- KHWARIZMI, soit
de celui d"AbT Kéimil, Cela dit, Uanalyse comparative des méthodes et des problémes traités
par 1bn Badr révéle quelques particularités qu'il est ditficile d’attibuer a telle ou telle tradition
algébrique o Orient et qui pourraient provenir de la tradition algébrigue andalouse.

Le troisigme €crit algébrique qui nous st parvenu est le Livre de fondements et des prémisses
de Palgébre & Ibn al-Bannd (m. 1321), Son contenu sc présente en deux pariies : la promiére,
qui a donné son titre 4 I’ cuvrage, traite des fondements et des préliminaires relatifs aux nombres
(entiers, rationnels et irrationnels positifs) et aux outils de I” Algébee (polyndmes et équations),
Dans cefte partie, 'auteur ne se réfere 4 aucun ouvrage d'algébre de 1a tradition de 1I'Occident
miusulmar; ce qui nons interdit de lui déuier, comme I’ont fait certains de ses successeurs, toute
originalité dans le conten, dans I'agencement ou dans la fonnulation des différents chapitres.

Cela dit, nous constatons que les trois chapitres de cette partie, tout en étant heaucoup plus
développées, suivent exactement 1 ordlre d’exposition du livre d'Ibn Badr : d"abord I avithméri-
que des irrationnels puis celle des pelyndmes et, enfin, la résolution des équations cancnigues
et de celles qui 5’y raménent. On y remarque, comime éléments nouveaux par rapport au livre
d’”Abii Kimil une extension de la division a 'aide des quantités irrationnelles de la forme n 4
mL? 4 5172, 1a réduction des trois équations canoniques du second degré & une méme forme ;
[t + b2 = (/2) + v la résolution d’équations polyndmiales de degré supériem 3 2 qui
se raméne, par changement d¢'inconnues, soit & I'équation X = n, soit 4 I'une des dquations
canoniques du second degré,

La seconde pautie traite de 1a résolution des différents types de problénies 4 1 aide des métho-
des algébriques (problémes des dizaines, des honunes et des biens), en exposant et en résolvart
’abord ceux qui sont i solutions entigres on rationnelles puis, dans un dernier chapiue, ceux
i solutions irrationnelles, L'analyse des énoncés et des solutions montre qu’a de rares excep-
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tions, il s’agir d'une reprise des probléemes &’ Abt Kamil (avec parfois exactement les mémes
coefficients), regroupés selon une autre logique, plus thématique que mathématigue d’aillcurs,

Quant aux ajouts, ils sont pe nombreux et consistent soit en des problemes d’algebre
anxquels nous n*avons pas trouvé d*équivalents dans le livie d° Abd Kimil (muais qui ne sortent
pas de la problématique (raitée dans son livre), soit en des problémes de théorie des nombres
concernant essentiellement la décomposition d’un entier en sonue de deux carrés d entiers ou
de rationnels. [IDJEBBAR 1990

En plus de ce livre, Ton al-Bannd a traité de I'algébre dans deux aulres ouvrages, {'Abrégé
{TAN AL-BANNA 1969] et e Soulévement du vitle [ABALLAGH 1988]. Le premier, qui sera le
livie mathématique e plus comments entre le XIVE™® ef le XVIP sicle, 2 la fois au Maghreb
et en Egypte, ne contient que les tgles ot les algorithimes de base de I'algéhre, sans démon-
strations et sans applications. A couse de cela probublement, et grice & sa diffusion et aux
conunentaires qui en ont & faig, il a permis 3 "algébre d’émre présente, pendant longtemps,
dans les programmes d’enseignement des grandes villes du Maghreh.

Le sccond ouviage contient quelques éléments nouveaux. En premier lieu, I'auteur expose
des preuves purement algébriques, sans relation avee les démonstrations géométriques de la
wradition d’ at- KHWARIZMT et d° Abi Kamil. pour justifier |"existence et le calcul des solutions
(posilives) des équations du second degré. {DIEBBAR 1980, 25-32] En second lizu, il avance
e hypothiése nouvelle, malhenreusement non appliquée, concernant 1'unification de Ia notion
de puissance cn algébre (pour les puissances de I'inconnue), en arithmétique (pour les puis-
sances de 10} et en trigonométrie {pour les degrés, minutes, secondes, efc.). En troisieme lieu,
Ibn al-Banné donne une démonstration de la validité de la famense régle des signes. en utilisant
une démarche purement algébrique.

Quant aux écrits relatifs i ' Algébre qui ont été publiés aprés le trailé d'Thn al-Bannd, ils
sont de trofs sortes : des commentaires sur les onvrages antérieurs, des opuscules autonomes
et des chapitres dans des ouvrages de caleul. Comame on va le voir, le contenu de ces derits
'est pag toujows une simple répétition des méthodes déja traitdes dans les livees connus de ia
période antérienre.

A notre connaissance, les seuls commentaires qui nous sont parvenus concement le podgme
algébrique d'Tbn al- Yisamin, 11 ¢"agit d'un opuscule d’lbn Qunfudh (m. 1407) et d'un autre
d’al-Qalasadi (m. 1486) dont I’analyse ne révale ren de nouvemu si ce n’est la confirma-
tion de 1'utilisation intensive du symbolisme algébrique dans Ienseignement mathématique
du Maghreb des XIVUmE X yeme gaclac [DIEBBAR 1980, 41-54] Ce symbolisme permet-
tait d’exprimer les équations du premier et du second degré avee leurs algerithimes de résolu-
tion ainsi que les polyndmes et les opérations arithmetigues qui leur étaient appliquées. On a
lengtemps pensé que ce symbolisme €tait une invention de 1'époque d’al-Qalasidi [WOEPCKE
1854). Mais lu découverte de plusienrs éerits d'Tbn Qunfudh a permis de reculer, de plus d’un
siecle, 1a date de son apparition dans les manuels maltbématiques maghrebins, A Iésent, nous
pouvons méme dire, grice 4 un passage de I'ouviage d'Ton al-Yésamin, le Livre de la féconda-
tion des esprits, que des symboles algébriques élaient déja utilisés an Xllle sitcle et peut-éue
méme avant. [ZEMOULT 1993]

Le seul ouvrage consacré exclusivement 4 des problémes d'algébre et qui ne soit pas un,
commentaire d’ouvrages antérieurs, est celui gu’aurait consacrs Tbn Haydiir (m, 1413 aux 5¥S-
temes d’équations do premier degré exprimés sous forme d’achat de volatiles. [IBN HAYDOR,
Ms. Vatican 1403, f‘\ 115b] Mais cel écrit n'a pas encore €€ retrouve.

A partir du XIVE"™ sicle, el & I'cxception du traité d’al-Qatrawéni (que nous évoguerons
plus oin), tous les autres livres de caleul de la tradition maghrébine qui nous sent parvenus sot
des commentaires de I'Abrégé d’[bn al-Banna, Tis contiennent donc tous un chapitre relatif &
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Palgebre. Le premier d’entrc eux, I'dbaissement de la voilette d’Tbn Qunfudh, a manifestement
utilisé, en plus des ouvrages d'[bn al-Banng, dautres sources non encore identifides. Cela cst
évident pour le chapitre de I Algebre ol Pon trouve, comme €léments nonveaux, un procédé
de construclion des équations canonigues coniposée, une vocation rapide d'une formulation
ditférenie du concept de puissance d'un mondme et Pdcriture d'une équation avec, pour la
premidre fois i nolre connaissance, un zéro au second membre, [GUERGOUR 1990]

Le second livre est celui d'lbn Zakariyya (XIVE™ sigcle). On v trouve, en plus des six équa-
tions canoniques, neuf autres qui se raménent en fait aux précédentes, soit par élévation au carré
des deux membres de I'équation, soit aprds changement d’inconnue (X = 2?). [IBN Za-
KARIYYA, Ms. Tunis BN. 561, [f. 148a- 151b] Dans la partie de son chapitre d*algebre 1éservée
aux applications, Ibn Zakariyyd' reprend les themes traités par Thn al-Banndi en v ajoutant les
problémes de bulin, de rencontre, d’auméne, de courrier, de salaires et de mesure. Les ui-
tre premiers thémes se retrouvent dans 'Abrégé d'Ibn Badr. Ies autres pourraient avoir &8
empruntés an livre, nen encore retrouvé, d'al-Curashi, un mathématicien d”al-Andalus qui a
enseigné a Bougie, au XII°™° siecle.

Le poisigme el dernier livee a €t€ écrit & Tunis par al-Qatrawéni, un mathématicien du
XEVE™ giecle & origine égyptienne. On v découvre un chapitre d’algebre & la fois s clas-
sique dans In résolution des équations canoniques et tout 2 fait original, dans le taitement des
polyndmes (au vu de la tradition maghrébine connue). On trouve en effet, et pour 1a premiére
fois dans un €crit maghrébin, le caleul de la racine carrée et de la racine cubigque d’un polynéme.
[AL-QATRAWANI, Ms. Rabat B.G., 416 Q, pp. 123-128] Pour la racine carrée. il utilise le
procédé arithimétique de multiplication par semi-translation. Concrétement, al-Qatrawsni con-
sidére le polyndme :

812% + 72x% + 10627 + 1842% + 8922 4 R0x + 64

qu’il derit ninsi :
8l T2 106 184 89 B0 &4

Puis, il cherche un polynéme de degré 3 :
3 2
5T+ st - a% + oy,
dont le caré sera implicitement décomposé ainsi :
asr® + (2az2® + age?)oga? | (Zay® 4 Zagz? + ooxior - (Zasz® + 2ap7% — 2002 + o).
Dans le denxieme casg, il considére le polyndme :
827 + 482" + 11207 + 2082 + 1932° + 1082 | 2727

qu’il écrit ainsi ;
8 4% 132 208 198 108 27,

Puis, il cherche sa racine cubique sous la forme : r:ug.'l:3 — g 4+ oy, en utilisant implicitement
la formule du bindme a1’ ordre 3, pour exprimer son cube ainsi :

{oaz” + 00r™ ) + 3{erx + a227)% — Blas2)?(@z® + a6 + (a0 )

Ce chapitre du livre, et la maniére dont son contenu est trait, suggaient plusieurs remargues,
0 faut rappeler tout d'abord que I'extraction de la racine cartée d’un polynéme & coefficients
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entiers ou rationnels posilifs apparaft, pour la premigre fois, dans un ouvrage d'al-Karajt
[ANBOUBA 1964, 30-41] e1 qu’elle sera éiendue, par as-Samaw’al, dans son Livee fomboyant
en algébre, aux éKments de 'ensemble Plr; 177, A coefficients positifs.

D'autre part, sa maniére de présenter les calculs differe quelque peu de 1a démarche ori-
entale, En effet, dans les deux ouvrages que nous venons d’évoquer, ¢’est le symbolisme des
tableaux qui constitue le support de | algorithme, alors qu'al-Qatrawind uiilise les symboles
maghrébins pour écrire les données, les résultats et la présentation de la multiplication par
semi-translation.

1l faut enfin remarquer que le livie dal-Qatrawéni est le premier traité de Mathématique

arube connu dans lequel est exposé un procédé d’extraction de la racine cubigue d’un polynéme?,

Les sources orientales qui contiennent ce type de traitement des polyndmes n’évoquent pas
Pextraction de la racine cubique d'un polyndme quelcongue. 11 est done possible qual-
Qatrawdni ait généralisé la méthode de la racine carrée. Mais il est galement possible qu’i ait
emprunté la méthode 4 un auteur postérievr i as-Samaw al.
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L’histoire des mathématigues dans la formation des enseignants:
application a la trigonométrie

El IDRISSI Abdellah
Ecole Normale Supéricure - Marrakech {Maroc)

o . P Abstract

C khmeilphng S |
o Le texte qui suil ’appuie sur une recherche que nous avens réalisé dans le cadee de la

fonnation des enseignants’. Nous allons présenter les idées ainsi que les principes ayant

présidés 3 la planification d'une intervention que nous avons réalise auprés d enseignants.

Cette intervention a porté sux 1"histoire de {a trigonométrie. Nous nous contenterons d'unc

présentation hgs suceincte,

LKL IDRISST, 1999,
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1 L’histoire des mathématiques chez les enseignants et dans leur forma-
tion

Méme si histoire des mathématiques est présente dans plusienrs centres ou institutions de
furmation des enseignants de plusieurs pays, trés peu d'enseignants y recourent dans lewrs en-
selgnements. Hormis Ies chercheurs et guelques groupes d’enseignants an niveau du sccondaire,
nows 1 connaissons que trés pewn d’initiatives en ce qui concerne le recours a 1"histoire. Une des
principales raisons provient sans conteste de la formation des enseignants. Les cours consacrés
a I'histoire des mathématiques assurent essentiellement 1'acquisition d’un savoir historigue, 2
propos de certains conceps spécifiques ou i propos des grandes étapes de I'évolution historigue
des mathématiques. Au mieux, une analyse de 1"activite mathématique conune activite sociale
est produite et complétée par des €léments historiographigues.

En outre, ce relatif rejet de "histoire des mathématiques est dii aux problémes que pose
I"histoire des mathématiques comumne activit, L'inaccessibilité des textes, les dilficultés d'inter-
prétation qu’ils posent ¢f la formation interdisciplinaire gu’ils exigent, sont parrni les principaux
problémes. Une demiére raison, et non la moindre, est  notre avis le manque de conviction
qu’ont les enseignants & propos des apports didactiques de 1"histoire des mathématiques.

La formation en histoire des mathématiques des enseignants doit tendre 3 contourner ces
£cueils. Il faudrait d"abord veiller & doter les enseignants d’artitudes favorables face a I"histoire
des mathématiques, Pour cela, il est indispensable de les convaincre que Uhistoire des mathg-
maticues peut constituet un outi! enrichissant pour leurs enseignements®.

Dans e méme ordre d'idée, il §'impose d’initier les enseignants dés leur formation, 4 la
recherche historique, et surtout & 'utilisation de I’histoire dans leur enseignenient.

L'étnde de textes historiques originaux est 'vne des activitds indispensables par laquelle
dloil passer toute initiation & la recherche en histoire des mathématiques®. Certes, il ne 5" agit pas
de faire écrire I'histoire des mathdmatiques par les étudiants en formation 4 partic de sources
criginales. INéanmoins, il faut les initier 4 leur analyse et leur en montrer les difficultés aussi
bien que les avantages.

L'étude des lextes originanx est une activité arduc, cependant, clle cst la seule a oftrir
I’'vecasion d'une meilleure immersion dans 1a pensée des mathématiciens ou les mathématigues
du passé. 51 une telle analyse est cornplexe et parfois pénible, elle permet d'éviter des mauvaises
interpélations.

Dailleurs, comme le signule NEUGEBAUER (1990), pour comprendre la pensée d'une
épogue demnée, il suffit de s"attarder 4 Uétude d'un dchantillon réduit des ceuvres onginales.
Par la suite, sauf pour un historien professionnel, des sources secondes et de deuxidme main
peavent étre suffisantes,

Enfin, il est nécessaire que 1'étude de I"histoire des mathématiques soit intégrée directement
4 la didactique, notamment & I'analyse de concepts. Une telle stratégie incite les enseignants
i considérer I’ histoire des mathématiques comme partie tntégrante de 1a didactique des mathé-
matiques,

Tes suggestions que nous venons d’émettre ne peuvent étre intégrées que dans le cadre d'un
programme général de formation des enseignants. Elles powrraient déboucher sur une inté-
gration harmonieuse des cours d'histoire des mathématiques et de la formation didactique des
enseignants, que ce soit la formation pratique ou la formation théorique. Cette intégration peut
se concrétiser par une collaboration énoite entre les enseignants de didactque el les enseipnants

ZARCAVI el col, 1987,
*RarEIN, 1587,

d'histoire des mathématiques. Le cas échéant, elle soutiendrait une meilleure conceplion de la
formation des enseignants en histoire des mathématigues.

Dans le cas de la présente recherche nous avens procédé a la planification d*une intervention
dans le cadre de 1a formation des enseignants®. L' intervention a duré plus de vingt heures et dix
¢tudianis en ont bénéficig,

2 Lasélection du contenu

Comme nous 1'avons déja souligné, I'intervention portait sur la trigonométrie, Or, 'histoire
de la trigonométrie s'étale sur plus de quatre mitlicrs d'années. 11 est nécessaire de faire un
choix de périodes ou d’wenvres sur lesquelles peut porter |intervention. Nons avons sélectionné
quatre ceuvres, corespondant A quatre périodes, qui nous ont sembl§ pertinentes. Les quatre
cenvres spécifiques que nous avens sélectionnées sont le fe Papyrus de Rhind de la périede
égyptienne, I'dlmugeste de Plolémée de la Gréce antique, le Surasiddhanta de la période des
Hindous et le Thaité du quadrilatére de 1a période des Arabes.

2,1 La période égyptiennc: Le Papyrus Rhind {vers 1500 av, ).-(.}

De la période des Egypliens, nous avons choisi des extraits du Le Papyrus Rhind. Ce pa-
pyius, qui date d’avant le quinzieme sitele avant Jésus-Christ est 1'un des rares documents
mathématiques qui nous soient parvenus de la civilisation égyptienne. La lecture ct I'identifica-
tion de ce papyrus n’ont €€ réalisées que récemment, au tovmant du XXFME giacle®,

Le Papyrus Rhind comprend, entre avtres, des problémes de mathénntiques avec leurs so-
lutions respectives. Autant les problémes que leurs solutions nous semblent dignes ¢ analyse et
de compréhension. Les problemes qui nous ont particulitrement intéressés portent sur un con-
cepl specifique: le sekt, Lintérét de ce concept pour notre intervention sc résume d’une part par
le fait yu’'il s'apparente, sans famais 8’y identifier, au concept trigonométrique de cotangente,
et d'autre part, par le fait qu’il semble plausible qu'il ait éié utilisé par les Egyptiens pour la
mesure des pentes des pyramides.

22 LlaGrece antique: L'Almageste de Ptolémée (vers 150 P. J.-C.)

Pour la Gréce antique, c’est sur la trigonométrie de Ptolémée que s”cst armété notre choix.
L'Almagesre de Prolémée est la plus ancienne qui soit conservée ot qui nous renseigne sur
I'état de ia tigonométrie chez les Grecs, les autres travaux (rigonométriques étant perdus®. Tn
outre, dans son L' Almageste, consacrée i Uastronomie, Plolémée réserve deux chapitres a la
trigonométrie. Il s’y propose notamment, de construize une table des cordes,

2.3 La période des Hindous: Le Survasiddhanta (500 B, ).-C.}

La trigonométrie chez les Hindous présente, quant 3 elle, des spéeificités d*une autre nature.
Dans Le Suryasiddhanta, ceuvre hindoue dont on ignore I'auteuy, la trigonométrie apparait sous
un aspect singulier et relativement mystique. C’est une trigonométrie qui se démarque de celle
des Grecs dans sa conception et dans le choix dc certaing paramdtres, dont le rayon du cercle

*EL IDRISSI, 1999,
*NEUGEBAUER, 1990; GILLINGS, 1972; SKITH, 1958,
fPTOLEMEE, 1813 NEUGEBALRR, 1590,

221




qui sert de base & la construction d’une table trigonométrique de sinus. Le choix de ce rayon
repose sur une conception spécifique du cercle et de sa mesure”,

24 Lanpériode des Arabes: Le Traité du quadrilatére (1000 P. J-C.)

1. ceuvre sélectionnde pour la période arabe, Le Traité du quadrilotére, & Al-Tusi®, marque
un tournang <ans I"évolution historique de la trigonométrie. Elle est 1a premiere a étre exclu-
sivement consacrde 4 la trigonométrie et on ne peut manquer d'y constater des emprunis aux
travaux Grecs et Hindous sur la trigonométrie®,

3 En guise de conclusion

Dans les différentes activités que nous avons proposées duans l'intervention, nous avons,
autant que possible tiche de ne pas inviler les participants & interpréter, dés le premier abord,
les textes et les données historiques & 1"aide des connaissances mathématiques qu'ils possédent.
L'interprétation des données historiques & wavers les outils mathématiques contemporaing jove
le 16le d'un obstacle et empéche les éludiants de rechercher les significations authentiques des
données historiques.

En dépit du fait que des activitds d’ordre historique sont combinges avec des activités d'ordre
épistemologique, nous avons tenu d’une part 4 spécifier ce qui provient de Uhistodre de ce qui
n’en provient pas, d’autre part, 4 distinguer les donnfes historiques brutes des interprétations.
L'avantage de ces distinctions est d'initier les étudiants & la recherche historique. Le fait de
distinguer les donnges historiques des donndes conceptuelles peat en outre constitier une sen-
sibilisation frés subtile aux apports didactiques de 1" histoire des mathématiques.

Tout au long de I'iotervention, nous avons cherché 4 amener les diants 3 s'immerger
intimement dans la pensée de l'auteur ou dans D'esprit de Peenvie historique éudiée. Nous
congsidérons que ¢’est 4 cette condition seulement que 1"histoire peut jouer un rdle formateur en
didactique des mathématiques. L'histoire des mathématiques peut ainsi initier les étudiants 2
analyser des raisonnements mathématiques des autres mathématiciens et a chercher davantage
4 les comprendie qu’a les juger.

Enfin, nous avons tenu & ce que le cours soit dispensé sous une forme active el stimulante
{annexe}.
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Niels Abel {1802-£829)

Abel et la lemniscate

FRIEDEILLMEYER Jean-Piere
IREM de Strasbourg (France)

Abstract

Le probléme de la division dz la lemniscate est un lieu insolite mais “concrel” et
stratégique pout pénétrer par 1a petite porte dans quelques unes des théories marquantes
du XIX* sigcle, at par 1a d’en saisir I'origine :

celle de Ia résclution des équations algébrigques comme wmoteur de 1’émergence du

concept de groupe;

celle des fonctions elliptiques au centre de 1'élaboration des fonctions de variable

complexe;
- celle des intégrales abéliennes.

Crest un bel exemple pour voir fouctienmer 1a liaison de plus en plus €hoite entre les do-
maines de U'analyse, de I'algéhre, de la géométde, et ménie de I arthmétique.

Nous nous baserons principalement sur le texte d’Abel : Recherches sur les fonctions
elliptiques (1826), et nous apprendrons & diviser la leinniscate 4 la regle et au compas en
2.3, 5ot 17 parties égales. De courtes “respirations” nous donnerons I"occasion de lire
quelques unes des lettres écrites par Abel durant son vovage 4 Beslin et & Paris. Elles
sont remarquables de jeunesse ef d'émotion; elles décrivent avec verve et malice quelques

personnalités mathématiques célebies du siscle.
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Introduction

Les problémes gue rencontre un historicn des sciences varient beaucoup selon I'époque sur
laguelle il wavaille. Si celle-ci est trés floignée de Uépogque actuelle, les difficuliés tienment
principalement 2 la langue et & I'édrangetd d'une culture scientifique et philosophique qui se
pense el " exprime de maniére trés différente de la nétre. Ce type de probléme s estompe au fur
el i mesure que I'on se rapproche de ta période actelle : le langage, 1’ utilisation du symbolisme
sont proches des ndlres, mas par contre les difficultés lides 4 la complexits et A ' abstraction des
concepts deviennent dominantes. Ainsi les mathématiques du 19°™ sigcle nous sont beancoup
plus proches dans leur style et Jeur geriture que celles des siecles précédents, mais la com-
préhenston des iddes et des méthodes yu'elles ont développées, demande un effort de 1éflexion
1mportant & quiconque n'esi pas un professionnel de la recherche et de I’enseignement supérieur.
Fuut-il donc que le non professionnel en prenne son parti et renonce définitivement a accéder
i la compréhension des plus belles théories mathématiques des 195 e 20%¢ gjacles, ¢'est-a-
dirc en fait de ce qui est considéré par de nomhreux chercheurs & aujourd’hui comme les senles
mathématiques dignes de ce nomn ? Nous pengons que non, et gue 'histoire peut &tre une voie
d’acces 4 ces theories, dont I’origine est souvent un probléme plus “concret”, De ce point de
vue, le probleme de la division de la lemniscate est un lieu stratégique powr péndirer par la
petite porte dans quelques unes des théories marquantes duy 195 gizcle, et par la d'en saisir
I"crigine

¢ celle de la résolution des €quations algébriques comme motenr de "émergence du concept

de groupe,

» celle des fonctions elliptiques au centre de 1'élaboration des fonctions de varjable com-
Plexe,

» celle des intégrales ahéliennes.

C’est un bel exemple pour voir fonctionner la liaison de plus en plus étroite au 1957 sigcle
entre les domatnes de Ianalyse, de I'algibre, de la géométrie, et méme de 1’ arithmétique.

C’est enfin un probléme exemplaire de Ja création mathématigue actuelle. Tusqu'an 1880
siécle, Vinvention 1mathématique se  faisait par abstraction progressive d'une réalité ancrée
d’abord dans 1"activité guotidienne,

Four prendre un cxemple précis, 1'astronomie et de nmltiples activitds pratiques ont con-
duit a la trigonométrie. Celle-ci, en se développant, est fécondée par I'analyse des fonctions
et aboutit 4 I'étude des fonctions circulaires et finalement a celle de leurs fonctions ré-
ciproques, lesquelles s’averent d'excellents outils d'intégration des fonctions algébriques de
la forme Fiz, vaz? = bx + =), ol R est une fonction rationvelle. Au 198 giscle 1o dé-
marche est inverse. Divers problémes posent la question de 1'intégration d’expressions du type
Riz, /Tlz)}, oit Pz} est un polyndéme de degré trois ou quatre. Or le matériel des fonc-
tions dispenibles pour traiter cefre guestion est insuffisant. Que faire ? Le mathématicien va
construire I'objet nécessaire & cette résolution a partir de la question posée el développer une
théotie pour de nouvelles fonctions, sur le modéle des fonctions circulaires, mais en empiun-
tank le chemin inverse, [intégrale est premmiére; elle donne licu, par inversion, & une nouvelle
classe de fonctions dites elliptiques, avec leur “wigonomeétiie” et de nwltiples applications en
mathématiques, en physique, en mécanique; avec, bien-sir, la rencontre de nouveaux problémes
inédits mais stimulant I'imagination des mathématiciens .

Chercher & diviser une lemniscate cn partics Sgales, qui plus est, alarégle et au compas, peut
apparailre comine une activitd dérisoire, un peu folle aux yeux du grand public, ay méme titre
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d'aillewrs que de diviser un cercle; encore que 14, cela lui parait déja plus utile, pent-étre aussi
parce qu’il comprend mieux la question . Mais, c’est souvent a pautir de petits problemes de ce
type que les mathématiques ont fait les avancées les plus significatives et les plas spectaculaires :
les Recherches avithinétigues de Gauss qui se tlerminent par le probléme de la division du cercle,
sont I'un des chefs @ ceuvres définitifs de la linératore mathématique. Dans Uintroduction &
un texte qui s occupe justenent de la lemniscate!, Buler explique qu'il v a deux maniéres de
considérer I'utilit€ de ce qu’il appelle les spéculations mathématiques :

D'one part celles gui offrent un intérét marquant dans la vie ordinaire ouw dans d'awires branches de
1z connaissance, et dont la valeur se mesore d habitude i I sune méme de 1a grandeur de cel sl

Laulre classe englobe les spéculations qui, sans préseoler it direct, sont cependant pré-
cieuses, car elles se proposent d'explorer les limites de Analyse et d'exercer les Torves de nalre
esprit. Comme en effet un nombre important des recherches dont om peut attendre ung grande wlil-
ité doivent cependant étre abandonndes & couse des insuflsances de 1 Analyse, il ne faut pas abors
dévaloriser les spéculations qui promettent oz progrés gqui peut ére considérable. De telles consid-
érations semblent partculieremeni utiles, qui ponrtant étaient faites accidentellement el a posteriori,
alors qu'elics avaient peu ou pas d objectifs a priori. Mais Jorsqu’on a reconnu leur exactitude, des
méthodes plus simples se laissent rouver qui v conduisent, et il ne fait aucun doute que méme dans
{a recherche de telles méhades nouvelles, le champ de " Analyse n'est pas pew agrandi. Des cemar-
gues de ce genre. qui e repesent pas sur ung meéthode détenminde ot dant 1z cessorl interne semble
caché, me sont apparues dans une publication teute récente.

De fait, beaucoup de travaux du 198 gizcle se sont engagés & propos ou autour du probleme
de la division de la lenmiscate sans objectif précis, mais qui ont dégagé vn ressort intermne
extrémement fécond :

» Parce que cette division met en jeu des équations de degré élevé, (la division par n conduit
& une équation de degré n® — 1) elle suscite les questions théotiques sur leur résolubilité,
et de ce fait sur la résolution générale des dguations polyndmes. Vous avez 1a I'unc des
sources de 1’algébre modeme avec la théorie des groupes, des coups, des extensions de
cOIps.

« Parce que cetre division conceme une courbe qui n'est pas trés simple (comme Uest lc
cercle}, et dont la longueur s’exprime par une fonction que Pon ne sait pas exprimer
au mioyen des fonctions usuelles, elle oblige & construire un nouvel objet, la fonction
elliptique, dont la richesse et les applications se révelent inépuisables,

» Un des éléments de cette richesse est que la division de la lemniscate est plus simple si
I"on passe par les nombres complexes. Par exemple diviser par 5 donne unc équation de
degré 24, Or 5 — {2 — iH{2 —{), et diviser par 2 + 7 ov 2 - ¢ conduit  une équation du
418108 doorg geulement. (En fait du premier degré en z%). Dol deux conséquences : la
nécessité de développer une théorie des fonctions de viuiable complexe; 1 allention portée
& des questions d’arithmétique. (Penser 4 I'arithmétique des courbes elliptiques).

Beaucoup d’autenrs ont contribués & ces recherches qui ont dominé le 195™€ sigcle et ont
développé leurs ramifications jusqu’a aujourd’huai. Elles ont été initialisées pour la plupart

TECHL TR, Nowvenux compumtalees de Sainr Parersbourg V1, 1761,
*Les bravaux de Fagnano sur la lemniscate. (voir plus lom).
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par un jeune mathématicien norvégien : Niels Henrik ABEL (1802-1829) dans son auicle :
Recherches sur les fonctions elliprigues’.

Le terme Recherches, rare i I'épogue ob |'on rencontre plutét les mots Mémoires, ou Elé-
ments, [ail pendant au tite de Gauss Disquisitiones, lequel semble avoir exercé une véritable
fascination sur le jenne AREL, comrme en t€émoigne le rapprochement suivant ;

Dans ses Recherches arithmétigues, (traduction francaise des Disquisitiones) section VII,
intitulée Des équations qui déterminent les sections civculaires®, GAUSS fait en effet fa remar-
que gue

les principes de la théorie que nous entreprenong d'exposer, s'étendent bien plus 1oin que nous ne
le faisons voir ici; ils peuvent en effer 5 uppliquer non seulement aux fonctivns circulaires, mais
aussi aves autant de succes & beaucoup dautres fonctions iranscendates, par exemple & celles qui

: I r 5
dépendent de I'intégrale | NI

Cette remarque n'échappe pas & ABEL qui dans ses Rechesches sur les fonctions elliptiyues
annonce

eRlre autres théorémes je suis parvenu 3 celui-ci @ On peut diviser la clrconférence entidre de a
dernicr nombre €tant en méme teinps premier; ot bien si w est un produit de plusieurs nombres de
¢es deus formes. Ce théorkme est, comme on le voit, préciséinent le méme que celui de M. Gauss,
relativement au cercle®,

Dans Varticle qui suit, nous nous proposons de dégager les idées principales d’ AREL pour
réaliser cette “lemniscatomie”, de fagon suffisamment élémentaire pour ne pas avoir & mettre
en place 'immense arsenal de la théorde des fonctions elliptiques. Nous nous appuierons sur
le texte d ABEL cité ci-dessus, principalement les paragraphes 14 V et le paragraphe VIIL,
mais limités et adaptés a ce qui concermne Ta lemniscate, Pour mieux comprendre les méthodes
développees 4 ce sujet faisons le parallele évoqué par ABEL avec le cercle.

1 Lacyclotomie

La comparaison avec le cercle nous permet de dégager les ingrédients nécessaires pour di-
viser une lemniscate. Sur quoi en effet est basée la division du cercle ?
13 Sur1'existence d'une trigononiéirie établissant une correspondance entre la longueur d’un
arc de cercle ef la Iongueur de la corde sous-jacente. Cette correspondance s'exprime au moyen
des fonctions circulaires sinus, cosinus, ...
2} Surla mise en place d’'une fonmuie d’addition pour ces fonctions qui permet d’exprimer
coa(nx) el sin{nz) en fonction de cosz et sinx. En particulier il se tromve que cas(nz) est
un palyndme en X = cos . pour tout enticy 1.

Pour des raisons évidentes de symétrie, on & pris I'habitue de repérer les arcs de cercles en
relation avec Pangle au centre et de définir la fonction sinus comme exprimant 1a demi corde
Mo dans vn cercle de rayon 24 = 1. (Figure 1)

Fpublics en 1827 et 1924 dans les volumes IL et II du Journal de Crelle.

“Voit L'Ouvert 1° 46 el 47, mars et juin 1987,

*C.F. GaUss, Recherches artthmétiguey, waduites par A, C. M, Powllet Delisle, Paris 1807,

N. H. AREL, Recherches sur les fonctions elliptigues, p. 314. Voir aussi la correspondance d° Abel citde duns
les numdros 90-91-92 e1 94 de L'Guverr, dans Iarticle © L'histoire des mathémariques par correspondance.
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La longuenr de arc AL s’exprime alors en radian par le méme nombre que la mesure de
Tangle A . Cependant, pour la comparaisen avec 1a lemniscate, il est plus judicieux d’€lablir
une relation directe entre Parc A M et 1a corde AA. Pour ce faire, il sullit de prendre un cercle
de rayon ‘Z ou de diamétre 04 = 1. Alors, si Pangle AOM mesure £ racian, 'are AM mesure
aussi # radian, avec I’avantage, dans ce cas, que AM = sind, et que OM = cosd. {Figure 2)

Figure | Figure T

1.a division du cercle en IV parties égales peut alors 8’ exprimer de deux manigres :
- soit par le caleul de 'are 8,
- 50it par le caleul de la corde OA ou AM, ce dermier €tam celui qui permet la construction
éventuelle A la régle et an compas. Précisons cela powr le cas ¥ = J, par exemple, avec la
construction du pentagone régulier O N Q. (Figure 3)

M

Fagre 3

Posons {071;, O.-_"Tf) = Alors:
AM= w OM =cosa = sl (% - cr) .
T

: — a-) ;50

(i\-’=2(g —a) ;5}’=3(g —Q) ;OAQ=4 (2

Et de fagon corrélative :

i 5 . T
ON = ain2 (7; — a) = gin 20 2 F = sind (g — (;r) VO =sind (E - r.L)
el
— a) =05 b =0,

e

229




Donc 5 = It Eroun = 6 ” (Prelrl.ir‘,rc mManiers).

Ou hien : cos 3e = 16cos® o — ‘20 caa* & + 5 cos a =  dont la résolution donne ;

OM = 0Q = i\ho N

el S
1
ON = OP = Z\;’rm +2Vh.

L expression de ces deux longueurs ne fait intervenir que des racines cardes; elles sont done
constructibles a la régle et au compas.

Voyons maintenant conunent mettre en place des outils analogues pour 1a lenmiscate, L' ana-
logie se fait trés directement a une exception fondamentale pigs @ il 0’y a pas de relation de
proportionnalité entre un arc de lemniscate et un angle, comme dans le cercle. Ce qui suppose
un travail concentré sur une relation entre 'are de courbe et la corde, sans passer puwr 1 dngle
Or une telle relation existe avssi pour le cercle wtilisé plus haut @ la longueur ¢ de 'are OM
correspondant 4 la corde O =+, est donnée par

5(7}—/ A + {dy)2

si et y sont paranétrds en fonction de r. IV oi le paralléle, en prenant comme repére orthonor-
mal un repére avec 04 comme vecteur unitaire sur I'axe des «

cercle lernniscats

Figzure 4 fizure 5

polaire ; v* = cos 28
cartésienne ; (2% + y")F = 2% — 3

dquation polaire : v = cus

équation cartésienne : z° + y* —

o .- R Stri 2t = it
tions paramétriques 1§ ) arameétriques ;

équations p q g o= g P 1 23;2 — 24

OM = siry= [, \1 a‘ = Arcsinr OM — siv) fu \,1 ]

Af’li’ = Jlo ,_f = Arccosr /Ll‘f— fo s

Oh=s(1y=5=157 OA—s(1) - £=131

(une valeur dc v fowrnit 2 valewrs de (i, ) (une valeur de » foumil 2 valeurs de {z, y)

2 L’ “invention” de la lemniscate (1694)

Si Ja courbe lemniscate avait déji ét€ rencontrée comme cas particulier d'ovale de Cassini
{ensembles de points dont le produil des distances 3 deux points fixes est constant), elle ne fut

nemmée ainst qu’en 1694 par Jacques Bernoulli a partiv du grec Apieosoc qui signifie ben-
delette ou ruban, et i "oceasion d'un probléme posé quelques anndes auparavant par Leibniz et
désigné par le probleme de I'isochione paracentrigue. 11 5'agit de trouver 1a trajectoive d'un
point A dans un plan vertical, point soumis 4 la seule pesanteur et s’€loignant d un point fixe
C de telle fagon que le tayon (4 varie lindairement avee le temps. La résolution du probléme
conduit & la considération de 1"équation différentielle :

dr adz 2adu

var vorla? — 28 et =t

{en posant az = u*}). Or aucune des denx dernitres différentielles n'est intégrable par quadra-
ture, c'est-2-dire au moyen d'une aire limitée par une courbe dont I’&quation 3’ exprimerait &
Taide des fonclions élémcma.il'cs connues, Mais ilya d’aurlves meoyens de penser cette intégra-

L()ulbe en posant I’ elément ditférentiel egal L ) + { du)? et trouve, & un coeflicient /2

pré * vazd appliquant par 14 un pri déja énoncé par Leily Celui-¢
e - 1 A i cipe déja ér
) ¥y \"""(}7—‘ g 1 princip .] once p ibniz. i-ci

disait qu'il est préférable de réduire les quadratures aux rectifications  cause que la dimension
de la ligne est plus simple que celle de la surface, et que de plus une ligne se mesure plus facile-
ment qu’une aire : il suffit de poser une corde le long de 1a ligne & mesurer. En éliminant z entre
¥ ety on trouve I'équation cartésienne de 1a lemniscate -

|1.T,2 &+ y2)2 2[,12(.,1:2 _ yz)

Autrement dit, au lico de penser intégrale comme une aire, Jean Bemoulli la pense conune
une longueur de courbe. La lemniscate était née comme centre d’intérédt et nommée”. i nous
prenons 2a? = 1, nous retrouvans les équations données ci-dessus.

3 La duplication de I’ar¢ de lemniscate par le comte Fagnano (1718)

L'analogie entre le cercle et la lemniscate mise en évidence ci-dessus a teds cortaincment
inspiré un mathématicien italien, le comte Fagnano (1715-1797) qui decouvrit une formule de
duplication c’est-a-dire une formule reltant rp et rg tels que s(ry) = 2s(r,). Dans le cas du
cercle, une telle formule est connue.

Puisgue

.
dl .
a(r) =/ —mm— = Arcsing,
POSONS T = sitix o & = Arcsingg et v = sinf 210 éguivalent &
2 L)
2r = Avesinrg = 2Arcsing,

ou encore s(r ) = 2s(ry). Orsin(2z) = 2ainz. cos z, équivalente

! [}
v = 2'!",3\; 1—rig.
Y a t-il une relation de duplication pour la lemniscate ? Par analogie avee 1'intégration de

[} /‘r dt
s{r) = —_
Jo V112

“H. BOS, Lecaures in the history of mathemarics, p. J01-111 et p. 23-36,
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qui peut se faire au moyen du changement de variable r = 2; Fagnano utilise le changement

] ped — 2%
"=

pour le caleul de

{2)s(r) = J§ 7

= ot i1
=42 JG Wt

—rd

puis encore le changement

(3}t2 = 1'2_1:4

qui donne alors 1'égalité
Lood e du

@ fy ame = V2L 7

La combinaison de (2) et (4} donne alors

Sofeh T _dr oy e &

{5)s(r) = ,ﬁ] Vflr_,n{ = 2J[0 Vf‘i;f

avec la relation déduite de (1) et (3) entre v et w
Droy'1u?

A —
(6 = 5.

Autrement dit, s1 O = r et ON = utels que (5), alors Fare OM est le double de 1'arc G,
En particulier si l'on prend » = 1 le quart de lemniscate (2.4 est divisé par deux au point {7 tel
que O = u avec u solution de |'équaltion

14+ u* — 2uv1 — pd.
L'éguation en v st équivalente, pour u positif, &
' pdu 2t —du 41 = (" + 20t — )%

S0it
e
U= \f v2-—1

{voir Figure 9 plus loin).

Figure 6
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Ce qui est remarquable, mais ne sera évidemment découvert que bien aprés, ¢'est qu'en pas-
sant par les complexes, oo comprend misux la raison pour laquelle ces ransformations donnent
de si bons résultats,

Dans les égalités (1) et (2), remplagons ¢ pard = sv ob £ = '\ ,',5", racing huitigme de I’unicé
ou racine quatriéme de {-1). Alors :
o 2in?
1—at
ct
- —_ -.'.-. i T d‘- _ 3 w d-u
(Nstr) = Jy Az =+ fy Aw
Puis, si nous divisons & présent (4) par = et remarquant que 1 = l\,_fz on ohtient pour (3) et (4) :
s 2l
ut =
1—ut

=

S o A= -0 f) 2

Autrement dit, en passant par les complexes, toutes les intégrales restent lemniscatiques, ¢’est-
A-dive avec le radical /] — 7% La composition de {7) et (8) redonne alors bien les relations
(5 er (6) puisque (1 — ){1 + ¢} = 2. Mais cela suppose 1a mise en place d'une théosie des
intégrales complexes®,

4 Le théoréme d’addition par Euler (1753)

Chargé d’examiner les travaux de Fagnano qui postulait powr étre membre de 1’ Académie
de Berlin, Euler les expose avec quelques compléments de son propre fait. Restons dans I
aalogie avec les fonctions circulaires. Nous avons :

f toodr 5 / ¥ du

o \—"1—1“2_ ¢ v1—u?
lorsque

(P = 2uy'l — u?,

relation qui provient de sin{2xz) = 2sinz. cos z, lorsque 'on pose o - sinx et ¥ = gini2r).
Celle-ci est elle-méme un cas particulier de la relation sinfx + i) — sinx. cos y +sin . cos & et
se traduit sur les fonctions réciprogques par

[ [
o vl —1t# pov1l— g 1 —¢2

(100 = uv'l — v+ oyl — %,

lorsque

*of. C.1L. SIEGEL, Topicy in complex fumction theory, p. §-11,
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Buler se pose la quesiion d’un théoreme analogue pour
i u af N - N o
Mk A+l 7=l 7

La relation (10} s’obtient & partr de (9) par une sorie de dédoublement de = en u et v, La méme
démarche par dédoublement de v et v dans (6) lui fait trouver :

10 e T o8y T—u?

(12) = =05

pour gue {11} soit vérifide.

5§ Fonction sinus lemniscatique®

Soit a la fonction : & — alw) = »"%f

donnant la longueur de 1'arc OWB’ sur la lem-
niscate, pour une distance OM — x donnge, En fait nous considérerons les variables dans
leur généralité (donc affectée d’un signe), Posons la longueur du quarl de lemniscate soit
w(l) = 2 = 1,31 La fonction o est continve, impaire, strictement croissante de [~ 1; +1]
sur [—%, +-§-] ce qui permet de définir la fonction réciprogue  continue, impaire, strictsment
croissanie, de [—-%; +§] sur [-1;4+1]. En remarquant que le changement formel u — —if

dans i s = [y A% donne la relation afiz) = afz), ABKL définit © également sur'®
[— Al —‘?*} en posant ¢ (der) = éz{a) ot introduit par aillewrs les fonctions f et #° définies par
Hay = 1T —?

place les formules d addition : pour v = wia) et v = w(F) :

{4+ ) = : T ;
plats) L1 ) ) v )
Fioo— ) Fle)F(8) — plado( @) F () F(8) V1 =1 —oF — T+ 081+ o2 (0
o — = = = I }
T Lt () (9) 1 4 u?u ’
Flo s 8 = FlalF(0) A wladpl B3 lal f(3) VT4 02T 47 4 uwvT — w1 )
la+f)= L+ 73 (8) - [Tt '
Ces relations pennettent de définir la fonction o sur le cané [—2;+%| x [~ =] par
oot iff) - wla) f{;ﬁ')Fr;ﬂ)j fegqj,s;y,f(a-}f'(aj: _u/l—vt4 21 V1= 2
) 1 — ¥ a5} 1 — w2y
avec u = ()¢ (i8) = dp(5) = iv, sauf pour @ - FZ et f = =5 clest-b-dire nv = =1.
D’autre part on a également f(:3) = #(f) et FGS) = F(51
6 Périodes
Comume f(Z) = F(*F) = 0, la fonction  n’est pas définie pour wv = F1, ¢’cst-a-dire

—_—

pour FZ (1 F i}. Par contre on obtient o{n + =) = \f:

ot = @i~ + T} parles relations (1),
Ce quidonne : oo + a) = p(—o) = —iz{a) et w(2w + o) = o).

*Tenne ulilisé par Gauss duns des papiecs qu'il a laissés & sa mart : Ganss Nachlass, Werke 11T p. 404. Nous :
w'utiliserons pas ce terme dans Ja suite, ni d’ailleurs les notations de (Gauss. Nous suivrons au plus prés les t
notations et les idées d° ABEL.

B¢’ ee)-g-dire les nombres inaginaires purs de la forme iz oh © appactient & [-5:17] [

HAREL les démontre par différentiation. |
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La fonction y ainsi prolongée au moven des relations {1} est périodigue de période 2. On

met de méme en évidence la période imaginaire 2iz et plus généralement

Figure 7

les pétiodes 2{mw + inm), (m, =) € Z2 (Voir Figure 7). L outil principal de la division de la
lemniscale est maintenant en place.

N.B. Les points blancs sont ceux ob la fonction ¢ est nulle; les points noirs ceux ol elle n'est pas
délmie. Insistons par aillenes sur le fait que ABEL ne fait aucune figure de ce type. Al moment
ol il éerit ce texte, la représentation géométrique des nombres complexes est loin d’étre acquise,
et ABEL, en tout cas ne l'évoque jamajs'2,

7 Bissection d’un arc de lemniscate

Soie_nt or =,3 = Fiv = w = w(2); alors par les relations (1) ct en posant z = wl2)
¥y — f(3)iz = F(%) nous avons

. 1— 2% — it L Lt2r?— g
fis) = 2 T = &
I+ 142

1Yol Von tire
£ Fls)=1  1—fls)
Flsh+1 7 1+ Fiy)

BCL Dnages, imaginaires, imaginations, une perspective historique pour 1'introduction des nombrey camplexes,
par la Commiission Tnter-TIren: o' histaire ef d'épistémologie des mathématiques. Ellipses 1998,
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etcomme 32 =1 — 32 etz? = 1 { 2® onaaussi:

s P4 J(9)
14+ Fl&)

et

1+ f{s)

En particulier pour s = ¥, le quart de lemniscate est partage en deux. Dans ce cas @ f{s) = {,
Fis) = v2done v = /2 - 1. Cette longueur cst constructible 2 la régle et au compas, de
la maniére suivante (Figure 9) : la lemmiscate étant inscrite dans le cuiré d'axes de symétrie
(BOAYet (CFOD), wacer arc de cercle de centre 12 et de rayon 80 ~ +/2, qui conpe ((2.4) en
E. La perpendiculaire en ' & {OA) coupe le cercle de diamétre [(2A] en £, OF est 1a longueur
42 — 1 cherchée.

(Rappelons que OA = 1).

1Y une maniére plus geénérale, pour s fixé, I’arc moiti€, 4’ origine O est obtenu en construisant

i {1 1- s
Ve TV TERG

avec Fis) = 1+ 3s)ctf(s) = ﬂ: w2 s).
Remargque

Cefte construction suppose la lemniscate tracée et coupée par le cercle de centre O et de rayon
V2 — 1. Mais il est clair (ue le point d’intersection est constructlible indépendamment du
tracé mé&me dle la lenmuniscate puisque le paramétrage de celle-ci sous la forme

2x? = Pt
2% — i

N EERCIN ~ [avi-4
; ‘V —2 Ly = V
A titre d’application des formules de bissection, considérons la division par 4. Dans ce cas

—_—

PEY= V31— 2= V2

Daonc
3 \‘ﬁ -1 1— \,-"r? — \r'JE
[ i = s .
Vi—viil | 1-43
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Figure §

8 Trisection d’une demi lemniscate
En appliquant (1) & & -~ 2¢ et 7 = 5 on obtient ;

uld —oul — o™y
olig) = o O TV
e = e

avee ¥ = (2], Prenant 3s — o, on obtient 1 = (s = of 7 ) comune racine de |"équation (3) :

¥ But—3 = (0, soity = +2/3 — 3, constructible conume suit {Figure 10} : le cercle de centre
& de rayon SP = U coupe {34} en 7 tel que A = 2 — +/3:2v/3 - 3 = G'H cst la havteur
d’un triangle €quilatéral de demi base AG. 1 est alors facile de construire successivement Tes
i o - 4 L= . .
longueurs OF = /243 - 3 puis . — +/2v/3 ~ 3 = (7. Remarquons que les huit solulions
de I"équation (3) correspondent aux huit valenrs de [%{1 + 2 | 2’:’71}] détermindes par les
solutions de 3s = w + 2e{m —in}) metnentiers : 0 = m < 20 < 7 = 2; le couple (1,0)
correspondant 4 la solution u = O étant laissé de cditg, done

{rnen) € [0, 10 (0,20 (0,03 {1, 1y{1,20; 2,00, (2, 1): (2, 2)].
Neus laissons au lecteur le sotn de calculer (£} pour la division de la demi leruniscate en stx.
Indication :

b= p(3s1=1, (avec s = %i
= w3 -6ut—uh) =18t -0

= f(u+1)t* -2 ~2P=0avec | =u | i
T
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(Réponse : (2} =1 [ﬁ +1~ \;’Zxﬁ] }. On peut aussi réaliser la bissection de s == % par

la. méthode du § 8, qui donne

1

[
p— 4
. JJNER 3
R
e -
o . R
/’I 4 T ~ \'\
i - e 5 H
// Vs P A TN TS \\
- N, .~ -

Figure 9

9 Division de la lemniscate en N parties égales

Les relations (1) nous montrent facilement que oikd), fkd), F{kd) sonl, pour k entier,
des fractions rationnelles cnx = o(d), y = fld), z = F{d}, avec en plus les relations
¥ =1— %22 =1+ 2" Onaen effet les formules de récurrence suivantes :

2ip(nd) f(dVF{d)

e+ 1)d] T o ndye(d)

—l{n — 1}d] +

2 findyf(d)

e L] = —=flln -1+ ——————
Jr'.{n‘ + )I{] JFIL‘” ){] + 1+ :I.’)ZI\I'I-{E_]@Z[OU

i

= Fl(n - 1)) +

2F{nd)F(d)

| Flin+1)d 1+ 2 (ndys(d)
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2rya,

Pour les premiéres valeurs de noon a de cetle fagon @ p(2d} — 745,

z(3 - 62! — 2%y
14+ 61 — 3z®
1-5x% — 328+ 412

widdy — days 13,
Pud) T + 20x* — 26p% — 21 4 pld

(5 = 227 + 22%)(1 — 122" — 262" + 52212 4 218}

(54 _
#i3d) T1— 27% = 525)(1 — B2z — 262° — 12512+ 219)

Appliquons la relation (2) au cas ol o = md et 3 = ud, avec m et i entiers naturels tels
que 1t -+ g soil impair. On calealera alors [{ne + wild} par les formules (1) qui donnerons
une expression de ta fomme ¥ ({z*) oi ¥ est une fonction rationnelle, En changeant o en id,
w(d) deviendra @(id) = ip(d) = iv et o[(m + p)id] = ig[(m + widd = izP(~z%) donc
w|(m + pi)d] = r¥(—z%). Par conséquent ¥{z%) = W(—x?) = T{x*} ol T est une fonction
ralionnelle de z. Le lecteur pourra par cxemple vérificr gue ;

a? = 2 41 - 61 4 %)

wl{d4+)d] = T

)

i “; par Je facteur commun 1 — {1 + 22zt
Venons en alors 4 la division par . Comme le cas de la division par deux a déja ét€ traité,
on peat  supposer dans 1a suite que V¥V est impair. De plus, lorsque ¥ est premier de la
forme N = 4n + 1, on sait que ¥ sc décompose en somme de deux canés @ N — o + 4 —
(e + i3 — 7). Comme N cst impaiy, il en est de méme de o + F, de sorte que :

qui se simplifie en i SFfsE

T \
¢lla+1i8)d = r5 (5)

i g . némes e o4 : - ; -
o T et 5 sont des polyndmes en 2% En prenant 4 = —&- le premier membre de (5) est nuj, et

par conséquent ¢ = (ﬁ) sera une racine de I'équation : 1° — (. ABLL démontre que cette

équation est en fait de degré 4n = a® + 3% — 1, que ses racines sont les nombres ¢ (_ﬁt‘f’ ﬁ) ,
avec 1 < &k < 2rr et qu'elle est 1ésoluble par les iwémes méthodes que GAUSS a mises en place
pour la division du cercle. En particulier si ¥ = dn+1 est de la forme 1+ 2%, alors 'expression
de i ( Ziﬁ'i') ne contient que des racines carées el done est constructible ala régle et an compas.
Voyaons en Uillustration avec lecas N = 5= 2%+ 1,

Ies égalités (4} nous fournissent les valeurs de « ;‘—f;) pour 1 < k& < 4 comme racines de
Péquation 1 — 2 — z* = 0, ¢'est-a-dire comme racines guatrigmes de 1 — 27, L'une de celle-ci
g'écrit

Vi T o e e 1,
= [\; 2V + 2vE+ 2 -\ 295 + 2V + 2} = 5lu— ).

,(W)__(W_l_’ﬂ\_(d’«?_ do
[ A 2—-;:)‘@? AT s

Alors :

e e -




Par les formules (1) avec o = Thetfi— F ona:

! = E— ! £ = =
(‘w) - \;’2\4"51‘— VayE+ 72— \’,3‘2\7"5 b4 245+ 2
¥ 5'_\/5-‘1-1“ Wva k1 !
et de méme ;
{
<2w) u—y 1V2\ B4+ ey +2+\a2\/5—|—w’2\/7+
AT )T E T VB 1

Remarque. L'équation T = 0 comespondant 4 ¢{z} = 0, donne le partage de la demi lem-
niscate en cing parties égales. Mais lorsqu'on a ce partage 13, on a immédiaternent aussi fe
partage de la lemniscate entiéze, en prenant un point sur deux. Cependant le cas V' = 5 est trop
immédiat au niveau de la résolution de 1'équation T = 0 pour manifester toute Ia puissance de
I'outil algébrique mis en place par ABLL. Voyons celle-ci & 'ceuvre dans le cas & = 17,

10 Partage de la lemniscate en dix-sept parties égales

I s"agit de déterminer les valeurs de \F( = ) 1=k <16 Or 2?”3" = k_w + fﬂa de sotte

qu'it suffit de caleuler les i (£2-) qui, combinés avec leurs conjugués, donnemm les o {27},

Définissens g par la relation

wis] = 2(dis) = ip(ds) &= s = Ldis + 2w + fp), (6)
D A4in]

ou s — =Homis (A 2wl A A dy') prés). Mais 'ensemible des valewrs s, = Eﬁ coincide avec

I'ensemble des solutions de I'équation (6). En cffet, cette dernidre a pour solutions les nombres
S = T (A + d), mais on peul toujours trouver &, A et . de telle fagon que

oo ko
—ap) = @ | 2w{d ).

k44 —au
AN + 2

{modulo 7). Par exemple

4
11 suffit de vérifier les égalités {

b

T (34 5) = 2 L9t 44)
? ] = Tl
L1 4 T iv 4 s

. T
De méme avee ;804 + i),

Il y a 32 valeurs du type s, = l‘;’:‘h; 1<k < 16, Mais 4 cause de (6) on a

2oy e 2y - .2
wisk) = =0 (a}t — i) = — {517_a)
pour £ =1;2; 3; 6. T 0’y a par conséquent que huit valcurs distinctes de *(s). Cherchons en
I'équation qui les admet comme racines.

Sile) = walors

1 du® ( -t 4i2®(25)(1 — £*(28))
S = A RIS I S N L
Vi {2‘*) 4}9 P {45’] [1 ,-4 ZH)]

T 14wt ' 1+
Ypgur & = 6 on prendra bien évidemment Pindice modulo 17, douc 34 — 4k = 10,
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La relation z#(4s) = —2%(s) donne alors :
e 16421 — w?){1 + v*)® — 16ui{l — ud)‘](l + uty? _o
o (14 u¥¥ + 16ut(l — wt)22 '
§0it, en posant u* = z:
2% 4+ 2427 + 52425 — 14002% + 88627 — 40827 + T4Bx? — 1z - 17 - 0. €D

Cette équation se décompose, comme on le vérifiera également un peu plus bas, en les deux
suivantes A coefficlents et racines conjugudes :

2t (12 = 200 + (=10 4+ 28i)a + (20— 12)x + 1+ 4 = O (8)
- (124 200027 + (10 — 2802 + (=204 128)x 4 1~ 4i = 0 (9)
Soit donc iy = "(s) I'unc des racines de l’équalion (7). Alors wy = p*{2s) est aussi une
racine {car s est un nombie de la forme ‘k’_“'
Or ) )
2(25) 42281 ~ 2 (5))
B
et
oo o A?(23)(1 — (2s)) 5. -
Eile) = St L A
wlds) T+ A L)
DYou: ] ) )
22s) Al —m) 1+ )
ey (1+m)? 41 - x2)
et , . , .
2(4)23(28) 4zl - ) dipgll — a2}
2812525 — = - iy
o (s)"(2s) (1—21)° (1+ 21
En posant @; 1 @z = y et x1.0p = 2, on obtient ¥ et & par élimination de z entre les deux
équations !

Bll-y )~ 1+y+2)y =
y— 0z — gz —24° = 0

qui nous donne
-y 2Ty —3d
’ 3y + 42

et 7t + 2dy® 4 488" — 1632y + 1360 = 0, laquelle se décompose en

1

I
= o

W (12 200y | (=28 +240) =
B+ (12 + 206)y — {28 — 24)

En posant v = \_f"
valeurs suivantes ;

Yy = —64+10i+6ir e = —6+ 10— Bir
wo = —6-- L0i—6ir; v = —6— 104+ 667,
241

| .‘ N




oll 7 est le conjugué de .
Les valeurs correspondantes de z sont

{ o= 94N (4= z v 942~ (42

73 = G-+ {d+ 27 = 9—2i+ (44 27

Les deux équations =* — yyr + 2; = Oet 2% — o + 25 = 0 donnent par leur produil :
2 =y )z’ + (e S 2~ )8 — (et Yar )+ 7175 = O,
soit fustement 1’ équation

(12— 2002° + (=104 28052 + (20 — 1200 + L+ 4i = 0, (10)

Les racines de cette derniére sont done données par

it

U1 f ]

",'l:,— =+ 1'!,-" —4* —
i vy

v ui )

TOE YT

. T - - . . o - . -
mais & —z = —34—68i+ (34— 168 — [3d =16+ {—184+dikr e = L- L+ i+ (1+207]r.
De sorte que, en désignant par  une racine quatrigme de 1 - 44 ¢

S — r

U T _— [y [ p——
=, VY 2VIT #2617 4 240y 2977 — y2vI7 + 2|

les racines de |’ équation (10) sont alors données par

®p 7 =3k B4 S+ =1+ di b (L + 26)r]
ry = =34 543 — p[-1+4i+ (1 + 2i)r]
Fpo= =3+ 5= Bir+ip[-14 4 — (1 + 2)r]
Zy 7 =84 B~ 3oy —ip[—1 4 4 - {14+ 200

et celles de I'éguation (9 par leur conjugucdes. I reste maiontenant & déterminer les expressions
des & (¥} a partir de la formule

wy't — vi + Uyl — pd

wlot )= 1+ u?e?

b

avec u = ¢ ({5-) et v = o ({£=.}; donc si  est I'une quelconque des racines de (10) et 7 sa

conjuguée, alors

. (2#;{:1) VNI YE T — 2

i )T 1472 ‘
Ces expressions n'ont évidemment qu'un intérét wut théorique. Elles ont été calculées par
L. KIEPERT dans le Journal de Crelle, lome LXXV, en 1873, Anri. lui-méme n’a jamais publig
de caleu] effectif pour le partage de la lemniscate, se contentant d'énoncer sa possibilitg, et
donnant la méthode générale. Celle-ci est un peu différente de celle de KIEPERT et généralise la
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méthode que GAUSS avait développde pour la division du cercle, en s'appuyvant sur ses propres
recherches concernant la résolution des égnations algébriques et développées dans le mémoire
Sur une classe particudiore d'dquations résolubles algébriguement'.

Exercice 1. Montrer que la division de la lemmniscate en 13 parties égales se rameéne a la résolu-
tien de deux équations du troisiéme degré

= (Mt 4 (T4l + 3 F 2% =0,

Exercice 2. La division du cercle (équation polaire 7 = cos #) améne a travailler sur I'intégrale

_{09’ % et sa fonction rtéciproque. La division de la lemniscate (éguation polaire r® =
W

cos 26) conduit & travailler sur Pintégrale [ - JELF et sa fonction réciproque.  De méme la
division du frifolium d’équation polaire ¥ = cas3f (Fig. 10) nous conduil & Uiniégrale J =

Es dt - N ) . - e R : HE P N . e
_fo ——. Développer une théorie sur le modele de ia lenniscatommie qui fraite de la division de

ce trifolium en N partics égales. On pouna remarquet que le changement @ = L raméne [ a

une intégrale du rvpe f{:w 7—5;‘{_=1, c'est-a-dire une intégrale elliptique.

Figure 10
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ANNEXE A L’ATELIER : ABEL ET LA LEMNISCATE

Jean-Piene FRIEDELMEYER

IREM DE STRASBOURG

Le voyage 4’ Abel en Europe, vécu & travers sa correspondance.

Niels Heneik Abel est né le 5 aofit 1802 dans Finnd, petite fle Je 1a cfte sud-ouest de la Norvége, Son pére, pasteur,
$tait un homme distingod, actif comume représentant £lu aux deux premiers parlements de Norvége. Sa mére était
joude pour son exceptionnelle beautd, bonne vivart:, mais wds Wt portde sur abus d'atevol. Niels Henrik éait
Te second d'une famille de siz enfants @ cing gargoms ot une Blle. Leor enfance se sime dans la périods Ta plos
critique de 1'histoire de 1a Norvage, Celle-ui avait & ce moment 1h son destin 1€ & celul du Danemnark, ¢e qui
I'entraima dams les guerres napoléonicnnes anx cites de la France, subissant ainsi le blocage de ses cites par la
lntte beitammique, Duorand la guerre, wn mouvetnent natienaliste se développa. dont 'un des premicts soucis éraie
le ravitaillament du pays, mals qui fut aussi i Uoriging de la création de 1 Université de Christianga {anjourd i
Oslo) griice i une souscription naticnale. L' épisode napoléonien tirant & sa fin au moment oit 1a famille régnante en
Sudde s'éteignail, le gouvemweinenl y choisitun des généranx de Napoléon pour assursr la succession | le maréchal
Bemadotte qui, en bon émule de son empereut, envabit aussitdl e Danenark. Celul-ci dut céder Ia Norvége 4 son
victorieus adversaire suédois, mais 1'élection rapide d'uie assemntlée vatiouale, le Stovting, penuil de limiter la
sujéidon : le woi de Sudde ocoupera le rdne de Morvége, mais en Tul accerdant on gowermemend auonome. 1.e
pére d' Abel avait 6 élu représentant au Srorting el ¥ joua un rdle non négligeable pour garantir 1a liberté par un
cerlain nombre & articles inscrits dans la Constiution d”Eidsvall, reconnue par Bemadotte.

Crest dans ce coniexte difficile et agité que Abel passa son enfunce il Gijerrestad 1a nouvelle paroisse de son
pere; celui-ci ui donna la premisre éducation, avant de Uenvoyer, en 1815 I Eeole cathédiale de Christiania.
Depuiz I'ouvermire de 'Université, en 1811, cotte deole drait assez médiocre, ses meilleurs professeurs 1yt
quitté powr 1 Université. Leurs remplacants éiaient moins qualifiés, souvent abrutis par Ialcocl. Le professeur de
mathématiques dut méme donner sa deéinission aprés avolr copné ma de ses €léves tellement fort qu’il en mount.
A sa place fut nowuné un jeune horune, ancien éléve de I'Heole, qui n’avait que seplans de plus qu’ Abel mais
qui restera dans I'histire comine celui qui a su éveiller le génie d' Abel: Berndr Michael Holimboe, Sans élre
Tui-méme un mathématicien dz grand lalen, il était cependant un excellent pédagogue, passionné de liérature et
de musique, s'atachait i rendre son enseignement atirayuit el issanl ses €leves travaifler selon lewr rythme.
Vaict comment Ini-méme évoque son role dans 1a formation mathématique gu’il procura b son éleve, durant ses
premidres années

“§i e S'artira avcine amention parviculidre, jusqu’a ce gi'en 1818, dpoque dlerit date ma nomination de professeur
de mathématiques & ladite école, on accorda awx disciples quelgues hewres exprés pour les exevcer 4 résoudre des
vroblémes algébrigues ou géométrigues. Ce fut alors que le ralent d'Abel se développa dune mantére éclatane, I
Saliuwt bientdt i réserver des problémes tout-expres, Depnis ce temps i se voug aux mathidmatiques avec ardeun
af y it des progrés énormes. el avec une ramiditd qui wappartient qu’au génte. Ayant rapidentens pasyé le cotirs
Sidmentulre, je lui donnas, swr sa demande, des legans en particulier sur le calowl brfinitérimal. Apréy I'auoir tnitié
dans bew dliéments de cetie science, je parcourus avec Ll introduction et fes institwtions du calowd différentiel et
intdgral d'Euler Dés-lors I comptenga 6 marcher senl I étudia les ownvrages de Lacroix, Francoewr, Poissun,
CFaiess ot surtout ceux de Lapronge, of fF déjd lni-méme quelgues essais”

Lotsqu'en automne 1821 Abel entre 3 1'Université de Christiania il connaft I'essentizl des mathérmatines de
son temps et 1es problemes que celles-ci posent aux mathématiciens o’ alors. Encouragé par Holmboe mads sans
ressoarces depuis 1a mort de son pére en 1320, il obtient une place gratuite au dortoir de I'Universitg, et quelques
professeurs se sont méme concerlés pour lui fournic, 4 leurs frais, e subvention, afin de “preéserver ce rare

245




ttlenty powr les sciences. wlent dautant pluy digne d artention qu'il s'accompagne de persévérance ef de bonna
conduite,” L' Université n’avait rien i lul apprendre en mathématiques, mais favorisait le développement de ses
propres recherches, quelque [ois gu déiriment des autres cowrs, La tradition rapparte quiun jour, pendant la legon
d'un certain prolesseur Sverdrup, il se Ieva brusquement, au grand étonnement de 1'auditaire, 8l se précipita vers
la porte en criant “Jeg far ded” (e 10 tiens”, sous entendu ; la solution)

Les professaors de T'wikversité de Christiania o éudiait Abel avaient bien compris que les capacilés extrardi-
naires de celui-ci avaient besoin < ue stimulation qu'cux-mémes étaicnt incapables de Tul donner. Aussi deux
dentre eux, Hansteen et Rasmusen éerivirent aw Conseil de université afin qu'll finanee un voyage B I'étranger

"Nowey cansidérons qu'il et de notre devolv de recommander ce jenne homme, dont la moratité est au dessus de
foul soupean, pour wte arde qitd il permette de continuer & cultiver une science it bien pew, & son dge, ont fuir des
progrex anssi repavguables que cenx dont il a donné des prenves. Le Conseil yait qu il me possdde rien, e que o'est
dany des conditions trés précaires, ef uhiguement grice aux souveriptions mensueles de quelgues uns, qu'il a pi
vivie depuis son entrée o I'Université. Maintenant il {1 faut une aide pluy importante, afin qu'if puisse acqueriv i
soar pays Fhonnenr gue ses dons et ses progrés paemettent &' espérer d'un tel sevane. Nows estimons gus'uh sefour
a i'drranger dans les villes ofl se trouvent lex muthdmaricions les plus éminents contribuera de la maniere o s
hewreuse & son éducation scieniifigie. A Puris, il rowvera probabiement {'occasion de firire insérer son travail
sur Vintégration dans les Mémoires de Ulnstitus, et nous croyons gue ce sera le moven le plus rapide de fe fuire
connaitre.”

Apris quelques tergiversations, Abel obtient une bovrse de 600 thalers pour un an da vOyage, e méme lemps que
trois autres camarades et amis de I'universitd : Christian Peter Bosck pour visiter les écoles vétdrimires afin de
prendre 1a direction d'une telle eole créde par le Storting sous 1'impulsion du pére d'Abel; les deux aulres, Nicolas
Benjamin Voller et Niels (Mlo Tank tous deux géologues, qui devaient Faire des mesures du champ magnétique
terrestee pactout o ils se rendratent, ot communiquer les résultats au professeur Hansteen, Abel avail da CAvOVer
un itindraire Jétaillé de son voyage lequel devait se limiter & deux destingtions © Gottingen POUT ¥ IRLCOTITEr
Gauss; Paris qui représentait 4 ce moment 13 le pole ke plus impoctant de Lo recherche mathémaliyue avec Cauchy,
Legendre, Lacroix, Fourier, Poisson, Laplace,

Mlais Abel était teop dépendant de ses aris pour supporter I'idée de travailler senl 3 Paris, Boeck et Moller devaient
passer ot I'hiver & Berlin, il décida de les ¥ aceompagner prenant ainsi dés le départ de sérieuses libertés avec
Vitinéraire prévu. Ce fut sans aucun doute une des indtiatives les plus heoreuses e son caraciére indépendant put
prendie. ¢ar it ¥ rencontra Crelle,

Avec ses amis, i passa la plus grandz partie de Pliver, v menunt joyease vie au bal, au théibe, en fétes noctumes
au point de géner leur locataire du dessus au n™d Kuplergraber dans e voisinage de la Sprce. Un pour yue le tapage
devenait yraiment trop viclent, celui-ci demanda 3 la logeuse quelle espiee de gens pouvaient bien faire un bocan
pareil. “Des érediants danois™ Tui eépondit-elle, “Des danois, gue non! des curs msses ouil” répliqua-t-il forienx!
1 fooue dhiee, 3 la déchurge du locacatre ainsi dérangé qu'il était philosophe et s'appelait... Hegel t

Abel 4 Hansteen - Berlin (5 décerbre 1823)

Professeur Hansteen |

Faurals bien pu, &t j'anrals di, peur Brve, vaus écvire pluy 161, monsiewr le Professeur; mais fe déviraiy d'abard
prendre quelgues dispovitions afin d*éive en mesure de vous dive quel profit je tive ¢t je firevai de mon séfoue fol.
Vious cturer peut-étre étd surpris de ce que je sils vemn d'abond en Allemagne; je Ui fait, vn partie parce guil ge
ouve que 'y vis avec dey connaissances, et aussi paice que Fy suls moing expose & ne pax anpioyer ior femps le
wietes possible, puisque fe pewx gquitter UAlleinagne n’imporee quand powr aller & FParis, qui doit dtre pour mioi le
Yiew le plus importans. Iei & Berlin, Je n’ai pus trouvé grande yvessource deans les bibiiohéques publignes, car en ce
ik concerne les mathématiques, elles sont dtonnamment médiocres; il n'y a presque rien des travaux réeents, ¢f oe
gui 87y trowve et trés incomplet, Natre bibliothéque, si [ ose dire, est mieix pourvne. Fat 61 asver Reurews powr
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faire fa counaizsance de dewx mathématiciens distinguds o e consellier privé Crelle, et le prifessewr Divisen, V]
Schmddter m avair parlé du promicr cormme o 't homme excellens @ towy dgards, et lorsgue je suis arivé & Berlin,
e me suiy vendu cheg luf sans perdre de temps. Ce flet long, avant que je prisse Iul faire bien comprondre le but de
pur visite, ot le résuitar semblair devolr Erre lamenpable, lorsgue fe pris couvage & sa guestion suy ce gue flavais
déidt émdié en marhématiques. Quand Je fid e oité quelques travaux des mathematicleny les plus dminens, i
deving tout @ foir empressé, ef parut veaiinent enchanrd, I engagea ung longue comversation sur diverses questions
difficiles gui v dtaient pas encove résoliies, ef nows e vinmes a parler des équations de degré supérieur; lovsque
Je dui dis que ['avais déwmoierd Uimpossibilig de résoudre Uéguarion générale du Séme degré, I ne voulur pas fe
croire, et dit gu'il v ferait des shfections, Je luf ventis donte nn exemplaire; mais it dit g’ ne powvait comprendre
fa raison de plusiours de mes conclusions, Plusicwry autres s one dif L mérme chose, al entrepris une refonre de

ce fruvedl

I parle beascoup ouwisi du faible rivean des mathématigies en Allemapne. er dir gue les connaissancer de la
plupart des mathématicions se réduisaiont 4 un peu de géometriv, ¢! & quelque chose qu'lds appeluient Analyse,
mais qui n'éfit rign dauree que la théorle des combinaisons. Pourtarnt {f semblalt, & son avis, gu'wne période
plus hewrense pour les mathématigues allait commencer maintenant en Allomagne. Lorsque fo lul exprimai won
dtonmement gu’il 1 'existair pas el de Jownal de mathdmatioues, conme en France. i div quil avait eu depuis
fongrenges {intention & onreeprondre we paredd Jowrnal, e qul wallalt pas terder & Ie lancer Towr est prét main-
tenant, of flen suis trés enclanrés cav j'ai ainsi ou faire paraie rel ow tel de mes petits travaws. - fen gl défa
rédipd d, qul dolvent prendre place dans e premier fascioule, ef comme fe las af éovits en frangais, Crolle est asser
aimate powr lex trocuive. Mon pew de frungais im'ess alnsi blen witle, Crelle, au sufet de la forine de mes articles,
m'a gt qud sar aviz ils sanr ees clairs o1 ben ferits, en qut me foir grand plaisiy car flad fonfours crainf avaiv
de la peine & développer mes ifder & une maniére convenable. Mals H on'a consellid de m'Stendve davainage,

sirrout fok, en Allemague. I n'a qussi affert des honeraives powr mes articles. ee sur guol fe n'avals maeellement

pas comprd, aussi ai-je vefusé; pourtant §'al ere remarguer gu'il aredit préférd me voir aceopter: Ce méme Crelle
a auesi wine bibliothéque marliématique ton 4 falt vemarguabie, dont je me sers comme sf elle ftait & mol, ef qud
mest trés urile, car elle comrient toutes ley choses fes pluy nowvelles, qu'il a awssi vite gue possible, 1 a entre
aurres la vevie publide & Pavis saus la divecrion du baren de Ferruysar, le “Bulletin universel des scicnees el de
Tindusteie’, gui m’est d'une exrréme wiiied, car 'y trauve annoncds rous fes vres ef découvertes mathématiqies.
- Je suis invied chez Crelle une fois pour toutes le fundi soir. I v a chez Ll une sorte dassemblée, et Uon 8'y
acupe principalement de musigue, 6 guot mallieureusement je ne comprends pas grand chose. Je m'y amuse bien
fnt de e, cuwe Y Forcontre ioufours guelques feunes mathdnaticiens aveo giud jo caurve. Cela pr'exgree qussi é
Hallemond. ce dony §'al grasd besoin, er oo qui ne v gudre blen Cheg Crelle iy avad! gussd siygaciravant wie rél-
infan hebdomeadalve de mathématiciens, mals if g 668 obligé de les mterrompre, parcequ’il ¥ avait i nonvnd Qhm
avec gl personme ne powvair s'entendre & cause de von effrovable arvopance. Cest veadment e chose pemibie
an'wn seul homute se mette ainst en ravers, grand 1 5'agit de science. Cest exrracrdinaive & quel point les jetmes
marhématicivns, ol 4 Bevlin, ot & oo gue fentends dive, partour o Allemapne, portent Ganrss aux whes, ponr ainsi
e, H est pour enx la substance de toure perfoction muthématique, mals, 8711 est er efied certainement un grand
génie, il est towr aussi si gn'il rédize mal, Crelle dit que tout Gauss écrit est une horvews, car Cest tellement
obseur qu'il nles! presgue pay possible de e comprendre. - Gauss travaifle maintenanr & un grand gnvrage sir
Pastironape physique, dort ey froix premitees parfies sonf prétes § fogiriner (& ce que me dit wn de ses éldves
gui est fol, a Berling. fl 8'v trouvera beaucoup de choves nouvelles. - Larsgue j'éfols § Hamboury, Cal rendu
visite an Prafessewr Schumacher, qui nt'a vegu avee bequeoip d'empressement, mais il ne se portair puy blen @ ce
ntennent Ja. Jy at fair aussl connaissance avec T Clausen, qui a certainentent dex oispasitions remorguables pour
fes marhématiques; 1nats, autant que 'en af pu jugen, @ 1w’ avelt pas énidié bequcoup. Le Professeur Encke, qui est
merinienant nowing il & UAcadémie de Berlin, dtait aussl alors, & Hambourg, maly fe ne Iaf pas vo IT est Dizaree

1Grauel en allemnand, dans le texte.
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gu'il vy adt fef, & Berlin, aucune chaire d'astranomie, Encke ne downera pas de legons.

Je vois que je vals passer tont {'liiver & Berlin, et fe n'al pas encove blen décidé Uépogue & luguelle fe partivai, A
catese de Crelle ar du Jouranl, je resterals valonticrs icl aussi longtemps gue possible, of d'apvrds ce que [entends
dire, i #'y a qucnn antre eadroit on Alloinagne qui me sev plus profitable. Gatfingen @, i ext veai, une bunne
biblicthique, mals o est towr; cor Gauss v est be senl gui sache guelgue chose, el i esr absolument inabordeahle
Pourtant, je dois aller 3 Gittingen, blen enaendy. Ensomune, fe voudrais viviter le plux duniveritds que jo poneree,

car fe dals powvotr Féooiter un pew duns chacune. -

Je veney prie, smovionr le Frofeseenn de saluer fe professenr Rasmusen of B Holmboe, er de dive & celuli-cl que je
ful forivai Bientér une langue lettre mathémarique.

Je souhalre de tout mon coewr que vous vous portiez bien. et fe vous prie de comtinuer & me miiter avec lo bonté
que vORS 1 'aver consiunment intoignée. Je m'efforceral de m'en rendre aussi digne que possible.
Respecateusament.

N Abel

Abel i Hansteen - Dresde 20 mars 1826

Tris nnevd mennieur fe Profissewr, Je vouy remercie vivemeny, monsicur le Professeur, de vas salwiations amicales
dans la letire de Boeck, Vrealmenr f'ovais peur de pt8me exprime dons ma dernidre detire d'tne maniére un pei
singuliérve, et peur-fure Vai-fe fait. En géndral 1 faur que fe vous prie de passer avec moi sur bien des choses,
surtont eit ce qui regarde la forine. - Vous wt'avez complérement rassird poir ce quf est de mon avenir. ef vous
mmver par 13 rendu wn vl service, car Covals quelgues crabiies, bop, peur-dtre. - Féprowve une joic infinic
de ventrer ali pays. ef de poavolr dre en mesure de travailler ranguilloment, Fespére gue tons lea bisw, je ne
manguerat pos de sujets o ol plusieurs anndes, of i mm’en viendra encore pendunt It voyage car fustement il me
pasye en ce moment beceoup d'iddes par la thre. La mathdmarigne puve dans son sens le plus strict doir e 4
avenir mon étude exclusive. Je vewr m'appliquer de foutes mes forces & apporter un peu plus de clareé dans la
prodigieuse obscurité gie Lon trouve incontestablement aigonvd i duns Uanalyse. Elle mangue 4 tel point de
plan et d’ensemble, g il est veaiment tout & falt merveilleux quelle puisse dtre étudide par tant de gens, et le pis est
qu'elle n'est pas du tont traitée avee rigueur, J R’y a gue trés peu de propositions, dans Uanulyse supéricnre, qui
soient démontrdes avec wie riguenr décisive. Partout on frowve la malkeurewse manidve de conclure de portiondier
au gendral, o8 i esf réy singulier quavee une pareille méthode, i ne ve trouve inaiprd tow gue peu de ce gr'on
appelle paradexes. N est veadment frés inrdressant o en rechercher la ralson. - A mon avis cela grovient de ce gque
les fonctions dont Vanalyse s'est occupde fisgn'vl peavens, lo plupare, &ve exprimées au moyen de puissances.
Auwgsirdt que d'aires inerviennent, ce gud, if est veal, n'arvive pos souveny, alors g ne va plus, et de conelusions
fausses découlenr une foule de propositions incorrectes qui 3'enchainenr. - S'en af examiné plusicurs, et j'al été
asser hewretx pour [ox tiver au claiv [la plupart]. Pourve quon emplole une méthode péndrale, oo va encore; mis
J'ai dii éeve extrémenent circonspect, car les propositions une fols admises sans démonstration rigoureise {e'est &
dire, sans démonstration) se yont si fortement enracindes en nioi, que fe Swis @ chague iNsIant exposé d ' en seriiy

- Jlai vraiment

sans v reparder de plus prds. Ces menes travaws figurerons daes le Jouraal publié par Crelle,
Juit en cof homme une connaisiance wour-a-fait cxvellente, of je ne puls assez lower mon heureuse Sioile gui m'a
canduit & Berlin, Kn vérieé, je yuis au fond un horme chancenx, Iy a peu de gens, il est vead, qui 8" intdressent &
riot, mais cenx-Ia me sont infinfenrent préciews, parcequ’lly m'ont Memoignd wne s exeedme bomé, Powrvn que je
réponde en guelgue mesure aux expérancer qu'ils ont en mol; car ce doit ftve dur de voly I peine gl'on se donne
en foveur de guelquun perdue. - R fawr que je vous raconre une affre gue m'a faire Crelle avans mon départ de
Berlin, H voulait absolument e pevsunder de vester & Berlin pour toufours, et me décrivait les avantages que
Fen powrvaiy avoir 8 je vewdats, i m'offrait la direction du Journal, qui véussit bien, méme péeunialvement. It
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semblait vealinent que cela fid ting & coew, mais naurellement je refissal. Copendant pe duv exprimer non refus
s wie foreme voilde, disant que je fe ferais st je ne trouvais pas de quol vivre danx mon pays (ce que fe ferais
en effet). Conme conctusion, & dit gu'd renowelierait son offre n'importe quand je voudrais, Je ne penx nier
que cela m'a Beawcoup fand, mals 1'dais-ce pas aussi blen joili 7 Je dus aw maoins bei prometive une chose trds
formeilement, savoin de reveniv & Berdin avane Ia fin de nion vovage & Udtranger, wt fe ne peix retiver dy veste e
pius grand prafit. Il m'a donné en effet promesse fout-d-falt stive de me procurer wi éditeir POHF HES RIéncires
pius &rendus, er méme, croiriez vous 7 avee des onoraires imporiants. Nows avons d'abord examing entre nows si
nous publierons enzentble de temps en tepups une suite de traveu deendus, ef cela devait commencer fout de suive;
mais dprés yn plus miiv examen, ef aprés consuliation avee un libraire & gui Dédition fur offerte, on considéra
conune le mieux d'attendre jusgu'é ce que e Journal ft lowt-d-fiit loncd. Quand Je reviendral & Devlin, jespive
que nowre plan pourra se réaliser. N'est-ce pus mugntifique ¥ et wal-je pas raison de me féliciter & 8tre venu &
Berlin 7 I est vrai que e n'ai Hen appris des ausres pendans mon séfour;, mais je w'ai pas non plus considéré cela
comne le but viriuble de mon voyage. Les relations doivent éure Uaffaive principale en vue do Paveniv? West ce
pras volre avis P (L)

Vous dorivez dans vortre letive & Boeck, que vous vaus demandez ce que je vewx faire & Leipzip ef aux bovds du Rhin,
mals faimerais saveir ce que vous direz si je vous raconte maimtenant que je vais aller 4 Vienne ot en Suisse ?

Favais & 'abird pensé aller divectement de Berlin & Paris, ce que j°

s vads faive en compagnie de Crelle, nuaiv i o
e des empéchements, of f'aurals done voyagé sewl. O je suis airxi fait que fe ne supporte pas du tos, ou du moins
trés difficilement, détre yenl. Jo deviens alors tout teivte, et e je suis pas alors dans la meillenre disposition poir
faive quelque chose, Je me suls donc dit que le micnx était de partiv avec Boeck ete. pour Vienne, et je pewr ausyi
Justifier cela, ce me semble, puisip’d Vienne il v a Literow. Burg & d'awves. Ce sont vainent des muthémariciens
distinguds, el & cela s'ajoute que fe ne voyugeral gudre gitune fois dans ma vie, Feur-on me reprocher de désiver
skl voir grelque chose de ta vie e des manigres du sud. Je peux aussi travailier asvez bien pendant oo vayage.
Uine fois & Viewne, pour aller & Paris, la ligne droite fraverse presque ta Suisse. Pourgual n'en verrais-je pas aussi
quetque chose 7 Pardieu | Je ne sieis pourtant pas tout-d-fuit desud du yeny des beawsés de la nature, Le voyage
eittier me fera arriver @ Paris deux mols plus 1ard, et cela n'u pay d'importance. Je rattraperal bien celn. Ne
croyer vous pas qu'wn tel vovage me fera du bien ? De Vienne & Paris je voyageral probablement en conrRgE
de Keihlaw. Alors nows nous metivons furicuvement au travail, - Je pense gue o irg bien...

Comme on le voit, Atel continue 2 n'en faire qu'a sa tate, alors que la bourse de vuyage qui Tui était offerte par
U'Université de Christiania devait e meoer en priorité chez Gauss t 4 Pags. Ganss était 3 ce wmoment i au sornmet
de sa gloire. Installé b Gillingen, il ¥ vivait, adiniré mais assez isolé et sans doute peu compris des mathfinaticiens
allemands de I'époque qu'il dépassait de trés loin par son génie. Gauss n'éprouvait aucun désir de g'entourer

d'élaves, prélérail entietenir une corresponddance scientifique avec quelques amis choisis et publiait de temps en

temps, uprés des années de mise av point un de ses chefs-d’oeuvres incomparables de clars et de profondeur.

Le jeune Abel €tail sirement décidlé i respecter la demande de 1" Université de Cliristiania pour hwi rendre visite,
nais en mime weinps. il appréhendait beascoup une telle rencontre. Gawss ne 5 élait pas manifesté apres la publi-
cation d° Akel sur I'éguation du Se degré. De plus, le jewne éludiant avait en e malleur de faire parvenic 4 1 aind
et carrespondant de Gauss, Schumacher,  Alouu prés de Hambouosg, un petit article “Sur I"infuence de fa lime
sur le mowvernent di pendule™ qui conienait une prossidre erenr que Schumacher releva anssi t4t, ot lui fit refuser
la publication dans sa revue les “Astronomische Nachrichren”, Schumacher en avait informé son collsgue Causs
ajoutant NEAMOMS que “quiconque aurait fugé Abel sur la base de cet article, qurait commis une grossivre creeur’.
O coinprend que e jeune horme pe pouvail se sentir 3 1'aise en face du “princeps mathemnaticonun” el {ue tous
les préfexies furent bons pour retarder le plus possible sa visite, peut Stre dans U espoir secret e CGiass minifeste
164 o tard son intérét pour "wn ou I'sutre article qu’ Abel publiait naintenant réguligrciment, dans chague liviaison
du Joumai de Crelle. I n'en fut ten, non pas sans doute, que Gauss fut indifférent jux ravaux d' Abel, on le
wera, mais de tempérament réservé et prudent, il ne se manifestail guére en public. Toujours est-il gue, jeune et
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inexpérimenté, Abel se Inissa effrayer par des récils sur son orgueil et son caraclére inabordable “parsicularités gue
In nottise et le préfueé attribualent alors, conome aujourd hui ot comme toujoirs, & Uhomme vraiment supérieir”,
Longremps et régulierement, il écrivil aux professeurs de Christiania son intention prochaine d- accomplir sa visite,

“Gottingen a. fl est vrai, une bonne Wibliothique, mais c'est tows; car Gauss y est e sewl qui sache quelgue chose,
et il est ohsolwnent inabordable. Pourtans je dots aller & Géttingen. bien entendu.”

"1 est prabable que je reste fel & Berlin jusqu'd lu fin de février on jusqu’en mars, ef que je passe ensuite par
Leipzig et Halle pour aller & Gifttingen (hon pas pour Gauss car il est. paraie-il, insupparaliement ovgueille,
mais peur la bibliothéque qul est, dit-on magnifigue),’?

un peu plus tard, de aouvenu i Hansteen :

“A Géittingen je e vesterai quie peu de fermps, puisqu'fl n'y @ vien & y gagaer Ganss est inabovdnble, et ia
bibliotheque ne pewt éme mellleire qu'a Paris.”

Finalement Abel ira & Paris sans passer par Gétlingen, remetiant cefte visite au voyage de retoar.

"Je vais en effet bientdt guitter Paris il je w'al plus rien 4 pécher, et [iral towt d’abord & Goitingen faire le sidge
de Gauess 573 n'est pas trep cutrassé d'orgueil

Mais il €tait trop tard, il lui restait juste assez d'argent de sa bourse pour atieindre Berlin, retrouver Crelle, son seat

véritable soutien,

“Llimagination, diva Mittag: Leffier, se plair 4 se représenter les vésuitars pessibles o 'un échange personnel de vues
antre un Abel et wn Gauss. Cependant, comne il devait mourir 5i jeune, une visite & Gittingen aurait probablement
divirué sa place dans I'histoive des mathématiques. I auradt trouvé Gauss deprils des anndey en possession de
guelques-unes de ses propres décewvertes (..) et la pos

Erite 'aegit pu, apirdys cela, savelr ce qui appartenait

promitiverent a Abel et ce queil ourait appriv de Gauss ",

Losque Gauss eut connaissance de Iarticle d'Abel : “Rechercies sior les fonctions elfiptiques™, il wpondit 3
Crelle qui lui proposait de publier ses propies recherchies sur le sujel :

“Abel m'a devanced pour un ban ticrs de won ravail. 1l a suivi exactement la méme vole oit je suis entré en 1798,
Ausst ne suis-je pay surpris qu'll soit parveny, powr la pins grande part, au méme résultat. Comme de pluy if
wmamiee dany so composition une acuité, wne profordewr of une flégance extrémes, je me vois délié de Uoblipation
de rédiger mes propres recherches”

Amrivé le 10 juillet 1826 4 Paris, c’est une existence toule nouvelle qui commence pour Abel, bien différente des
heureuses rencontres faites & Betlin et de I"insouciante gaieté de son voyage, ¥ ubord parce que, pour la premiére
lois, il se rewouve seul, sans ses amis Boeck, Molter on Keilhau, et dans un pays done il mutrise encore mal la
langue. Ensuite, parce que ¢'est I'é1€ et que I'activité est ralentie et les instifutions en vacances. Alors Abel derit,
4 ses amis, 4 53 famille, 4 ses professeurs, faisint purt de 51 nostalgic du pays, mads aussi de ses wnpressions &t da
som gravail. Laissons lui la parabe, car ses lettres sont tellement évogatrices de sa situation, de sa persennalitg, de sa
sensibilité, que rien d*autie ne saurait micax les décrire. T plus, elles nous donnent un porteait caustigue et plein
de verve des savanls parisiens du début du XX sidcle,

Premigre Letire A Hansteen; Bedin; fin 1825.
| efrre it Hohmboe; Berling 16 Janwier 1826,
FLetre b Hulinboe; Paris; 24 octobre 18326,
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Abeal & Hansteen
[Paris, 12 aofit 1826]

Me voicl enfin arrivé au foyer de tous mes voeior statfdmarigues, & Paris. Wy sl déd depuds le 10 juiller. Vi
frottves que o est R pel tard et que je n'auveis pas dil fidee le long dérowr pav Venise. Cher M. Le Professeun,
cela me fait beaucoup de peine d'avoir fait quelgue chose gui n'a pas vowe approbation; mabygenant que ¢'est
fai, i fawd que je me réfugic dans vorre bowé, “espéve gue Vous aver assez de confiance en moi powr craire qu’en
songng }lemplatval blen et vovage. Certes, fe le foral, Powr mon excwse jod'al vien d'awtre & dive, sinon que mon
désir dtait grand de regarder un peu autony de noi; voyape-r-cil intiguement pour dtudier ce qui est étroitement
scieniifigue ¥ Aprés cette excursion e travaille avee o ‘et plus fardewe A Botzen "ol quinté Miilley, Boeck ot
Keilhaw, ef e suis parti powr Paris e plus vie possible, (..} Pour me merere miews an frangais, je me suls logd dans
e foniile o Pad tour powr 120 franes par mnods. Le sarf of fn fomme son trés aimablas, et je suis bien, souf gue la
chantbre ext trés metuvaize ¢ gue fe ne munge pay plus de dews fols por Jous Fal en beaucoup de peite & trowver
cette installation; et feae m'en Serats peut-Gire pas Heé s par owhewr e e mldats rappeld le pemtre Gorliniz
dont vous avez parlé, fi s'est montré & mon fgard aussi prévenant et obligeant gu'on peut fe désiver Je vaiy le voir
sowvent. I vaus présente ses complimenty empressés. I g en Novvege I8tE prochaln. - J'af étd chey le Divecteur
de Uobservaroire, M. Bowvard, ei je hii ai remis wng lettre de recommandation de Listrovs I ot &8 “wés amival "))
nt'e moniré observaroive, qui natureliement est excedent, er 5'est offert pour me présenier aux mathémariciens
les plus remarquables quand je voudrais me rendre & Vinstifut, Je p'ai cependant pas encore profité de cette offre,
prarceque faimerals d'abord pouvelr parler un pew francais. En outre fe veuy avant tout avoir achevé nn mdimoire
il jo rravaille, o que je vews présenter § Uinstitat, Quand B sera find, ce gui arvivera Bleatis J'iret Fal tréx
Blen réussi dans oo mémaive, qui conticnt beaucoup de choves nouvelles, ef qui mdrvite, fe crofs, o e remargud.
Crenr ba premidve ébauche d'wie théavie d une infinité de fonctions ranscendantes.? - J'ai iespoir que Picadémie
le fera imprimer dans les Mémoives des Savanrs étrangers. Sinon, fe le feral imprimer mol-méme, ou je llennerial &
Gergotne @ Monipellier pour étve (nséré dans les Annales de marhémariques. - fe lui envervai bientdr aurre chase,
Jraf rowse ume série de mémoires préts, dont les uns paraltront dans lesdites Annales etc.. d’autves dans le "journal
der Mathemarik” de Crelle. Fautves dans les “Annalen der Wiener-Stermvwarze” de Littrow, et enfin quelques uns
seront présentds & I'instret, Vous pouvez voir gue je fals de mon mienx. - Di Jourual de Crelle les trois premiiers
Jascicules onr pare, et 8 senble gu'ill marche blen, ce gud me falt grand ploisin puisgue f'ai ane certaing part dans
son succés. Dans ces trols fascicudes d se trouve 6 areivlay de sol, & fe ne e trompe pasy car fe ool encore regu
quee e premier numéro, Je receveal bientit de Crelle les dewx autres, ol aivoyd le premier de Trieste & Boky par
it hareau & paisson de Bergen, mais i ne seea puy de eteur avand longioas, - J'al 8é chez Legendre aver mont
hite, gui est un brigand autodidacte en mathématiques. Il dtalt sur le poine de sortir en voiture, en sorfe que je ne
Tut ofit que quelgues mots. I paralt que ¢Cevt on welllard tour-d-falt distingud, Cowne mathéinaricien i o5t asseg
connu, - Une fois par semaine il y a des soirées chez i, Je pense v érve invité, Jai éré chez le baron de Ferussac,
Véditeur du Bulletin ete. [l 1’ était pas chez lul. Je peux y aller en soivée une fols par semaine, et J'y ai Uoccaston
de voir toutes deg revues possibles ef les lNvres nouvellement parus, ce gui est e bonng chose en cette raison o
toures les bibliothégues possibles sond fermdes. Je n'ai vu Poisson que sur une promenade publigue; i m'a paru
triw fpris de fwl-mbme. H porait poaetant gu'd ne Uest pas. - "Voild toures mes connaissances ", mais o ne sera
pas long quans que §len fusse dovantage, maintenan? que § ol mis wi pew en mesvemett ma langue frangalse. Les
frangais me paratzsent teée difficiies 4 comprendre. () Mitler rentrera biewide au pavs, i est futigud de vovages
ot je me peux pag dive utroment | fe commense & sontic fortement o onostelyle. DVautand plus que Povis ne sera
certalnement pas e séiowr le plus agréable : i y est 5i difficite de faive séricusement connaissance avec ley geny.

Ce n'est pas conmme en Allemagne. -

J'ai acheté pas mal de divrey smathématiques, ot j'al pensd 4 en acheter davemtage, surtour des mémoires séparés

'En allemand dans le lexte; gar freundlich,
*En Itangais dans le lexle,
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que I'on e peut pas avolr 5§ Do ic'est pas sur place; mais comme eela cofitera assez cher, i'ai pensé & proposer
& Holmboe de les acheter ensemble. Entre autres o est névessaive gue ['ate la partie mathématique du Bulletin de
Ferussac, -
Cela e sera exivémement agréable, M. e Professeur, 5'ily o quelque chose gue je pufsse Jaire pour vous ici
Furis, Je ferai cectes de Jnon micwr, - Mon adresse ext

M de Conte Rue Ste Marguerite N° 41, Faub. §t. Cerrnuin

Abel & Holmbog
[Paris, 24 ootohre]

Dot v’y entends & garder le silence, il fuwt fe reconnaitre. Il m'a tant tandd de recovoir quelques mots de 105, 1
He pewx pas Pen fuire une idée. La seule raison pour gue tw n'ales pas Sorir doir ére que tu n'as pas requ ma
derniére lenre datée de Botzen (Bolzano), Iy u didia 4 mois er plus qu'elle a 66 ewoyde, Voyons, mon ami, ne
me celese plug de déception, el envode mot quelques mots qui me consolent er me réconfortent dans ma solitude.
Car, bien que je svis dans la ville la plus bruyante du continent, je me trouve comme si Jétuiy duny wn désert. -
Je ne connals presque personne. Cela tient & ce que tour le monde pencant '8t habite & la cappagne, et est par
Saife invivible. - husqu'a présent je n'al fait connaissance qie'avec Legendre, Cauchy et Hachette, Plus quelaues
marhématiclens secondaires, mais fort habiles, Monsiewr Saigey, directeur du "Bullctin des sciences e et Herr
Le-Jenune Dirichier, wn prussien, qui Uantre jour est venst me frowver, me considévant comme tin compatriote. C'esi
i pathémaricien trés sagace. It a démonnd en iméme tempy gque Legendre Uinpossibilité de résoudre en nombres
enriers Uéquation =5 + y° — 2% er d'awves jolies choses, - Legendye est un homme extrémement gimable. mais

! Cawchy exr fou® er il 0’y @ rien & faire avec fui, bien qu'il soit en ce

par mathewr “Vicwy cownne lox plerres”,
moment le mathdmaticien qui sair convnent  faut traiter les mathématiques. Sex travaws sont excellents, mais if
dorit d ute maniére wés confise. Al comprencement fe e comprenals presque rien i e qu'il écrir, maintenant ¢a
va miewx. i falt tmprimer & présemt une sére de mémoives sous Ie titre “Excrcises des mathdmariques "3 Je fes
ackére et les lis gssidiiment, 9 fascicules ont pari depuis le commencement de Uannde. Cauchy est extrémenent
catholigue, chose bien étrange powr wn mushématicien. H ese d'ailleurs le sewd qud travaiile awjonrd b dans les
matiiématiques puves. Polsson, Fourien, Ampere ete.vte. ne 8'ocenpent absoliment que de magnétisme et d autres
affaires de physigue. Laplace n'éerit plus gutre. La derniére chose qu’il ait faite étatt un stipplément & fa "Théorie
des probubilités”. N dit gue ¢'ext von fils, mais en réalied ¢'eat bien lid, Je D'ai vu souvenr & Pinsting, It a Pair
aferte et petir, mais U le défout que le dioble bolrew reproche & Zambullo, c'est & dire “la mawvaive habitude
de couper la lnngue aux gens™* Poisson est un petit hovine avee un Joli petit vewtre, Il parte son corps avec
dignitd. De méme Fouricr Lacvoix ext effrovablement chouve ef remarquablement vieux. Lundi fe seral préventd &
la plupart de ces messicurs par Hachette, D'alllenrs je n’atme pas autant le francais que i'allemand : le frongais
st extrémement réservé & Uégard des énangers. Tl est trids difficile d'arviver & des relations intimes avee lui. Et
Jen'ose espérer y parvenit. Chacun travaille & part sans 5 occuper des autres. Tous venlent instruire et personne
ne veus apprendre. L'égolsme le phus absolu régne partous. La sewle chose que e frangais recherche chez ey
Etvangers est e c6té pratigue; personne ne sait penyer en dehors de lui. 11 est le sen! qui sache produire grelgues
chose de thévrique. Telles sonv sex idées, et dés lors e pewx comprendre qu'd est difficile d'attiver 1'ofrengion,
surtgut pour un débutant, - J'al achevé un grand mémoive sur une certaing classe de fonctions vanscendanres
pour le présenter o Uinstingg, Celn qura liew lundi. Je Uni montré é Cauchy © mais ¢'est & peine 5l a voudu
¥ feer les yewr. Et f'ose dire sans me vanter qu'il ext bon, Je suiy curienx & entendre le jugemenr de ['Instine,

I8teincdt, en allemand, dans le exee.
En frangais dans le texte.
*En frangais dans e texte.
“En francais dans le texte.
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Th en seras formd ghand e moment serg venn, - Sl dovit plisieurs autres mémuairas partivutidrement pour
fe Journal de Crelle dont 3 nteméros ont paru. De méme pour les Annales de Gergonne gui tombenr de jour en
Jour II devient trop viewr, T en est de lul comme de v Zach, il est vral que celui-of w'a Jamals Hen vale. Un
réswnd de mon mémolre sur Uimpossibilitd de révoudre les équations algebriques est inséré dans fe bullesin de
Ferussue. Je ol dorit moi-méme, J'al foir ef fe continveral & falve d'outres ariicles pour ce bullerin, - Clest un
travail dichlement ennuveur quand on v'a pas éorit sol-méme le mémoire, mais je Iz fait & cause de Crelle, e
phus brave konune que I'on puisse Imaginer - Je corresponds réguitérement avec lul, er f"ai de i une masse de
lertres. autant que fen i recu de ma flancée, Awfourd hui ['ai Gorit & un mathématicien, Kl de Darmstady, qui
m'a demandy des éelaircissements swr plusicurs passages de mes imémolres. Une velution par correspandance, -
Je travaille & présens & la théarie des dguations, mon sufet fovorl, et e suls enfin purvenu g ve point que je vols
e moven de résouedre e probléme géndral suivasy, "Détenniner la forme de woutes les dquations alpébriques qui
prewvent $re résolues alpébriquement”® Fen e trouvé dey quantitds inmombrables des Séme, Séme, 7éme degrés
ele. qut'on k' pus encore flaivées jusqu’d préseni. En méme remps [lal la solurion lu pluy directe des équations
des 4 premicrs doegeds, d'une maniére qui met clairentent en dvidence pourguol précisément celles-ci pewvenr-éme
réfsolnes, et pas d'autres. B ce gud concerne 'équation du 3éme degré, ['ai rowvé gue si une relle dgnarion esf
réselnble algébriguemenr, la ravine deoir aveir In forme suivante

m=A+ VR + VR + YR+ VR

oi R, R, 7 R sont les 4 racines d'une éguation du 4éme degré, el qui peuvent étre exprimées par des raciues
carrdes seudement. - F'y af éprouvé des difficultés pour lex expressions ef les signes.- En ourre je m'oocupe des
quantités imaginaives pour lesquelles il v a beawcaup a faire, dw calcil intégral et surtout de ta théorie des séries
infinics dont la base est si pew établie, - Je ne pourrai vien en tiver de développé avant d avoir achevs mon vovage

4 dtranger of d'Bire revenu au calme che nous, st cela arvive. Je veprente J'aveic demandé une bowse de 2
s, un an et demi aurais grandemenr suffl,. Sl fortement la rostalgie, ¢f bequcoup moins d'avantage, & partiy
de maintenany, & rester ici ef ailfewrs, gue Uan ne powrair pent éive croire. Jai pris connaissance de tout ce
qui existe d important er d hisignifianr dans les matiématigues pures, ef tuon désir est maintenant de powvoir
CONSACKEr MO TEMPS & mertve en oewvre o gue flal amassé. Iy want de choses gue j'ai en projes, muis it que
Jje rerai & {'érrangen cela n'iva pas conune i faudrait, 8¢ ' érais dans la peau de Keilhau pouwr i professorat ! fe
ne suis pas tranguille, mais fe w'ai pas pener non plus; car st ga casse d'un cOs, go tiendra bon & un aurre. Quels
appointenienss as-tic 7 Vs 1 te marley est-te flancé et avee gui, il faut me vépondre & routes ces questions; car

INES PERSEES S0 1Porlent Saver! vers (ol et fout oo gut te concerne. Je w'ai pas une telle abondance d ‘amis gue je

caitrre e visgue & oteblier conx qur §'ai.

Je méne d'ailleurs wune existence wds sage, Je bravaille, je mange, je bois, fe dows, et fe vaiv parfois & fo Comédie;
e ext i grand, Joone canvais pas de plus

eest de four ce quon appelle plalsiv le seul que e wlaccovde, maiy
grand plaisic que de voir une pidee de Molitre b jone Mile Marvs. Afovs, e suis tout é fait ravi; elle a 40 ang, mais
elle foue tour de méme des rifes trés feuncs. Talma le grand rragédien oélébre est mort il v a guelgues jonrs. Le
thédree francale a &6 fernd 2 solrs & cere ocoasion, et les quires thédves aussi. - Une foule immense a suivi von
corcuell. Celui-of a @18 porté divectentent au cimeriéve sans passer d'abord par U'église, selon Uusage ordinaire,

en Ggualllé d'acteur il est exclu “de la commmmion des fidelles”." Ridicule mais indifférent. 1 a fait dlever ses
eufanty, qui sond tous nanrels, dans o religion protestante. - I ent de Son vivant trois grands défmes. I se talssait
emiralney pay le few, les femmes, et la manie de Bitin les trofs choses ponsséer fréx Inin. - Lex actewrs bui font
dlever un monument pour 12 0007k Je vals ausi de temyes en temps uun Palaiy voyal quee los pavisiens appellent “un

lieu de perdition ™ On v voif en asxer grand nombre “des fommes de borvre volontd™ Elfes ne sont rullement

B frangais dans le lexle,

LEn frangais dans le lexte, dorit tel quel.
?En frangais dans le texte, derit tel quel,
*En frangais dans le texte, forit tel gnel.
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ndiicrifer O " e ,
tdiseretes. Tout ce u'on entettd o5t " Voulez vous monter avee mol meon Petit andi; petit michane”* Katwrellemen
. o - . . . - . . o ] o
en ma gualité de fiance efc. je ne les deotte pas et je quiite le Palais voyal “suns la moindre tentarion” B yena
beaicoup de fort jolies.-

Llarure foar j'af 616 & un diner diplomatique chez son Ex. le comre Lowerhjelm, ofi je me swis un petir el prisé,
uinst gue Keilhae, mais trés ldgovement. T vst marié avec une feune francaise. I a racontd e jons les ans !LI'
24 décembre I fuit rewder sous i able jous lev compatriotes. - Mot “"Monsiewr" Skramstud est il maiencmnt,
I habite avec 3 Suddoiy un Soubouve de la ville, IT circule, vim en paysan du Hedenarken, has de laine blene ::;
veste vayée. Je ne ai pas va, mais on we Ua décrir, [t parie suddois, - T'habite ici dans une famille ok j'ai “la
;haiﬂbi‘e et la tahle of la Blanchisseuse”” pour 120 frpav ol Le mari est un pey mothdmaticien mais frc"rﬂbén' er
@ femme trés brouilionne, de 35 ans et plus. On porl fasers & fal Squivogques, sur " £  ménag
e1c."® L'autre jour ga a € 5i toin i 'mf» e .:ifir t:z:j Eﬁ::f;::f?:ij.i?:e’;qrz:sz :::';a'?:}' ” ‘T")Cfem p mma&"e
Lautre, s ransforinée le lendamain
et n!m dtron" > - Parler de pats de chombre etc. est parmi les choses fex plus convenables. Je bois toujours I
café dany “mon petit por de nuir” ¥ - D ‘aillewry ju wange rés bien, mais 2 Soix pav jour sewlement. Le rm;n}z "R
ddjeuner it la fourchette™ ! er Paprés-midi & 5 heyres 102 un long diner. Entre 1 bor.::ea'a‘fe de vin of ! bouteilte 172
faus fes faves.- .

Je _Imi.s' matntenant absolwment seul, Keilhau drant parti depuis pe (16 octobre) pour rentrer qu FHIVE par mer, Je
'ai chargé d'une weantivd de {ivres dans une prunde malle rouge adresséde & tof, Je te priv de me la :gam'er n‘tvelc lar
camea.m. J ‘ai acheté ce que f'ai pensé que Fon n’avalr pas chez wous. e al d'autres que J'enverral g printemps.
{’a:‘ufr fex fivees i y a le Séme “Tome” de ln "Mecanique céieste”, I est desting qu professewr Hansreen, parce que;
Je ..s-{u_r qit'il @ les 4 premiers vohunes. Tu mpras preast-8ire la bontd de te fui remertre cz:vec IuS ey mm;cri‘imems .
W}”lc.i a’mr.c In "Mécanique” acherée, Celni qud a écrit un paveil lvwe pewt guec Plaisiv jeter un regard en arvidre .r-ur
sa vie sclenttfique. - Legendre a fait imprimer un remaniemeny de vey “Exercises” (sic) mais cela n'a pas encore
{:am en librairvie, - Les madhdmariques subivsent wn vilain recud en Erance. - Lex fésuites veident gouw‘rmer ef les
_J"O-'.H'R{IELY sont plelng de polémiques & propos d'eirr, C'est une vermine du diable. & v o guslgues jours un Jewne
jlé.sm're @ dénancd un grand nombre d'wives sux ef va encore en dénencer 300 num_-.‘v. D'aprés ce qu :':'.! mr'rm;(;
iy clfoivem btre des pens fes plus offrewx de g terre. On g viudie I agsassiner tout récemment, mais i g évhap;pé
{ ‘ai prétd & Keithaw 180 marcs baneo ! - Je | ‘ai pri¢ de te les remettve. T aneas ta bontd de les recevoir Pf'rl.rr—
em.g seral-fe oblipd de timporfuncy en te priant de me les envaver en une fraite sur Hambowrg: Envare c?e;‘i r:"en
giune humble question ! ponrrais-py me préter 220 maves® en sorte gl ra fevair 400 en tout, Ty e refaldrl:tfs
elm triis grand service. Car ["auraiy digblement envie de passer par Berlin avant de rentrer au pays, et d ’n.n‘herer
i p;’zesfe%rr: ChOSES qite o ve poirrals avelr vheg nous, o qui coliteraient trois fols plus cher, Ne e fliche pas de

A Qeertion, ef réponds v tour de Suite, Nooublie pas e plus vite possible, Une for.lgue Ietere avec beaneoup de

nowvelles. Salue tous les bans amis ot w oublie s it amé, ) o

N, Abel

“Bn frangais <ns le lexte, gcri tel quel.
*En frangais dans le teate, éerit 1ol quel.
“En frangais dans le texte, dcrit tel quet,
"En frangais dans Ie texte, &crit tel quel,
*Fn frangais dans I texte, srit (el quel.
®En fruncais dans le fexte, dorit tcl quel,
OEn frangais dans le texte, gcrit tel guel,
"En frangais dans le texte, crif 1l quel.
'Environ 225 £,

*Enviran 275 1.
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Abel 4 Holmboe
| Paris décembre 1826]

Cher anti! Mille remerciements pour tes dewx fetires, Tes biens venthes, ef oussi parcegue fi af €18 §f exact. S1
Jravals siegue o avals fovlr Je n'onrals pas osé demander un prand sacrlfice. - Ne te fdohe pas de ina demande
df'argens. J'al dewx véritales anis, e jo suis Blen obligd de les importuney malgrd mod, - Pewe-free je powrrai
#'éparener mals i ext prokable que fo feral appel 4 fa bord. Pas tour de suite, maly guand Jurviverai & Beviin Je
vais on effer d'icl pew quitter Pariy end fo n'ai rien d ploler, of Fieai towt f abord & Gitingen powr faire le blocus
Je prdfive Etre maintenant en Alleniagne pour v apprendre un

de Canss 511 w’ast pas rrop fortifié o ovprell. E
pei plus dallemand, ce qui Sera pour ol de la plus grande importance plus tard. - Jfe me rive d'affalre avec le
Francate aurant qgu il faur pour dorive wn Méngire et fe voudrais Blen pouveir en faive awranr en allemand. Tu éovis
quee ft as fu les deux premiers foscicules dis Journal de Crelle. Les mémoives que |’y af publiés, “excepté™ celui
st fes dquarions, w'ont pas grande Importance, mals nverras, cela viendra, Sespive que fu seras contont o 'wa
méimGive suk une itégrale, aul se trowve dons ie troisieme fascicule, un loitg mémoire, mais suvtou! je suls content
d"un qui 5imprine en oo moment pour le déme fascicale, sur la simple séric 1—ma 4+ ﬂ'z—_ll 2+, .. Pose dire
que c'est ln premidre démonstration pavfaitentens vigowreuse de io formule dic bindme dans rous les cas possifies,
en wdme teayps gque d'une guantitd o aatves formodes en purfle connues, mais insuffisamment dtublivs. Duns le
prachain e (amvier) des Annales de Cfergonne puralive wa petit mémoire de moi swe Udlimination Cétair
un essal pour vofe & voudrait imprimer. J'en enverral ces jours-ci ur mcillewr sur le dévcloppement de fonciions
{"cantinues ou discontinues) selon des cos. o sht. d'ares multiples® J'y déntontre wne formude connue gue
Pom g jugu 'ici démontrée d'ume maniére inexacte, Item frenvole & Gergonne wn grand mémoire sur lex "fonctions
ellipriques™ ofi sont exposées beaucoup de choses curieuses qui, je m'en fare, vant piquer la curiosité de pl
d'un. -
Jiai trouvé que "on peut partager ta {enmiscate avec fa régle ot le compay en 2" + 1 pariies lorsque or nonibwe
et pretnier. La division dépend d'une équution dont [e degeé est (27 1 192 1 Mais j'en ol rowvd L solition
compléte por des radicanx carvés. Flaf découvert du méme coup le mvsttre qui enveloppait lo théorie de Gausy
sur la division du cevcle. Je vois clair comme le jour conment il v est parvenis, - Ce que je dis {a de la lenmiiscate
et ot des vésulrais que [ al trds de mes dudes sur la théorie des dquations. Tu ne peux pas timaginer coinbien de
Jolies propositions j'v af trenvdes, par ex. © Siune dquation F — 0, dont le degrd est o i g ot v semd dag nombees
premiers entre eux, ext vésoluble d'une maniére quelcongue par des radicaws, P est ol blen “décomposable en p
Tacreury du degri v dont les coefficients dépendent d'une dquation du j degrd, ou an v factewrs de degré 10"
dont tes coefficients dépendent d'wae équation du degré v.
Le vovage & Paris s cst révélé plutdr décevant pour Abel, qui quitie La capitale frangaise sans repred 3 1o Gin de 1826,
“TI'aurats diablement envie de passer par Berlin avant de renifrer au pays” éerit-il 4 son ami Holmboe, car 12 il se
sequtait hien mienx apprécié et soutems, en particulier par Crelle. 11 aurait aussi dil passer cliez Gauss i Gottingen,
mais décidément ca ne sera pas encore pour cette fois-ci, faute d'arzent. Abel a pratiquement épuisé les ressources
de sa hourse, aprés avoir ditiéré au maxdmum son départ de Padis, dans I'espoir lowjours dégu d'une réponse de
Cauchy ou de Tegendre, au sujet de son grand mémoire “sur i propridté géndrale dune classe tréy drendue de

. 26
Jonctions transcendeates™

'En francais dans le fexte.
*En frangais dans le texte.
Fha frangais dans le Lexte.
*En frangais dans le texte.
SEn francais dans le texte,
Svair I'Ouvert n® 92, p. 25.
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Abel d Ch. Boeck

[Berlin, 15 janvier 1527]

Cher ami Boeck,
T seras sans dotte Sonné que je sois déia i Berlin, Muis je ne pouvals pus tenir plus longiomps, fuute o 'argent.
Fai done dis me hérer de partir an plus ot randis gue ['avais encore de guof faire Ie vovage Jusgue'ict. Larigue je
suly arvtvé il ity @ 5 jours, ma fortune entiére 'élevait @ 14 thaters, De Backer Fenal vegu 30 Je suis obligé de
te demnander an plus vite ce que ni me dois.,
L'ai vraiment peur de Lavenin S'awraly presque envie de rester pour toufours jci en Allemagne, ce que e peux
Jalve sans difficulié. Crelle m'a rerviblernent Pousse dans mes retranchements pour me faire rester ivi. #f est un peu
fiché contre moi parceque fe refuse, H ne commprend pas ce que je veus faire en Nervege, qitd luf paralt 8tre une
ative Sibérie.
Mo vovage de Pariy ici a 816 tevriblement vide. Je suis parit de Favis par la diligence pour Brisetios par Valen-
clennes. Jul 8 tout fe tenps serd avec une dansense, non du grand apéra mais d'un des thédeer secondaires. -
Dangerewx voivinage, la nnit. Elle a dornii dons mes bras, bien entendu, mats ¢ est o, Dwifleurs Fof tenu avec
eile une conversation rés édifiante sur U'instabilité des choses en ce mande. A Bruxelles, qui est wne trés jolle
ville, je ne Suis resté qu'une nudr ef un Jowr et fal coune tout le tempy par la vitle. Fen subs parti de méme avec
la diligenre ponr Aix la Chapelle par Lidge. J étais en compagnie d'un garcon fort peli de Froncfors suv fe Main,
Jusque'a Lidge tous fe monde parle francais, A Aix ... il me sembleit ftre comme wn Fen plus cheg nowe. Puis

- séfour & Cologne sur le Rhin, vitle extrémement vieille et lnide avec beaucoup de filles. J'v suls restd un
Jowr ef deux nuits, et suis parti wvee la Poste pour Casse! par Elberfeld ot Arnsberg. f] parait que cette région est
extracrdinairement belle, mais da ruir et ['hiver m'on empdoné de la remarguer. Entre Elfrerfeld ¢f Arnsberg noiss
edimes le malhetr de passer sur le corps d'un gargon de 7 3 8 ans. I est resté mort sur plice. La voiture I avair
rould sior be ventre. - (n continug la route sans s'arvéter - A Cassel, il 5t wnte trés jolie vitle, |'af possé a nuit er
J'af 618 & lu Comédie. Le thédtre est trdy Joli et on y jouait bien. - A Cologne P ai aussi 86 au thédrre, maix fil érait]
matvais. fe Cassel fo suis partd avee la voiture de posee spécinle (Extrapost) pour Magdebourg en compagnie
d'un ndgaciont qui allait & Berlin et & Kinigsherg, Nous traversémes le Harz Ca doit étve trés beau 1'érd. De
Quediimburg & Magdebourg, la rowe ext In plis détestable que [aie suivie. Nous étions deux dans o voiture 1 bien
que nons eussions falt ateler 4 chevawx, nous n'avancions qu's grand petne. A Magdebourg je passai encore in
Audl, et §'en partls pour Berlin avee un cocher de louage. La route ext excellente, mais la compagnie fut affreuse,
Hn cordaninier, nn gantier er un soldar fibéré. Constanment ily buvaiont de Uequ de vie. Je mtlennwvaiy, of personne
R #€ plis hevreux que mol, lorsqu’aprés dewx joury de vayage, fe suis entrd dans Berlin par la Povte de Fotsdan,
- Je w'ai pas entendu parler avant mon départ du mémoire que j'ai déposé & I'Acadérie de Paris.

Abel 3 Holmboe

[Berlin, 20 janvier 1827

Je 1e remercie vivement de tes dewr lettres; f auras appris sans dowte par Skielderup que je les al regues. Certes,
Fatrai di e dorive depuis longtemps, mais Pastendais o 'abord la solution @ sufet de ion mémuoive gue f'al déposé
é 'lnstitat. Mais cex hommes fents n'en finissaient pas, Legendre ef Cuchy éuient juges. Cauchy “rapporteis” .t
Legenddre a dit “gu prendra”? La-dessus mon voyage de Berltn m est arrivd comme la Nodl sur la bovne Sfemme, -
Cetfe fois-cf encare i w'anras pas grand chose de mali: i'ai 5i terviblement 6 Jaive pour le Bulletin de Ferussac er
le Jurnal de Crelle. A Blentdr davantage.

'En frangais dans le lexte.
2Fn frangais dans Je texte.

Et maintenant ce que je voulais surtont - de Pavgenr. T av étd avsez ban powr me promettre de m'alden
Cownttne je me trowve dans un embareas die diakle, fe vowdrais naturellement ovolr foul ce ghie pomrasl et le p!us
passible. - Quand & la remise. le miewx est que tu en parles i professeur Maschmann, Roaun ::ummr.a‘.smmemrea}
Hambourg, loi son fils a promis d'en écrive dewx mors & son péve. C'est bien {e plus commodcl q:fc frens .s'of'f:xdn.-.\'.m
e Hamburger-Banco. - Ne e fiche pas 5i fe Uimporiune teflement, mais gue veux tie que je fasse, moi "pawire
diable” 7

Abel & Holmboe
[Berlin, 4 mars 1827]

Le vésultat de ton dévouement, excellent Holmboe, et de mon bout de lettre, je I'ai appris défa depuis plusicurs
jours, en recevant prar Uintermnddivire de Cordes, de Hambourg, 203 E 10. Mille foir merei de 1a géndrosité. Ce[a_
nr'a rendi un grand service, car ' étaly plus pauvre gieun rat &*église. Maintenant je vais vivre icf id-dessus @ussi
longtemps e_me. je poarral, puls fe fileral vers le novd, Je vesteval un tioment & Cc:pem'rague: r;rfl ng flakcde Lju'e:wla‘m
e refolndre, puis ai pays, ot [ 'arriveral si dduud gue jo serai bien abligé de tendie fa main d Ifa Po”.e del egfz.?e_.
S ne e laisse pourtarr pas eboitre; je suis s bien habitud & la misére ot ay dénuement. Ca dra towonrs. Je t aal
envoyd par Peckel iy @ un mots le I numére du Journal de Crelle ot wn peu plus de fa Imm’t:’é e q:lmrre'c‘..lrre. Iqm
est achevd maintenant, Que te semble de mon mémoire 7 Je me suis ¢fforcé d"dtve si rigourenx gu'un ne jpuisse
Saire aucune aljection fondée. . o o
T'ai déje préparé un mémoive considérable ol I'on voir beaucony de choses curieuses (" Fonctions el zp::quc?.sl b
Mais oo que §al de pius beaw, o'est dans ln “Théorie des fortetions transcendantes en général et celle des foﬁnmons
elifpriques en particulier™? Mals cefa, il fun que je le garde jusqu’s smon retowr pour te le faire ‘c?ur‘mm?. Au
ratal j'ai fait une masse effrayante de dévouveres, Sisevlement je les avals mises en ovdre ejr redrgefz.r.l car .fa’
Plupart e sont encore gue dons ma e, I a'y a pas & penser & guol gue o SOIF avaid gue e me J‘OIS‘ J.”ﬂa.”e‘
coa;l-‘enabiemem chez nous, Alors H me faudra travailler dur commne wi cheval de fiacre; maiy avec plaisin bien
entendu. - Je méne wne vie assez eniupense, car elle ast suns variété, Etudier, mangey, dovmin e? pas grand chose
de plus. Je jone aux cartes detx o trois fois par semaine chez le pharmnacien Monrad, d‘.? {?J?’rgen, eputi et i.ci avee
s ndre of sot ferme Je plume les gens, Crelle est toujours extrémement obligeant. J'al é1é malade et suis J"r.‘\-x'.!é
au Uit pendant quelques jours, Je suls remis et je parie allemand micux que U'an deenier 1T a falt w ji‘ofcf‘ de chien
cet hiver mais il semble que ce soit find, On g ew & Munich - 24° R, - Il me rarde de rentrev au pays, car je ne peu‘r
girtre avoir d’avanrage & rester ivi. Quuend an est che sof ou se fait de Uétranger de dinbles d'idées, n_zu.‘re.s- qu‘tli
ne fandrait. J1 ne sont pas si forts, - Loy gens en géndral sond mous, wmais assez dmoits et honnétes. Nulfle part il

" 1 . is plus difficiie.
west pius facile & arriver qu'en Aliomagne of en France, chez nous cest 10 fois plus Jifft

Ton Abel

Nous ne savons pas combien de temps les ressources d' Abel lui auront permis de rester a Berlin, Le 20 wmui en
tout cas, il est de retour 3 Christiania. Crelte aurait aiimé le garder auprés de lui, mais Abel se faisait un honneur
de rentrer au pays et de tespecler en priowilé ses devoirs envers I'Etat Norvégien qui lui avait permis ce vayage i

riche en expériences pour lui.

[l informe rapidement le Couseil de I'Université de son retour, pricisant qu’il avait fail de so.n rni_eux pour arteindre
les objectils fixds pour ce voyage, et profitant de I"occasion pour solliciler I"exmnen de sa situation. . o
L.z Conseil £tait prét 4 1" aider mais regrettait que “la situadon financiére de 1" Univerité la uiette dans I'impossibilité
absolue " offvir & M. Abel I"aide dont il a besein, étant pour le moment sans situation™.

*En frangais dans le texte,
*En francais dans le texte.




Ne pouvant oblenir un posts, Abel ne se décourage pas el Jait une nouvelle demande d’aide PLOVIROIE B0 s
lermes -

1} depuis longtemps [avais idée, en me consacrant compltement & I'énide des mathimaziques, de me rendre
dighe un jour d'étre nommé professeur & Uliniversitd, V' ose me flalter, maintenant que §'ai terming mon vovage
& Pétrangen d'avolr acquis des connaissances gui peuvent 8mve considérées comne suffisantes pour une sitiation
& ' Université, lorsque les civennstances le permettront. Mais dany Panente du Juer o wne felle yiration potrra

méchoir je suis absolument suns ressonrces powr me procurer méme e siraple nécessaire, et il en a été atnsi depuiz

roR retowr: Four powvoir vivre, je vals me voir obfigé d’abandonner complétement mes érdes, ce qul me serait
cacessivement dowlonrenx, au moment on ['espdrais justement pouvoir rédiger plsienrs travawr mathémarigues
commenciéy. Cela me ferait d'autant plus de tovt gue jo xarais glovs abligé d'interrompre une carriére d'owenr
diji cuntmencée & I'éranger, comme collaborateur du Journal dev reinen und angewandien Mathemattl, de Crelle,
paraisxant & Berlin, dons fe me permets de joindre lex liveaisons parues Jusqu’'a présent. Jose done demander au
Conseil wne subvention. aix conditions gue le Conseil frouvera convenabies.”

Apres beaucoup de discussion et de renvois d'ung administration 3 "avtre, le Consei) uceurde une bourse de 200
Thaters prélevés sur son propre budpel, sats obligation de remboursement.

Ly son cite, Crelle continue & se préoccnper du sort d’ Abel et cherclie & Iui procucer un poste 3 Berin, Les
deux harmmies correspondent réguliérement sur des questions mathématiques, et chague livraison du *JowmnaF' voit
la publication des nombrenx articles du mathématicien norvégien @ pas moins de guinze articles, sur les quatre
premiecs volungs,

Le # avril 1829, Crelle peut enfin annoncer d Abel I'obieation d'un poste 3 I Criversité de Rerlin ;

“Enfin, mow chen wrés cher ami, je pewx vour donner de bonnes noinvelles. Le Ministdre de Einstraction a Aéridé
drr vous appeler & Beriin et de vous ¥ nommer. Je viens de I'entendre & Ubiustant méme de I Beueche de {"homme qui
soccupe de cente affaive ay Minisire. ftn'v a done & ¢e sujet qucun dowe {,..) Vous pouver &tre dorénavant sans
sowci pour ce quf est de votre avenin Vous étes des nétres, et en sécuritd, Je m'en suis réfouis conmme 5f cela gvair
répondic & mes propres souhaits. Cela n'a pas éré sans beanconp d'cfiorts mais, Diew meve, cela o rénssi [ S
Avant tout, faites en sorie de retrouver wne bonne santé, et que le Ciel fasse que cette lettre vous trowve rétabli.
() Soyez hewrenx et vassurez-vous rout 4 fait, Vous venez dans wn bow pays, ot le climat est meillzin, pluy prés
de la science et d'amis sinceres qui vous apprécient f vous alment.”

11 était hélas trop tard. Abel était mort, deux jours auparavant le & avril 1829, des suites 'ne plitisie, de celles que
U'on appelle galopante. Il avait 26 ans, Crelle éorira dins son *Tournal”;

“Tous les rravaw d"Abel portent I'empreine d'une sagacité of d'une puissance d ‘esprit extrasvdinairey et vrai-
fent dignuanies, méme sans considéer sa feunesse, I péndtrait xon sjer 4 fond avec wne vigheur quei sernbluit
irvésustible, ile saisissait avec ime 53 extraordingire dnergie ot de si haur, et 8 5 est flevd § tel point au-dessus du

tivec de xon époque, que les difficulrés semblalent & #vanonir devant son enie Victorieun”
q e o

" étalt Sgalement distingud pav la purerd et la noblesse de son caractére, et par uie rare modestie, qui e rerndait
aussi aimable que son génde était extraordinaire. La jalousic des mérites d'autrui bui Stait chose toit-a-falt
dirangere. I érair bien éloigné de cette avidied d'argent ou de titres, ou méme de renommée, qui porte souvent
& se servir de la science comme d'un moyen de parvenic 1 estimair rrap hawt les vévieds qu'il cherchair pour les
verudre & si bas prix. Il trouvait ln vécompense de ses effores dans leur résidat mime, il était presque aussi heuwrews
d'une décowverte nonvelle, qu’elle eiit é1é faite par i on par wn autre, Les meyens de se falre valoir éraient pour
fui chose connue, il ne faivait rien pour hu-néme, mals tour pour sa chire science. Tout ce quif a 616 falt powr fui
proview exclusivement de ses amis, sans ln moindre intervention de sa part.. H g vacrifié sa vie pour fa science,
sans songer d su prapre conservanion.. Gloire & la mémoive de cet homme éguniement remarguable por sey talents
exiraordinaives et In puveté de san caractére. 11 g &6 nr de ces étres raves dont il apparail & peine un par siécle”
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Indications bihiographiques

» Les exiraits des lettres " Abel ot 818 pris dans ; Niels Henrik AREL, “"Mdémarial publié & Poceasion di cen-
renaire de sa naissance™ . Jacoh Dybwad, Koistisnta, 1902, qui contient T'ensemble de la correspondance J" Abel,
iradaite pour "essentie] en frangais, el précédée d'une “Introduction Tdstorique & sa correspondance” par Elling
HOLST.

» Chee Qrvsiein @ Niels Henrik Abel, Mathematic lan Extragrdingry, Untiversity of Mincsota, 1957 ; eaduit en frngais
mar Gill::s Chétrlet, dans la collection “Un savant, ane époque’ sius le tiloe “Abe!, wn mothématicien romantigue”,
Belin 1989,

BIerENES CA. . Niels Henrik Abel, Tablean de sa vie ar de son action scienrifigue, Paris 1885,

Pour ceux qui lisent le norvégien, une nouvelle bingraphie wés complite et détaillée vienr d'étre publide récern-
meat, par Arild STUBHAUG, saus le dtre Er torauskudt Byn, Niels Henrik Abel og hans 1id, ASCHEHOUG 1996
(598 pages).

Pape munuscrite 0" Abel tirée du livie de Oystein Ore
Miels Henrlf: Abel - Mathematiclan Exeraoredinary, New York 1957
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De la fraction-tarte au nombre

COQUETTE M., COUNIOT P., de TERWANGNE M., WARNIER A.
CHEVALIER A, DELAET L., DOCQ C., MALO A,
JADIN B.
GILBERT T., ROUCHE N,
Groupe d’Enseignement Mathématique (GEM) (Belgique)

Abstract

Chague histoire personnclle de Papprentissage des fractions commence i, avec les
premi¢res expéricnees concrétes de partage. Elle se poursuit longtemps, jusqu’a I'acquisi-
tion du concept de nombre, en passant par la découverle de diverses facettes des fractions
et des opératiens.

Le Groupe d'Enseignement Mathématigne (GEM) a proposé de revivee en quatre ate-
liers quelques-unes de ces étapes pour réfléchir a leurs enjeux épistémologiques. Ceux—i
se relient les uns aux autres de manidre complexe. Cette quadmpte intervention a précisé-
ment pour intérét de permettre sur une notion — en I'occurrence les fractions — un regard
d’ensemble depuis les balbutiements jusqu’i mie pleine maturité. [ est significatil de sur-
voler d'un seul coup un chemin anssi long.

Les quatre exposés ci-aprés présentent chacun une sbite de situations-problémes, des
€léments de solutions et quelques commentaires épistémolopiques. Chague séquence pro-
posee est congue ponr une recherche dans des classes dont le niveau est précisé ci-dessous.

Nous présentons, en conclusion, une analyse de I'évelution, au fil des quatre exposés,
du concept de fraction et du réle du contexte.

1. Savanis partages (primaire)
Dans ce premier atelier, la manipodation de différents puzeles eéométriques fait miri
le concepl de fraction et débouche sur les premiéres opérations sur les fractions.

2, Rapports et proportions (début du secondaire)
Dang cet atelier, les systemes &’engrenages et de figures semblables offrent 1 occasion
d'utiliser les (ractions en tant que rappotts, d'accéder aux éeritures littérales ot A diverses

opérations sur les lractions.

3. Modeles pour calculer avee les fractions (fin du secondaire)

Probabilités et phénomenes de croissance expenenticlle sont des contextes riches pour
I'usage des [tactons, Une vccasion est ginsi donnée aux gkeves do (relcomprendre les
opérations sur les fractions (misux vaut tard que jamais) ct de progresser dans 1'idée qu'ils
se font du nombre.




4. Des décimaux aux nombres (fin du secondaire - début du supérieur)

Des idées que les émdiants se font des nombres (réels) sont multiples : éeritures, points
sur une droite, parfois objets ou résultats de calenl, Des questions sur I'écriture décimale
donnent 'occasion de voir comment ces divers aspects se rejoignent on divergent el de

Cerfler un pen nieux ce que sont los nombres réels.
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1. Savants partages' : Puzzles de fractions

1 Introduction

Nous avons initi€ les enfants avx fractions avec les 6 puzzles suivants, de difficulté variable.

| 1

{1} famille 6 et o
11 1

3y famille — = ef —
{3} fami ed 2 € 5

. 1
forme non conventionnelle pour n

'Ce texte a été rédigd par MARTING COQUETTE, PATRICIA COUNIOT, MARTING DE TERWAKCNE el ANNE

WARNIER.
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. R 1
(2) famille 510 et 0

I

1 1

L, 11
(4) famille 1316 ef %0

! est lintrus
20




11 1 11 1

3} deux famill vt — et —

{53) deux familles 510 ¢ g (EJ} famille i et 6
11 . 1 I o . ) .
316 ef 2 £8 quarts representes ne peuvent reconstitner

I"unité par simple assemblage,

Ces 6 puzzles sont travaillés au sein d'une méme classe. L'expérience a déja été vécue aux
divers niveaux de I'école primaire. Dans 1a suite du texte, nous parlerons du ravail réalisé avec
des enfants de 7 ans.

Chaque enfant regoit les pisces prédécoupées d'un seul puzzle. A lui de le refaire sans
maodéle. Ensuite, il nomumera chaque pigce par un nom de fraclion la feuille Ad érant 1'unitd,

Les fractions d'une méme famille sont inréressuntes & éiudier car elles onr des vapports
simples entre elles, tandis qu’on ne sair quel rapport frouver eawre des fractions “prises a la
salvage " camme 13, L8, 15 . Plutdi que de se limiter & quelques fractions simples (172,
113, 1/4) avec les débutants, nous optons pour U'étude de families de fractions.

L’activité se déroule en trois temps

- reconstituer le puzzle

- rechercher le nom & donner & chaque pigce

- vérifier les noms de fractions choisis
Les deux premiers temps se vivent consécativement et prennent ensemble une demi-matinge.
Le troisi¢me temps prend environ 5O minutes pour un puzzle,

2 Reconstituer le puzzle

I'Institvtrice donne la consigne suivante ; “La feuille Ad, c’est le gitean enter, Uunité. A
vous de reformer le phitean grice 2 toutes les pidces que vous avez recues. Quand votre puzzle
sera réalisé, il faudra coller chaque pigce et repasser sur les contours pour qu°on puisse les voir
de loin. Aprés 5 minutes, ceux qui ont des trouvailles A partager avec les autes auront Ia parole,
mais pour I'instant, cherchez tout seuls.”

Les enfants n'ont pas le modéle de lewr puzzle et doivent donc “anticiper” son plan, 'imaginer
dans la téte, Le fuit de manipuler les piéces du puzzle plutdt que de les recevoir défit agencées
aide l'enfunt dans ses mowvements mentaux (translation, rotation. . . ), mouvements g il anilis-
era par la suite. (est powrguol nows chaoisissons de donner un puzzle & reconstituer plutét
g’ in partage dessingé.
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Llinstinatrice invite les enfants & partager lewrs réflexions er a améliorer leurs assemblages
par comparaisans. Elle organise les dchanges sans jomais donmer de solutions.
Pour ne pas handicaper la suite de 'activité, elle vérifie chague puzzle avant le collage. Elle
veille & ce gue la disposition des piéces soit éclairante pour la recherche des noms de fractions.
H v a en outre beaucoup de découvertes géométrigues.

3 Nommer les piéces

La consigne est la suivante : “Nomumez chague piéce de I'enticr par un nom de fraction
¢’est-3-dire un nom de morceau. Faites votre recherche individucllement dans un premier
temps.”

Les enfanis ne maitrisent pas le mot “fraction”, Celui-ci a été traduit par “morceau”, ce
guf lenr rappelle les inorceaix, les parts des gdteaux d’anniversaire.

Lors de la mise en cominun, une véritable construction collective du savoir prend forme ;
ur enfant arrive & meitre en mots une explication logique gui convaine le reste de lo clusse.
Certaing s'en trouvent confivanés dans leurs tdtonnements et d'autres ont enfin une piste gui ley
satisfait.

Suivons pas A pas les stratégies utilisées par les enfants.

Premier puzzle : famille 1/2, 144, 1/8, 1/16 et 1/20 (infrus)

Nommons chaque piéce.
Comment commencer 7 Prendre le A, On vout qu'il va 8 fois dans
IPunité, A vaut dmlc . On peut prendre ensuite lc + rectangu-

laire, B ou C, 3 du humcmc A

Ensuite, remargquens que D, E et F forment un rectangle et, de plus, que D et Fsont ensembie
égales h E. Ces 3 pigces forment done 2 parts E. On compte combien de fois ces 2 parts vont
ensemble dans 'onité ou dans 1a demi-unitg. On voit, en déplacant mentalement les 3 pigces,
que ces 2 parts E voot 4 fois dans 1'unité et done que la part I y va 8 fois. Dong, la part E vaut
§ et fes parts D et F valent chacune un demi-huitizme, soit ;.

Cette activité permet aux enfants de comprendre poirguoi une fraction porte i tel nom et
pets un audre. Ce 1'est pas un nowm avbitraive.

Une part tricngulaire a la méme valeur qu'wne part rectangulaive | Deux formes différentes
penvert avolr la méme aire ou représenter i méme fraction de la méme unité. Clest un choc
pourr certains enfants.

On joue avec double et moitié.

Le suppm‘r pmvoque fe calcul : cex formes ensemble sont dgales & celle-ld. On additionine
3 et 15 ¢t o obnmr 5 €fnom o L1 Pour ceriaing, ¢'est d'abord faux. .. et puis, ¢’est un "calcul
avec des maorceaux” { rfefrf,.'cm d un calewl avee des nombies entiers).

Certains cnﬁ:mta expriment spontanément 178 sous la forme un demi-quart qu’ils écrivent

ainsi : i o 4. Dars ce cas, “quert” est une nouvelle unité. fis ne disent pas “1/2 de 1147, Les

i
o 3 . 3 5 1 5 ¥ .
enfants n'éprouvent gucune difficnité & voir I'égalité entre % et . Remarquons que le demi est
la sewle fraction gu'on pewr utiliser sans "de”.
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Remarquons enstite gu’on peut regrouper H, I, I, K, L et gu’cnsembie ils prennent la méme
place gu’un quart comme M.

il est done imporiant d'avoir bien placd les piéces !

3.2 Deuxitrue puzzle : puzzle spécial pour ceux qui “voient loin™ en 28 année primaire
(174, 1/8, 1/16)}

1-— 1 = 3 :Ppremiere soustraction avee une fraction !

Retour au sens du nom de la fraction : non seulement 1 va 4 fois
dans 'unité, mais aussi. dans Uunité, il y o queatre gquarts ! " ai
des quarts. Comblen vais-je en manger si Je vewx manger tout Ie
giteau 7

C'est autre chose que de voir combien de fois un morceun peut aller dans le gitean ef en
condzure que 3'il y va 4 fols, c’est é. D¢ la méme memiére, 5i 1 = %, - %, est-il done vrai gue
12 s . A . ; . .

L= 3 ? Ce n’est pas sitr pour tous lex enfants de cet dge (7 ans), Hs ne pergotvent pas bien les
fractions dont le numérateur est diffévent de 1. Suivant | ‘dge des enfants auxquels on s'adresse,
an constatera ou non cette difficulté.

b I

;3=

Les enfants pergoivent cette division ainsi : 3 morceaux : 3 = { morceau ef non conme lu
division & une fracton par un nombre.

s prennent dgalement conscience de Pinvariance du guart. Un guart peut prendie des

Sormes différentes.

Comme les piéces sonr inamavibles, il Jaur faire les wransformations mentalement ou les
imaginer & {'aide des mains.

Le vile de Uinstitutrice est de faire se vencontrer cenx qui peuvent donner dex indicey et
ceux qui doivent en recevoir,

Dans ce puzzle, le % est trouve par % queart parce gis'il est impassible de voir sans le dé-
couper, qu’il va 8 fols dans le ghteau comme dans le purzle précédent. Done, ici, $'unique
chemin pour nommer lg piéce F est _}1 2 2. Ce n'est donc plus la forme de la piéce gl est
impovtante. Cette complexité ne se rerrouvera Jamais dans un partage de tarte hobituel. Notons
tonitefois que o'est la dewxiéme fols dany ce puzzle que les enfants constatent que le quart coupé
en 2 est % la premiére fois, le report du huitidme huit fols dans Punité était possible,

33 Puzzle avec 2 familles (1/5, 1/10, 1/20 et 1/8, 1716, 1/32)

Les enfunts one des difficultés & vetowmer & Vunité de référence.

Comtrairement & une initiation traditionnelle aux Sfractions, nous 3 _H_ !
attirons. ou travers de Uactivité, leur attention sur {importance G 1Tk
de cetre unité de référence. B

La strarégic des enfants fait penser au caleul de Uaive du reetan- ek
gle : on compte combien de fois 'unitd d'aive “va’ le fang de la A

largeur. Cette premiére bande étamt comptée, on la mulliplie par
le nombre de bandes du grand recrangle.
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Dans leur démarche, les enfants miment le report des différentes pitees duns Uunité powr
vérifier les noms des fractions vouvés. Certains “reportent” fusgw'au demi-puzzle puts mulvi-
plient par 2, dautres ont besoin & aller jusqu’a Uunitd,

4  Vérification des noms de fraction choisis

Le lendemain, les 3 ou 4 puzzles ayant les mémes pigces sonl

exposés au tahlean,

Cest Doccasion powr tous de remarguer qu'une méme fraction |

peut avoir plusicurs noms. Les enfunts remarguent @ nouveau ’

gue des mémes pieces peuvent 5 agencer différemment. l

Quand il y a une ervewy;, adulte ne tranche pas mais demande une explication, une justifi-
Caticn cOnvainguaite pour le groupe.

Chaque auteur vient justifier sa proposition et la correction s’ opére.

Lorsqu’on semble tous d’accond sur les noms des pizces, on procede a la vérification : la
somme des fractions du puzzle vaut-elie bien Uunité ?

Vérifions-le pour le puzzle {4}

o4 1 1 L 1 1 1 = L 1 1l
w T om tos w et st gttt o oyt %+t o

1 L 1 I T | E:a =
& + 5 T B g toi + E
1 L i1 1
El + i gt 1

1 1 =

R + 2

2 —

z =

1 =

On peirt faive le lien avec les longues additions d'enfiers ol on doit se débrouilier pour
regrauper efficacement.

On écrit le calcud qu’on voit sur le puzzie.

On voir les fractions équivalentes pius qu’on ne les calcude @ ainsi B et C recouvrent par-
Jaitement A (soir 2/16 = 1/8). On donne un sens géomérrigue a {équivalence des fractions.

Pius on fait de vérifications de puzzles, plus chacun fait ses propres regroupements, avec
ou sans support concret. Certaing se sentent préty g ldcher le support, d'autres pas. Hn'v a
pas d'obligation & le faive. Certaing aussi restent dans de mauvaises habitudes © pour eux,
I+ 14=1/8. La, Vinstitutrice les oblige & retourner ai support (envie ou pas ),

Il 5'agir d'une phase importante de structuration. Les découvertes individuelles sont parta-
gées collectivement et arguidrent le statut de connaissances savantes. Cette vérification se fuit
collectivement pour les 2, 3 premicrs puzzies et chacun procéde individuellement par la suife.

Certe troisiéme phase de activité permnet a chacun de 8 approprier les différentes stratépias
mises en aeuvre par P'un ou Uautre lovs du travail antérienr: Elle permet également de fixer les
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+

acquis nouvedny en fey formudant aux autres.

5 Commentaires

A ce stade-cf, i nous semble intéressant de s attarder sur guelgues réflexions de fond,

Les familles de fractions sont des ensembles de formes qui présentent wne structure et gui
provoguent une réflexion mathématigie en sutvanr une lo, un rythme. Cette régularité perimet
aux éléves dapprocher avec plaisir des notions relativement complexes.

Dans ces familles de fractions, nous avons toujours privilégic les fractions dont le muméra-
tewr est 1, fractions qui nous pardissent les plus naturelles. Historiquement, elles ont déia éé
privilégiées par les Egypriens. '

Phatdi que de proposer aux enfants de partager Uunité en n morceaux (démarche classigue),
Facrivité puzcle leur demande le travail inverse © recomposer Punité en reportant » fois le n®e,
c'est-d-dire le morceat qui, muliplié par n, donne Vunité. Ce qui implique qul'on travailie
essentiellement la division contenance plutdt que la division partage, et ce dans un contexte de
FHESHIES.

De plus, cette oprion provoque la multiplicité des svmboles pour un seul objer: des formes
différentes représentent la méme fraction, des écritures différentes parlent de la méme.form.e,
de la méme fraction. I

He b
b [ral—
ol =
OCl‘l e

A=R

Lors de lee vérification, Uaddition de routes les fractions trouvées se fuit naturellement, sans
regle abstraite. grice ou support géométrique en'est le puzzle (cfr. 4).

Lu plupart du temps, certe démarche ne demende qu'une estimation & vue et | ‘emploi
d’ételons naturels (la gomme, les doigrs, ... ). EHe demande pourtant une grande précision :
on pent penser avoir réalisé un puzzle corvectement alors que Udgencement Savere Jaux, Alnst,
dans le puzzle (1), les dewx rectangles A et B peuvent éire mal positionnés (voiy paintillés sur le
puzzle de lg Figure 5.7),

268

Fig. 5.1 Fig 52

Les enfants qui ont passé le cap “pratigite” du découpage en Bols, peuvent se permetire
de voir la transformation efficace d'un guort en wne awive forme {ainsi la picce D recouvre en
3 morceaux les pieces A, B, C de la Figure 5.2 ci-dessus). De feures enfants n'y arrivent pas
encore er done épronvent plus de difficulté i se convainere que D est 1/4. Hs dotvent pour cela
aller plus loin dans lewr rolsonnement.

Tous les enfants n'arvivent pas a mises en commun avee les mémes éléments, les mémes
trouvailles, les mémes supports, ... 1 ne s’agit done pas de vérifier que towt le monde ait la
honne réponse.

A ce momeny, il y a une véritable interaction @ wn enfant qivive 4 meltre en mots une expli-
cation logique qui convaine le reste de la clusse (¢fv 3} Une collaboration sétablit enire ceux
qui abstraient facilement et ceiix qui éprouvent le besoln de manipuler fusqu'ai bout. Ainsi, les
dewriemes fonr la preuve pour les prentiers. Dans lo recherche de la valewr des pieces I 1,
K, L dir puzzle 4 fof. 3.1}, certainy enfants reportenr 20 foiy une de ces piéces en dénombrant,
Justifiant ainsi la réponse rouvée rapidement par les auires.

Individuellemant et collectivement, les enfunts veproduisent plusicurs fois ley mémes dé-
marches dans des contextes diffévents, entve autres, celle du report d'une pidce & Uintéricur de
Pumitéd. La vépérition des démarches, sans powr autant parler de drill, permet a chacun de fixer
fes notions découveries. Parlons de "variations sur un théme connu’™.

Les puzzies somt de difficuliés variables. Clest Pinstinutrice gui décide qui va faive tel ou
tel puzzie. Parfois, clle se trompe © certains éléves “bloquent” dans la réalisation du puzile,
ne percoivent pas la piéce dans 'ensemble ou peinent dans les noms de fraction & donner
Liinstitutrice n'enléve pas lewr puzzle mais les fait vencontrer un compére gui a regu les mémes
pidces. I ne fout done jamais donner un seud exemplaive d'un puzzle dans la classe.

Cette activité remet chague enfant foce & ses quesTioNNEIEnIs MERIAWY, PErsonne n'est ga-
gnant au départ. .. et cenx gui le sevont & {'arrivée ne sont pas toujours ceux gu’on croit.
L'enfant est donc confromtd & lui-méme, ceci provogue parfois une insécurité “dramariqie”
pour ceviains enfamts irés seolaives voire premiers de classe. Aprés {activité, chacun est en-
couragé, voire poussé & exprimer ce gu'il a vécu, comment il U'a vécu. Clest I'occasion de
metire en valewr des enfants moins “scoluives” dans des activités plus classiques.

D autre part, centains enfants sont obligds d’abandonner lewr propre disposition de pieces
ait profit d"une autre plus efficace et doivent done preadre du recul, se dégager de U'affectif mis
dans tewr ravail. . Démarche 6 combien difficile chez de jeunes enfants !
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6 Prolongements

Aprés ce premier travail avec des puzzles de fractions, les enfants savent, intuitivement et
avec des pices de puzzles comme support concret, simplifier des fractions fnotion de fractions
équivalentes} et additionner des fractions de méme dénominateur on de dénominatewrs multi-

ples I'un de I"antre. Conunent amener la nécessité de mettre des fractions yuelcongques av méme
dénominateur ?

Tl nous parait évident que cette recherche ne s'adresse plus A des enfants de 7 ans. Elle
poutrait trouver sa place en 4™ on 5°™€ année primaire.

Nous avons eu I'occasion de tester une activité visant ce bul avec de futurs instituteurs
{éwdiants de 2% pormale) ct avec des enfanes de 48 g 5ome prinwaire. A chague fois, nous
avons distiibué un rectangle purtage en trois morceany.

6.1 Compte-rendu de ’expérience avec les normaliens

A T"école normude, ce puzzle a été intégre dans une éflexion méthodologique plus large,

1y - H " 2 ? "
Reéalisez le calcul A + TR

Tous les émdiants appliquent la régle de réduction an méme dénominateur.

Le professeur: “Imaginez que vous avez devant vous quelqu’un qui ne sait pas additionner
les fractions. Comment allez-vous pouvoir lui permettre de comprendre comment ¢a se passe?

Je ne veux pas ume explication de la régle. Mais que vous permettiez 4 la personne de se
construire sa régle.”

- "Comment peat-on trouver une chose qu’on n’a pas apprise soi-méme?”
Certains étudiants refusent obstinément de croire qu'ils sont capables de penser une de-

marche dont ils ont eux-mémes été privés.

Ces réflexions sont typiques d’étudiants, mais aussi &’enseignants qui sont invités i réaliser
une rupture avec leur propre histoire d’apprentissage et doivent affronter I"angoisse de 1'inconnu.,

6.1.1  Nommer les picces
“Pour chaque piéce du puzzle requ (cf. Fig. 6.1), trouver. des noms de motceaux ( pas des
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noms de forme) de deux sortes différentes (ordre sans importance):
» ce nom est une seule fraction
e ce NOM 56 présente sous une autre forine gui vous parait intéressante.”
Par exemple ;

Fnoms donnés aTa pigce (1)
42 21 7 14 101
20" 036 ' o122 ' 24 7 18
10,1 1 1 1 1 1
J— [ — - e — + —_ + - \
mt% o 9T m'mtats

il

T1o/1 1 1 1 1
bl Bl I = .
478 \4 24 124 4
11 1 1
3T 13

Fig 6.1
“Est-ce que ces écritures sonl correctes? Clomment vérifier et comment visualiser cela?

La vérification des éerilures une & une améne des constructions.

. . 10+5 .
Avec les 187, ga ne tombe pas juste : —=. - \
. o

¢ le quadrillage en 72 permet de ne pas avoir & “coller des morceaux™. ..

Ral—

; rorenante a1 P
* la représentation de £ — L donme unc forme surprenante au ;. De méme, ;
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ertains enrdiants n’arrivent pas i se convaincre qu'il s’agit bien 1i de 1/3.

La difficnizé est Ia suivante: nne part “
la nécessité de recouper cette part.
§"observe defa dés I'école primaire!

3 ne va pas” x fois dans i"unité. Certaing éprouvent
it H FYORT] : o
Ca fait béte”.Cette difficulté du retour A in manipulation

& des 2458 54%5 3g4e3 14465 apparaissent.

La noti action équiv: tenlis
ion de fraction équivalente est particuliérement mise en évidence dans cette activite :

742 42 34

§ 12724 3 72 i
Pour la pigce (1}, nous cloturons I activits apres avoir dhessé

de ses noms significatifs : le tablean sufvant, reprenant 4

v Zeule fraction

nre soyane e S fra ohicn s
alaiy s nivess de la wen i st oo ——42 ——lg —1

= +

72 15 ZE

Fracticns irrddyetibles 7
= 1,1

—_—

Ce tableau permet de meitre en évi
1 évidence que le support du ' i
ablcan pe : : puzzle et les dé it ’
engendre n Imd‘mt pas la notion de PPCM : e découpage en 12%% ue figure paqco)l;ﬁ?}% els fIl;d(iﬂ
coupages “significarifs” (¢’est-a-dire clairs au nivean de la manipulation) . =

612 Vers Uabstraction

“D’un autre puzzle,

e n'ai gardé, pour identifier unc pié - &
Comment faire pouy N g N

1
trouver le nom de cette pigce en une seule fraction in‘éduc‘tib]eﬁl'?’:

Propusitions:

S— L7 s
¢ Pour trouver 13+ 0N 2 fait 3

xd4=17etd +4d= i
donne un hon dénominater, 7 Tel, on peu feve: 4 x5 =20. Cela

272

1_2_3_4_5_6__7T_ 122 3 arda o 3 g fai
. sh AT ETB T mT AT et y = ; = py et dés que je trouve 73, je fais

ﬁ+1—2_ﬁ i 2 A 5 & _ 1_2_3 4 8 ;

!')e méme ;m,‘_]e_t.a.ls.ag = 1a :wﬁ =gy =g =ty == gl dés que

je trouve o5, je fais 35 + 55 = -

En fait, on a cherché le nom d’une pidce conunune qui convient (ici, ;—J) ot par le jeu
des fractions équivalenies, nous avons pu délerminer le nombre de fois quc cette piece
comrmune entre dans 2. dans 3, et enfin dans 241

o Les diverses tentatives de constiuction de la pidce ; - ;1 pour trouver un seul nom
échouent, sauf celle qui travaille explicitement sur les deux dimensions du rectangle unité.

77
v

+ “T"al mis les 2/5 horizontalement, et le 1/4 verticalement;

comune ils se superposent, je remonte deux bouts du /4 &
cOté de Ta pidce verticale. Chaque petit bout représente 1/20
de 1'unité; pour m’en convainere, il suffit que je prolonge
les lignes de construction et que j*en guadrille toute I'unité.
Sije pense a réaliser ce quadrillage, je découvre la réponse:
13/20, et je vois effectivement qu'elle est correcte.”

6.1.3  Est-il nécessaire d'aller pius loin?

s

5

: . Trouvez le plus vitc possible le non

“Refaites la méme démurche avec la piece *
irréductible en une seule fraction”.

Ceux qui ont encote envie ou besoin de constiuire un puzzle vont se rendre compte qu'ils
débordent de 1'inité, et qu'ils vont done aveir i en utiliser plusieurs. Les étudiants en formation

n*ont plus besoin du support des puzzles pour justifier leur démarche:

5 10 15 20 25 7T

e ——— o — = o= 2 B = e,

6 12 18 24 30 15 30
d’ol la réponse:

5 7 23 14 1 13 3

= 2 i iy
Tt wm o T
Certains procédent comume ceci

6 12 8 12 6 12 18 24 350 & 12 18 24 30
15 — 15 3 - 15 30 — 15 30

Cetle démarche est une méthode artisanale pour trouver le PPCM.

Tout ceci met en dvidence le fait que le PPCM n'est pas “un prérequis nécessaire” & la
construction de la somme des fractions, quelles qu'elles soient. On peut aisément mener ce
travail sans jamais le mellre en €vidence en tant que tel.

Par contre, il ost intéressant <’ obsesver, au moment de ce (ravail ou & un autre, que rechercher le
“dénominateur commun le plus petit” corespond & une démarche mathématique qu’on retrouve
également dans d'autres contextes ob elle permet de résoudre des problémes “d optimisation”.
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6.2  Compte-rendu de ’expérience avec des enfants

Un rectangle partagé de la méme fagon a été proposé a des enfants
de fin de 45 annge primiaire, enfants qui 1'ont jamais trayailld
tes puzeles de fractions avparavant. IIs ont ravaillé cn alternance,
dec maniére individuelle, & deux et collectivement. Certains en-
fants se sont passionnés pour activité, d’antres ont ea beauconp
de difficulté & chercher individuellement ou 4 deux. IIs one toute-

tois, pour la pluparr, participé activement i la mise cn commun,

Le professeur a donné la consigne suivante :

les enfants ont tapidement trouvé le nom de I pigce (1) : 1/4

Cormment trouver les 2 autres fractions 7

En tracant certaincs lignes, les enfants dégagent la valeur
d’une partic de ces morceaux. Ainsi, en prolongeant les denx di-
agonales du rectangle ¢t en tragant les deux medianes, il est clair
que la pigce (3a) vaut 1/4 et la pidce (22) 1/8, An passage, un
cnfant remarque que la pigee (1) vaut £galement 2/8.

I reste a évalver deux petits morceaux, (3b) et (2b). Comunent
faire ¢

Quelques enfants proposent des pistes “géométriques”,
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{3}

\ {2)

f

“Recherchez le nom de fraction de chague morceau,”

Un enfant voit wois [ols le trapéze (2b) dans le viangle formé
par (2b) ex (3b). En effet, (2b) peut se placer entierement unc fois
en (3b) ct lorsqu’on déplace sur (2b) les morceaux restant de (3b},

ils recouvrent parfaitement le frapéze.

1 conclut que la pigce (2b) vaut ke tiers du huitieme, 11 éprouve
des difficultés pour la nommer enine seule fraction. En proposant
aux enfants de regarder combien de fois la pigce (2b) va dans le
reclangle, le professeur déblogue la situation. Par dénombrement,
les enfants constatent que cette pigce rentre 24 fois dans lc rec-
tangle et ¢n vaut done le vingt—quatrigme.,

Toujours pour découvrir la valeur de cette pitce (2b),. un autre imagillzne de -Fl'ctltnsfonltul:::‘
le trapéze (2D} en un Wriangle (Fig. 6.4). 1 exp]ique que le ma,ngle A ma(:qux-u::3 Il)alt?J (Em;n:zm
wiangle B. 1l suffit de le “retoumer” (geste 4 1'appuil, Porsqu on a trgnstonn 1e ll:apezé A
en triangle (2¢), il constate que le wiangle (2c) va 12 fois dgns un demi-rectangle (Fig. 6.5).
vaut done 1/24. Et le trapéze aussi. La pidce (2) vaut done 1/24 + 1/8,

Fig. 6.4

Une autre manizre de trouver la valeur de la pigce (2) cst de re- l{%){
marquer que cette pidee couvee “deux bandelettes”. T suffit de BBl
déplacer la pigce (2b} en la tournant. Flle complete la bandcllette
0. De la méme manigre, (2d) compléte la bandeletie E. La pitce
(2) vaut donc L/ ou 2/12.
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Remarguons que certains enfants s’appuient intuitivement sur les isoméirics. Notons égale-
ment que quelques—ns ont partage le rectangle en douzidmes, contrairement aux normaliens.

Certains enfanis proposent de quadiiller le rectangle.

Tegs influencés par les mesures conventionnelles ¢ aires, s travaillent cn cm?. Le rectangle
complet compte 54 cm?. La pigce {1} compte 13,5 cm?, nombre venant, pour certains enfants, de
la division de 54 par 4. Les nombres de centimétres cames complés dans lcs deux antres parties
sont compiis entre 7.5 et 16 pour Ia pidce (2) ct valent 34 ou 36 pour ia pigce (3}, Comment
domner ensuite le nom de fraction de ces denx piéces 7 Les enfants en sont incapables,

Les dimensions du rectangle sent enticres (6 et 9 em}. Cela facilite le quadrillage en uités
conventionnelles. Toutefols, ce dernicr réalisé, la tiche se complique @ il ¥ a beaucoup de
carres et surtout beaucoup de carrés morceids. Cela provoque une difficulié de comptage. Les
enfants ont €1 bloques par i usage des unités conventionnelles et n’ ont pas profil€ d'uniiés plus
adéquates. De plus, ils manquent de précision dans leur trace, ce qui induit quelques etteurs.

Rassemblons ces différents noms de fractions donnés i la piece (2)

1/6=2/12 - 4/24 = 1/8 + 1/24.

Les égalités entre ces fractions ne font aucun doute pour les enfants. Ils ne savent pour-
tant pas additionner des fractions. La demigre ¢galité n’a pas ét trouvée par calcul mais par
chservation des différents découpages proposés,

La vuleur de la pigce (3) ne pose plus de probleme. On observe qu’elle vaut:

2-(1/8 —1/24) = 7/12,

On peut se baser sur des exemples d’égalité conune celles—Ia pour trouver ensuitc des régles
de caicul.

L’activité se termine par un retour au quadrillage en cm?, 1i est enfin passible de connadtre
les “bonnes réponses” ! Les enfants maftrisant déji la notion de fraction équivalente, ils petvent

iransformer 1/6 en 9/54 (pur calcul), Te nombre correct de cm? de la piece (3) s'obtient par
soustraction ; 54 -~ 13.5 -6,

7  Conclusion

I nous semble que I apprache des fractions ici donne - ou redonne - du sens & la fraction en
tant que telle autant qu’awx opérations des fractions entre elles,

Le comtexte sert & visualiser des fractions et des opérations avanl de et pour les comprendye.
Que ce soit a4 I'éoole primaire ou en deuxiéme normale, I'égalité visible géométriquenient ne
pose aucun doute,

Ce support géométrique a un sens purement pédagagique, “graluit”, mais indispensable
pour ancrer les intuitions de manigre ducable, Plus tard. .. bien plus tard, lors de 1'éude des
probabilités par exemple, une non compréhension de fonetionnerment des opérations sur les
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fractions (compréhension que la géoméuie permet) obligerait & s'attarder & nouveau sur les
bﬂsi; travail de puzzle permet d"approcher des fractions dans un seul contexte. Notre eqthiu—
siasme & vous parfager ces expériences ne doit pas vons e1)fermer dzmsl cette 561:lle approche.
Par exemple, nous n'avons pas du tout envisape I'aspect otjdmal dfas fractions. M,als c‘e Icorfltext?
géométrique provoque le passage au calcul comme ung économie de temps, d’énergie face a
des manipulations qui deviennent lonrdes.
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2. Rapports et proportions!

1 | Longuenroun L ‘
1€ partie : A partir de rectangles 2| largeur oul | —
3 | Périmétre ou P .
: A.  Activités 4| Aireou A ‘
I B - \
L) LA . - ape . |
! . Volci une série de questions proposées & des éleves du premier degré. Nous vous invirons Tab2
: a y répondre et & relever les différentes facettes des Jractions ainsi que les opérarions sur les ‘
| : [freections.

3.2. Ce tableau traduit-il aussi unc situation de proportionnalité 7 |
1. Des rectangles

3.3. Dans ce tableau, on passe de la ligne 1 & laligne 3 en mltipliant par 1?‘ et de la ligne 2

L1. Dessine plusicurs rectangles dont la largeur vaut les % de la longueur. ala ligne 3 en multipliant par le nombre 7. ol vienncnt ces nombres ?
L2. Rassemble les dimensions de ces rectangles (et de ceux des antres &iéves) dans le : 3.4. Par contre, 1 aive n’est pas proportionnelle & la longuenr. Quelie formule lie les nombres

tableau ci-dessous ; defaligne 1 & ceux delaligne 4 7 j
| Longuewrou L ! | 3.5, Qu’en esl-il entre les nombres des lipnes 2 et 4 7 ‘

| Jarg_em' vud

! 4. Visualiser des formules par des dessins

Tabi 4.1. Interpréte géomélriquement les résultats relatils aux aires obtenus en 3.4 et 3.5,

L.3, Ce tableau traduit-il une situation de proportionnalité 7 Ex plique. 4.2. Combien de fois le carré construit sur ta largeur du rectangle est-il contenu dans le caird
construil sur la longueur de ce rectangle 7 Vérifie le résultat algébriguement.
2. Unc famille de rectangles dans un repére
B. Solutions et commentaires® ;
Dessine ces différents rectangles dans un systeme d'axcs avec un sommet i 'origine ef les '
deux cGtés issus de ce sommet alignés le long des axes. 1.1. On donne un rapport entre deux dimensions. Ce rapport doit étre utilisé comme

fraction-upérateur dans la construction effective d'un rectangle.

Que penx-tu observer a propos des quatriemes sommets 7 Comment peux-tu caractériser

leurs coordonnées ? : On engendre ainsi sans le dire une famille de rectangles semblables.

3. D’nn tableau vers des formuoles L2 ;
3.1. Reprends les donndes du tableay 1 dans le tableau 2 et complite-le en donnant pour LD ngueut ou L, 2,3 i 7.5 ! 4 10 6.5

chaque rectangle, son périmétre et son aire. - largenr ou 2 1 3 0.4 1.6 4 2.6 :

Tab.3

1.3. On trouve aisément que lc tableau 3 est an tableau de propoitionnalité ; en effet, tous
les nombres de la deusieme ligne s'obtiennent en muliipliani les nombres correspondant de la
premigre par £, On retrouve la relation

I i i fligé
of atelier a €16 congu ot le texie redige Ay
> par ANNE CHEVALIER, LUCTE DE LaEL, CHRISTINE DOCO &
KORE MaTo R : 2L ey dillérenles facettes des fractions et les opérations sur les fractions sont en italigue dans fous les cowmen .

laites de o docwnent.

2
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2.
=L
5
Par ailleurs, on peut aussi observer que quelle que soit 1a valeur [, ct son correspondant |,
ona
Loh
T =3
C€ qui peut Egalement s’écrire sous la forme
L 2 i
L=l

C'est Ioccasion de mettre en €vidence que £ et
schématiser la situation de Ja fagon sujvante :

kaln

sont deux epérareurs inverses, On peut

4

L

il
-

969

EE— . s 2 3 - R TI 5
On conclut ainsi que diviser par 5 revient & multiplier par g
2. Cette question permet de faire Ie lien entre similitude,
En effet, si on place tous les rectangles avec
quatiiemes sommets sont alignés sur une demi
les diagonaies des reclangles.

proportionnalité et équation de droite.
une longueur le long de I"axe des T, tous les
-droite issue de Vorigine qui se superpose avec

A

¥

Fip ]

Les coordonnges de chaque point de cette demi-droite corTes

pondent aux dimensions d'un
teclangle de cette famille. Op passe aingi

i 2 .
de la formule ! = =L & i'équation ¢ = =,
)

ko

qui caractérise tows los Points de cette demi-dr

oite. On a vn lew géomidtrique de points carac-
térisé par une formuie algébrique.
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¥ 3 - M ax 5 &, on esl ﬂ[llel]é 5
41 par contre, on P ace 1ois ]ES I'ECtﬂllﬁieS avec une ]algeul s ["axe 5 X, (=
ol P s de:
e(pl‘il‘n@l' L en fOI]CtiOI'I de et on pﬂSSE

=4 =

5 . 3
—{al'équation y = PEa

de la formule L =
D = = ici 2 u stami
2L & I'équati 2, le coefficient £ passe du
- { = 2L aéquation y = [, H dusst
s le passage de la formule g AT oy AT - pombres, Ainsi son
’an:eur}:xgis-sim sur des longueurs i celui d opérateur apissant sov des 1 A
d opérd £ K :
X i bre. . ;
rapproche de celul de nom ‘ o el o concent de
Smrl#dscailliﬂrs les représentations graphiques donnent "oceasion de travaille P
. , i fetd 25 FApROTS.
pente et d’ interpréter ainsi les coefficients £ et 3 comme des rapp

3.1 ..
5 7 4 10
1 Longuewrou L 3 2.5 73 014 o )
1 3 . .,
2 largeur oul 2
, : 11,2 28
3 i Périméreon P 14 7 21 ] 2.8 ! 4 -
4  AlreouA 10 2.5 2.5 04 6, ]

Tab.4

o les rapports
3.2, Pour comparer les éléments des lignes 1 et 3, on peut, par exemple calcider i
strivants *

bz

o

e
a 7.5 13 5 1 10 5 4 40 5 10

5 b

Pr— 3 R B H
177 1421 42 142,86 2@ 14'11,2 112 14°2% 14
i

—

il 2| = elnt[‘ e 3 ﬁ]l- en f : 3 d 2 t a (1% P
OpOTLGn g . I o .

: de rén hgl]CS 2 et 1 faisant des calculs YPe. -

Cil v e les o 11 5 du meme e, on lrouve

304 4 1
M 21 28 W T

2 p—
11
i X i ité entre les lignes | et 4.
Par contre, on 5" apergoit rapidement qu’il n'y a pas proportionnalité entre c
ar , on

En effet, 5

2.5
St
107 2,6 l

fici 4 1] faut dmer le périmétre P en fonction de la
3.3, Pour retvouver le coelficient ‘?, il faut exprimer le ¢

longueur £ :

' 7, 14
L2 20 _oe? .%\,Lzz._L= L
Po= 2L+l =200+ 20y = A+ DL=2g k) 5 5
\ 7 14
TR R STV S
P = 2t\L+gL)=2(gL+gL)—2‘5ﬂ 5

Dans cette dé Chc lcs €léves sont invites po 21 is, & utiliser des expressions
3= mnigre fo s L= 2
5 5000 1Y N 1r la pl ! SIS
mar » 10 -
I’g g HIETICE f?iclf’nf) ﬁa( [ ires. D flag ils doiven e
o dhriques conrenant deS COE fiontitaire e Hus ils vent rédu Higre
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dénominateur; additionner deux fractions, multiplier une Fraction par un nombre. Dang la pre-

wiére résolution, on travaille sur des nombres et dans ta deuxigme sur des grandenrs. Dans les
detix cas, il fayt Sractionner Punitd, ce qui est pen usucl,

Pour retrouver ie coefficient 7, il faut exptime; le périméire en fonction de Ia largeur { :

X 5 5, 2 T
= Vo afZ =2 Al =2 ="
HL+ 10 ..(OEH} 2(2s+21} 2(21) 7.

3.4. Powr trouver la formule qui permet d’exprimer I"aire A en fonction

de la longueur I,
ON passe pac les étapes

2 o
L=Zp2
5

proportionnelle an card de 1a longueur, On retrouve le factenr %

A=Ld=r.

ksl il

On peut dire que "aire cst
qui lie la largeur A la longueur.

3.5 De la méme fagon , on obtient |g relation

/ b |
Ar%ﬁ A=35,12

]

Fig. 2
Le rectangle donné est contenu deux fois et
demi dans le cauré daive 7.2,

Fig. 4
Le rectangle donné contient deux fois et
demi le petit camé d*aire /2,

Fig. 5
L aite du rectangle vaut les 5 de "aire du
| canré draire %,

1'aire du recrangle vaut leg % de "aire du
carré daire L2,

4.2. Géométiquement, en associant les Figures 2 et 4, on obtient la Figure 6
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Le cané de cété [ est contenu six fois el un quart dans le curé de cfté L.

S i d : or: ‘aire
Algébriquement, on peut retrouver ce résultal soit cn égalant les deux formules de I"ai

2 . B,
z o
EL 2
et donc, L 55, 25,
Lf=- . ZlF= =1
2 2 4
s0it en partant de 1a celation initiale .
L = EE,

Oy, 23 quarts correspondent 4 6 unités ot un quart.

¢ iflenr. d 5 une
Nous avons wudtiplié une fraction par elle-méme. Par aillenrs, nous avons décompos
: ’ . I . s Frect
Fraction en une partie entiére et une partie fractionnaire.

2€ partie : les engrenages
1. Activité autour des vélos

. e ix 3 1 aniere

1.1. Dans la salle, il ¥ a deux vélos dont un avec trois plateaux & 1. a; ant et st; 1 ali ::ea“
(vélo vert) et un autre avec un plateau & I'avant et six a I'aiiére (vélo gris)’. Nous indiguons
tableau la réflexion suivante :

“Tous ces plateaux, ¢ est du bluff !

: : . i -
1.2, Voici deux représentations qui peuvent vous aider®

gl f oy cette 5€ : Slas dispanibles.
1 va de sof qu'il faut adaper cette séquance aux v ni N ) o
4Cette représentation n'est fourmie qu'an moment ol les paglicipants manitestent le besoin de comp
bre de dents de cliugue rove.
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Schéma do vélo vert

24 el

Arrigre Avant

Schéma dun vélo gris

Arriére Avant
Fig7

Solutions et commentaires

,]f]' [es elc»lfcs som‘invités a former des petits groupes, & s’approcher des vélos, & les
observer, les 11}a;upl{ler afin de réagir Ie plus objectivement DPossible a la phrase écrite au t'-l,ble‘ h
, Pour certains, c'est déja une découverte de constater le nombre de plaeanx diffélje t;‘urh
d’observer que ceux de devant sont PIus grands que ceux de derdare. e
Four avancer dans la céfiexion, il faut fixcr $01 attention sur une association possible d°
platean avant et d'un plateay arrivre et essayer de comprendre ou observer ce quj : ) : o
on se met & tourner le pédalier. ‘ e passequand
) Certaing pfzuve’nt essayer concrétement en mesurant la distance parcouiue au sol pat tour de
gzdl:;li é::g[?;lze dcvelgppz;nzm), d’autres vont calculer ce développement pzu'rlir dﬂ diamétre
et du nombyre ems des plateaw ! i i i
relatives au nombie de dents des plalcaﬁxazli‘.lsu(‘i{éug \?c?]lotf roment de founir s Informagons

1.2- IOUI C()]'ﬂ[)leﬂdle le 101]Ct onnement un déraillew ilf It Passer pan ]e b ervatiaong
1 FE d 1dé
. 3 Al M i 5 ODhs

- les de 3 anlt ié g
e clints dea ;élateaux ay ant ct arviere ont fa méme forme cf la méme taille quel que soit
ametre de fagon & pouvoir s’ emboiter dans les maillens d’une méme chaine :
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- lorsque le plateau du pédalier fail un tour :

- 1l towme d'un certain nombre de dents 44 et le plateau entraing towrne du méme
nombre de dents o 4 ;

- le nombre de tours réalisés par le plateau aniere dépend aussi du nombre de dents
dg de la rone arrigre, M est d’autant plus éleveé que dg est petit et que 4 est grand.

Considérons le cas particulier ol 4 = 30 et dz =14,

Arrigre Avant
Fig.8

Pendant que le plateau avant réalise un tour complet, 30 dents sont engrendes. Puisque
quune chaine relie les deux roues, un méme nombre de dents sont engrendes au plaleau arriére,
ce qui fait towmer le platea atridre de 2 tonrs et % de tour, qui conespond % de tours.

Cle raisonnement nous permel de conchure gue chaque fois que le plateau du pédalier fait
un tout, le platean arridgre fait un nombre de tours égal & ‘% qui n'est évidemiment pas toujours
entier. Le platean arriére étant }ié 4 la rove amigre, celle-ci réalise donc ¢e méme nombre de
tours.

Par tour de pédalier, on avance d'une distance d’autant plus grande que :

- le rapport 5-;; est &levé ;

- le diamétre de la rove axriére du vélo est grand.

Pour connaitre toutes les possibilités qui neous sont offertes pour un véle donné, il faut
envisager tous les rapports 24 possibles. Les cyclistes parlent de “braquets”™ ou de “vitesses™®
A propos de ces rappotls. Le tablean ci-dessous reprend ces différents rapports pour le vélo vert.
Remarquons que loutes les possibilités du vélo giis se retrouvent dans 1a dernigre colonue.

30n peut s*étonner du fait que, dans les médias, les hraquets soient présentds sous forme de pradoits da x o

ai lizu de capport g,“;“
S terme est mal choisi dans Ta mesare oo il n'est pas question ici de distance parcourue par unit€ de temps.
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da 30 38 46
dp

” 30 _15 3% 19 6 23
147 14 7 147
” 3015 810 48 23
15 8 16 8§ 58

18 0_5 | ®_19 a6 _ 1
1873 1279 1879

. L3010 38 46
- 21 7 21 21
- 3 5 38 19 46 23
- 24 4 24 12 24 12
- 30 15 3819 46 23
28 14 28 14 28 14

Tub. 5

Pour analyser un tel tableau, il faut coniparer et ordonner ces dittérents rapports qui sont ici
tous fractionnaires.

Le ples petit vapport est celui qu’on obtient en choisissant le plus petit numérateur el le
plus grand dénominatenr c.-a-d. gg ; tandis que fe plus grand s'obtient & partir du plus grand
numérateur et dit plus petit dénominateur ¢.-a-d. %,

La classificalion par ordre croissant des 1'app0rt<; 4 est la suivante :

15 5 19 10 19 23 5 38 15 23 1J 1346199519262.5
14414 7 1214321 8 12 9 7 21 8 9 7 8 7.
Pour procéder & cette mise en ordre des dillérents rapports, il faut comparer les rapports
deux par deunx.
Tbutes les fractions o une méme colonne ont méme numératenr. La plus petite awra le plus
grand dénaminateur, Elles s'ordonnent par ordre décioissant de dénominateur
Toutes les fractions d’une méme ligne ont méme dénominatenr, Lu plus perite aura le plus
petit numératenr. Elles 8’ ordonnent par ordre croissant de numérateur.

Malheureusement (powr les €léves 1) I'ordre de toutes ces fractions ne correspond ni 3 celui
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des colonnes, ni & celui des lignes. On est donc amenéd & comparer des fractions n’ayanl m
ménie pumératenr, ni méme dénominateur. Plusieurs techniques sont possibles

- On réduir facilement au méine dénominarenr

gg 3 20 19 . 1y
19 et 12 coprespondent b 25 et 3. Dong, 2 = {1

- On a’ecompose fey fmmons a pmnr d’ur entier pmche

get E comespondent 3 & = 2 IR + 2i0rdated> L donc ¥ < 2,
8 — =L 2 =9 _ = _J_ 31 LR
5 et 3 comespondent b 75 = 2 — et 2 = 2 s 0r 3 = 5, done 35 < 5.

La succession des 18 rapponts sous forme de fractions permet difficilement de cemer leurs
positions relatives. A ce stade, on est amené a exprimer ces rappoits & Uaide de nombres
décimanx. Les situer sur trois droites gradudes {(une par plateau, placée 1'une en dessous de
I'autre) peut aussi aider & visualiser les positions relatives des rapports.

Les guestions suivantes permettent de poursuivre la réflexion a propos du fonctionnement
dun véle avec différents plateaux.

- Pour mieux se rendie compe des variations des “vilesses”, calculez le rappart entre la
plus grande et la plus petite, calculez les écarts absolus et velatifs d'une “vitesse™ & avtre.

- Un vendeur donne lc conseil d utilisation suivant : “Associez le grand platean avant avec
les trois plus petits platcaux armiere, le platean du milizu avec les quatre plaleavx du milien
& Parridre et le petit platcan avanl avec les tois grands plateaux amigre”. Comoent ¢e
conseil se justilie-t-il d'un point de vue lechmigue ? De cette fagon, nos dix-huit “vitesses”
annoncées se réduisent 4 dix, Est-cc vraimenl grave 7 (Pour y voir plus clair, on peut
barrer sur la droite gradude les “vitesses” dont on n'’a pas usage.}

Comment se passent les changements de “vilesse” en pratique 7 Passe-t-on toujours d'une
“vitesse” i celle qui lui est dircetement supérieure ou inférienre 7

Pour chacune de ces “vitesses”, calculez la distance parcoure en un tour de pédale {ap-
pelée “développement™) ?

2. Activité autour des horloges

Pour donner suite au travail sur les engrenages, on peut s'inléresser au fonctionnnenent
d'une horloge mécanique. Le modele sous forme de jeu & construire “Horloge 20007 permet
de 5'interroger 4 propos des questions sulvantes :

Comment peut-on expliguer que Uaiguille des hewres et celle des minutes towmnent corvecre-
mernt ?

Ouelle est la période (temps d'aller-retonr) du balancier ?

1. intérdt des cette nouvelle situation réside dans un enchainement d’engrenages qui améne
des produits de rapports.

76l 2083000, TOUSTRA 67 402 ILLFIRCH CEDEX,
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3. Modeles pour calculer avec des fractions!

Dans le présent atelier, il s agit de se pencher sur les calculs de fractions pratiqués dans deux
domaines paticuliers, les probabilités et les exposants rarionnels.

1 Imtroduction. Julie et le paradoxe du Chevalier de Méré.

Regardons les caleuls effectuds par une étudiante en derniére année d'études secondaires
dans Ia résolution u paradoxe du Chevalier de Méré. Faut-il rappeler de quoi il s'agit 7 1a
probabilité d'wmnener | au moins une fois en jetant guatre fois un dé cubique est la ménme que
celle d’amener une paire de 1 en jetant vingt-quatre fois deux dés cubiques, pensail le Chevalier.
Et wous, quel est votre avis 7

Tulic, qui n’en est pas au premier probléme de probabilité et qui se débroville plutédr bien
dans le domaine, [ait un arbre (Figure 1) en indiquant sur chagque génération de branches les
probabilités 0,167 et 0,833,

T
ole
-~ -
o 0167
-\-"----"-___-\-\- . . - ; |
0By Tiab 0167
-H‘H-"""-\-\._\__ 1/ l
081 ~Ref 0467,
e -

— e
g3l Clat ’

Fig. 1

Elle calcule alors la probabilité de Iévénement “ne pas avoir 1 en quatre lancers”, cumplémen-
taire de 1'événement considérs :

0,834.0,833.0,833.0,853 = 0,48

Tinterviens : “tu pourrais peut-&tre considérer que la probabilité est de 1/6 et 5/6 plutdt que
0,167 et 0,833".

- “Chui 1'? Mais je n’aime pas les fractions™,

Pour faire plaisir au prof ou je ne sais quoi d’avire, ¢lle modifie son wbre puis caleule :

A ma réaction “Ah, bon ", Julie efface sa réponge sans pouvoir en donner d’antre. Jal
essayé de lui expliquer ce que valait le produit de deux fractions en retoumant an modéle de

‘(e fexle a &té rédig€ par BENOIT JADIN
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aire d’un rectangle. Un comble | Pour une fois que le calcul des fractions sert vraiment, je
suis incapable d'en montrer le sens 4 1 intérieur méme du contexte. Et vous 7

Probléme 1. Espoir de vie!

Avertissement ¢ justifier toutes les étapes de votre résolution en n' wtilisant que des arguments comprehensibles
par an débutant qui serait ignorant du langage ensembliste et dg tout résulat ds la théorie des probatilieds, *

La durée de vie est imprévisible. Beaucoup de contrats comme ceux c'assurance vie, de
rente viagere, par exemple, reposent sur I'estination de celle-cl.

A partir du nombre de naissances (tableau 1) en Belgique de 1982 a 1952 et des tables de
mortalité (tableau 2}, qui reprennent pour un million de naissances et selon le sexe, le nontbre

de survivants, a chaque fige :
a) Fst-il possible de déterminer les chances pour un nouveau-né d’ atteindre 85 ans 7
b) Cui a le plus de chances d’aiteindre 85 ans : une fille de 16 ans ou une fenune de 75 ans ?

¢) Ma fille de dix ans a une angoisse, celle de perdre son pére et sa mére. Croyez-vous que
je pnisse la rassurer en calculant les risques qu-elle a de se retrouver orpheline de pére et
de mare a 20 ans sachant que j ai 41 ans el mon épouse 38 ans 7

Année Nomibre de naissances
toral pargons filles

1982 120 241 6l B31 58 410
1O 117 145 60 209 56 935
1984 115 651 58 331 A6 320
1985 114 092 58 372 55 574
1984 17 114 o 493 50 621
1987 117 354 &) 390 56 564
1388 119779 61 520 58 259
198 120 909 21 948 58 956
1590 123 176 63 421 60 335
1991 125 924 04 586 61 338
1992 129 774 O3 B3 60 891

Tab. 1

Avant d’envisager les dévés, il faut considérer les naissances. La naissance d’un enfant,
c’est un peu comime jouer a pile ou face, si ce n'est qu'on ne (épéte pas U'expérience autant
de fois qu’on veut. Au départ, on peut estimer qu'il y 4 autant de chance d’avoir une fille que
d'aveir un gargon. |.a probabilité @ priori de I'un et de I"avire est de 1/2. La fraction rappelle le
nombre des cas favorables et des cas possibles ou “les chances™ de vérifier I'événement.

On peut également §”intéresser A la fréquence des naissances de filles (tablean 33, Celle-ci
fuctue au cors du tenips. Dol 1'idée de cumuler ces tréquences sur 2 ans, puis 3 ans,. . ., et
ainsi de suite. On observe une relative stabilisation de {a fréquence ¢l on peut considérer que
la probabilité empirique ou a posteriori d’avolr une fille est de ¢,4865. Ce derier nombre est
plus évocatif que la fraction 640570/1316734 méme s'il fait perdre le sens premier du rapport.
Pour gaccler I'idée de rapport, on peut I’exprimer en pourcentage : 48,63 7.

M 5" agit Jvn probléme posé ea cinquigme année de Uenseiznement secondaire.
£ & | 2
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Nombre de survivants 4 Fage x
x | Homme Femme x | Homme Fernme x | Homme Femme
0 (100000 | | 006000
1 90415 654 |41 064 210 982 167 81 | 498950 670115
2 G598 827 990 328 |4z | 562 327 981 327 B2 | 466049 b4l 506
3 998 237 998 990 §43 | 960312 980 427 83 | 434 106 610 RI7
4 997 &ad 908 &53 § 44 | 958 152 979 461 84 | 400 631 578 259
3 907 047 508314 §45 | 955834 978421 85 ] 366772 544 045
6 906 447 907974 {45 | 951341 977 299 86 | 132810 | 50820
7 { 9053843 D97 634 ) 47 § 9506358 975 084 g7 ] 290358 4710977
g 905 234 097292 (48 | 947 766 974 768 ER { 265855 432 533
9 994 621 006949 | 49 | 944 643 973337 B9 | 233556 303 505
it 904 002 596605 |50 | 5413273 9717179 90 202525 | 353988 |
11 993377 996 258 f 51 937 628 970 079 9] 733 314 540
12 992 745 5910 _F 52 | 933 683 DHE 222 92 | 145653 275 668
13 G992 104 995 560 [ 51 | 82940 266 190 K] 120 434 2371916
14 991459 | 995208 |54 | 924782 | 963942 54 1 97692 201 840
15 990 8032 994 B52 [ 55 | 919 763 B61 517 o5t 77591 | 167983
16 0 136 994494 [ 56 § 914 321 958 §31 i} 21D 136 845
17 D80 459 894133 457 [ 908 4l7 955 877 97 45 543 108 845
18 | 9URB 768 $93768 |58 ] 902011 | 952635 98 33 492 84 294
19 | 988067 993308 [ 56 | ROS060 | 949044 99 23878 63 363
20 | 987349 993024 a0 | BR7SIG | 945096 | 100 16 452 46 (69
21 935 616 992645 161 | B79330 | 940744 V108 10217 32273
22 985 864 992 260} A2 | 870 468 935942 | 1G2 6951 21638 |
23 | 985093 99iR68 163 | 860853 | 930645 || 103 4 228 13513
24 984 300 991469 k64 | 8BS0 437 | 924 ROU 104 2446 8477
.25 | 083483 391062 165 | 839161 | G3835i 4105 1339 4874
26 g2 640 | 646 L 66 | BI6 DG4 a3l 238 106 690 2627
27 8] 768 990220 || 67 | 813786 5033 393 a2 132 1217
28 380 Bl SRO 782 || 68 |_799 564 894 747 108 144 608
23 975 925 OB9 331 |69 | 784236 B¥5 223 Ihy] bl 258
0 | greo47 ) omgmas [0 | 767741 | 874740 | 110 23 99
E3Ll 977927 | 98B ARG [Tl 750022 863213 11! & 34 |
a2 976 BGQ O87 887 |72 | 731027 §50 551 112 2 10
33 975742 1 987369 |73 | FiDIP8 836 6563 113 1 L
.34 | 974567 | O86828 t74 | 689026 | 821452 []id ] |
| 35 | 973330 986263 ¥ TS5 ) 665953 | 804 §22 115 LU 0
35 | 972024 985671 176 [ 641480 | 736678 Ji 116 0 Q
37 970 644 985047 177 | 615606 166928 H11 ] 0
38 90 18) | 984385 J78 | S88 355 745485 ]| 118 it )]
39 967 627 983693 |79 | 559774 F21274 119 it] 0
40 965073 982954 {80 | 529938 697 231 iz2c a o]

291




vaut

3667

T2

= 0,366772 = 37%,

Année Mombre Total Pourcertage § MNambee cumals Total conulé Fréquence
de filles de filles de filles cumulée de tilleg
1982 3R4109 120241 48,58 58410 120241 48,58
1983 56434 117145 48 af 115346 237386 48,59
1984 56320 115651 48,70 171666 353037 44,63
1985 555200 11409H 48, 60 227186 467129 48,63
1985 56621 117114 48,35 PLEEIH 584243 48 58
1987 56564] 11735 48,54 340771 T015597, 48,57
1958 FR25% 119774 48,64 399030 821375 48,58
1984 58956 120904 48 7 457986 942280 48,60
18943 6355 12377 48,76 518341 1366056 48,62
1991 6133 125924 48,71 STI6T9 1191980 48,63
15492 HGO8G) 124774 48,80 640570 1316754 48.65

Tab, 3

Le tableau 2 nous indigue que sur un million de gargons qui naissent, il n'en reste, 85 ans
plus tard, que 366772; ce qui veut dire que la proportion d*hommes atteignant 1'dge de 85 ans

Puisque ces lables de morialité ont £i€ élaborées a partir d'un trés grand nombre d’ observations,
on peut considérer que ,366772 est la probabilité qu'un nouvean-né de sexe mascolin vive
Jjusqu'a 85 ans. De méme, la probabilité qu une fille qui vient de naitre atteigne 'dge de 85 ans
est de (544045,

Four répondre 2 la question posée, une manidre de procéder est de déterniiner le nombre
de survivants 4 Udge de 83 ans pour un tés grand nombre de nowveaux-nés, par exemple, un
million. 11 faut d’abord distingner combien il v a de filles et de gargons. Si on admet que ia
probabilit€ de naitre fille est de 48,65 %, il y a de fortes chances d’avoir 486500 filles ct 513300
gargons. Parmi ces garcons, combien reste-t-il d’hommes de 85 ans ? On peut calculer de
diverses fagons. Soit, faire

0,366772 » 513500 = 138337,
0.366772 qui est un rapport au départ devient opéraleur.
Ou, faire une régle de trois :

sur 1000000 au départ, il ¥ en reste 366772 4 85 ans;
sur 100, il en restera 36,6772
{avec un effort d'imagination pour les morceaux d’hommne);
sue 313300, il en restera 5135 x 36,6772 ou & peu prés 188337,

Enfin, on peut chercher le nombre « tel que

¥ 366772

ce qui revient 4 une égalité de rapports.
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En procédant de la méme fagon pour les 486500 filles, on obtient 264678 femmes de 85
ans. Au tolal, sur up million de nouveaunx-nés, on a donc de fortes chances de retrouver 188337
+ 264678 = 433015 personnes de 85 ans. (es calculs peuvent &tre organisés sous forme d'un
dingranune (Figwe 2).

188337 hommes
T dpés de 8BS any
513500 T
_eenTTgamgoms  vt-—- L 325 163 hommes
(000000 T décedés avant 85 ans
e T 264 675 lemunes
nowveaw-nés - e ® :
R ARG FO0 T dgées de 83 ans
fliles T

e 221822 {crames
Jdécéddes avani 85 aps

Fig. 2

Le nombre d’un million que nous avens choisi pour la facilité les calenls est arbitraire. Quel
que soit le nonibre ¥ de nouveaux-nés au départ, nous retrouvons le méme type & atbre (Figure
3.

0366772 ___- 0, 188337 N

05135 - OSSN T

: T e (1325163 N
o 06332228
N

. 0’54{(]_4_5_’ e QO 20A6TR N

’ B —
04865 T 04805 N

0455055 " 0221822 N

Fig. 3

Sur les branches, on & noté les probabilités respectives qui agissent conuue opérateurs pour
la détermination des nombres. Dans cette approche fidquentiste, la probabilité pour qu'un
nouveau-né ateigne 'dge de 85 ans, vaut

0, 360772 x (0,3135 x ) = 0, 511045 = (0, 4865 = V)

JV
0, 188337V = 0, 264678
Jl‘\r
0, 453015,

La réponse ne dépend donc pas du nombre N arbitraire choisi au départ. On voit que les

probabilités suffisent.
La probabilité qu’un nowveau-né soit un gargon el alteigne I'dge de 85 ans vaut 0,188337

et esl obtenue par le produit 0,513500 = 0,366772. 1 s agit d’une probabilité composée. De
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méme, la probabilité qu’un nouveau-né soit une fille et atteigne 1'dge de $5 ans vaul 0,264678
= 0,486500 x 0,544045. Enfin, la probabilité recherchée vaur 0.453015 el est obtenue par la
somme $, 188337 + 0,264678. II s'agit d'une probabilité totale, Ces caleuls nous inspirent un
diagramme plns simple encore (Figure 4, 1l sagit d’un arbre de probabilités,

0386772 _ .. homme qui atteint RS ans

05135 - maitre
T ANGON T i déce o
e Earg 06332228 homme qui déctde avant 85 ans
. e ()'-M_ifé_,d_r Temme qui atteini 85 ans
04865 ™. naitre o -
fille T

0455055 "=~ femme qui décéde avant 85 ans

Fig. 4

Ou peut en déduire deox régles fondamentales du caleul des probabilités, L'une d'elles,
appelée régle de multiplication s’ énonce conmmce suit
Lorque I'on parvcourt un chemin (branches conséeutives) d'un arbre, la probabilité compasée
est oblenue en mudtiplicnt les probabilités écrites au-dessus de chacune des branches rencon-
trées.
Lautre est appelée 1égle d'addition et s*énonce comme suit ¢
Lovsgue on doit parcourir plusieurs chemins d'un méme arbre pour rencontrer tous les cas
d'un événement, lo probabilité 1otale de celul-ci est égale & lo somme des probabilités corre-
spondant & chacun des chemins,

Probléme 2. Tirages
Avertissemenl : justifier toutes les élapes de volne résolulion sans recourdr aux régles du calew! des feacdons.
2.1. Une urne contient 3 boules blanches et 2 noires

a) Si on tire une boule, queile est 1a probabilité de tirer 1 hlanche ?

b} Si on tire deuy boules successivement en replagant la premiére dans 'urne avant de tirer
la seconde, quelle est la probabilité de tirer deux blanches ?

¢} Sion tre deux boules successivement sans replacer la premiére dans 1'urme avant de tirer
la seconde, quelle est ka probabilité de tiver deuy blanches 7

d} Oun'y a-t-il d¢ plus probable, dans chacun des deux modes de tirage ; tirer deux boules de
méme couleur ou tirer deux boules de coulewrs différentes ?

2.2, Deurx sacs identiques contiennent respectivement 6 et 8 boules, le premier 2 blanches
et 4 noires, le second 2 blanches et 6 neires. Si on tire une boule au hasard dans 1’un des deux
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sacs, quelle est la probabilit¢ d’avoir une boule blanche 7 Esi-ce la méme probabilité que si
toutes les boules étaient dans le méme sac 7

Si toutes les boulcs sont ideatiques en dehors de la conlewr, on peut considérer pour la
question a) que la probabilité & prioit de tiver une bowle blanche, vaut 3/5.
Pour la question b, faisons un arbre de probabilitg (Figare Sa).

Avec remise Sans remise
. B a -8B
B B =T

15 e N LI e N

. ? :,’ 25 N L 44
e ¥ .. B T 34 B

205 el T =
ys TN vd TN
Fig. 5a Fig. 5b

Fn appliquant les régles de multiplication sur cet arbie, on pevt dire que la probabilité de tirer

leux blanches vaut
deux blanches vau 3 3

3
]
Que vaut cc produit 7 Pour le calculer on peut faire une autre expérience mentale, considérer
un autre arbre gu’on pent appeler arbre des possibilités (Figure Ga),

(13

5

Aveg remise Sans remise

Fig. 6a Fig. 66




Sur ce nouvel arbre, on a une premiére génération de branches qui correspondent anx cing choix
possibles pour ['extraction de la premiére boule. Pour chacune de ces possibilités du premier
tirage, il ¥ a cing possibilités au second tirage. En tout, cela fait donc 5 % 5 ou 25 cas possibles,
tous équiprobables. Regardons parmi tous ces cas, ceux qui sont favorables 4 I'événement “tirer
devx boules blanches™. Au premier tirage, il faut retenir 3 ¢as sur les 5. Pour chacun de ces
trods cas il y a trois cas possibles au second tirage. Cela porte le nombre de cas favorables & 3
®x 3 ou 9 cas possibles. La probabilité a priori de *tirer denx blanches™ est alors de

dx3_ 9 (2)

5x5 25 ’

En faisant le lien entre les expressions {1} et (2) qui expriment la méme probabilité, on
donne une (nouvelle) pecception de la régle du produit de deux fractions :
3 ® g q

X == =_,
3 Wi 2%

-

[ty B
o

Le produit de deux fractions est 1a fraction dont le numérateur est le produil des numérateurs
des fractions et dont le dénominateur est le produit des dénominateurs. De la méme fagon pour
le tirage sans remise, & partic des arbres des Figures 5b et 6b, on peut éerire que

- ¥ = =
[

1.2 3«2 6
54 Bxd 20

Pour la question 2.2., on a représenté & la Figure 7a 'arbre des probabilités correspondant
an probléme énonce,

- B B
=T 517
102 - =l N T -
45 " N
; M) B 32 -8B
1 1 g o
R TN gz T N
Fig. 7a Fig. 7b

En applignant cette fois les égles d'addition ct de multiplication sur I'arbre, on calcule la
probabilité de tirer une boule blanche :

2
x

3

*®

i

_1..

L=
ol ]

Ce qui se simplifie en utilisant la régle do produit qu’eon vient d'énoncer :

52 ,
PRI )

Que vaut cette somme ? Tmaginons une autre expérience, une expérience ad hoc, et son
arbre de probabilités {Figure 7b), Dans le premier sac, il y a douze boules dont 4 blanches ;
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dans le second, il ¥ a donze boules dont 3 blanches. La probabilité de I'événement «tirer une

blanche» est dans ce cas :

L4 1 3 43
2712 2712 24 247
Ici, il w'y a pas de probléme pour effectuer ka somme puis qu'on a des 1/24. La probahilité vaut
finajament .

5‘5 '
{l reste & se convainere que les deux expériences sont Lout 4 fait similsives du point de vue das
probabilités pour en conclure que les expressions (3) et {4) sont égales, cc qui donng :

2 2 T

(4)

-t ===

12 16 24
Yous n'éles pas convaineus ? Nous non plus ! Cela veut dire qu'il n'y a pas d'idée de
conuiune mesure dans ce contexte des probabilites et qu’il faut commaitre la fagon d'addionner
deux fractions avee le recours au plus petit commun multiple des dénontinateurs pour penser a
cette deuxitme cxpérience sensée justifier le procédé,

Probléme 3. Croissance?

Un biologiste obscrve une croissance bactéricnne. 11 constate qu'a un moment qu'il choisit
¢comme origine des tomps, e nombre de bactéries est d'un million et que ce nombre double
toutes les heures,

3.1. Combien ¥ a-t-il de bactéiies aprés une heure 7 Deux heures 7 Dix hewres ?

Combien y a-t-il de bactéries aprés une demi-heure 7 Aprés un quart d’heure ? Aprés vingt
minutes 7

Justifiez votre solution.

Combien y a-t-il de bactéries aprés trois quarts d’hewe ?

Combien y avait-il de bactéries une heure auparavant ? Trente minutes auparavant ?

Quel est le nombre de hactéries aprés un temyps t quelcongue ?

3.2, Etes-vous sfic d"avoir le bon modéle 7 Y en a-t-il d'antres gue celui (cenx) que vous
avez trouveé(s) 7

Le probleme a été posé en quatriéme année secondaire pour aborder les exposants rationnels,
les exposants entiers et leurs propriétés étant conous des €léves (ou supposés comme tel), Aprés
dix minutes de réflexion personnelle et cing minntes d'échange en groupe, on 1eléve les pre-
miéres solutions,

Une grande majorité des éléves propose des solutions cortespondant au tablean 4. Au départ,
il v a i miilion de bactéries, aprés L heure, il y en a 2 millions, apeés 2 henres il vaena 4
miilions, et ainsi de suite. Pour 1/2 heure, iis foni la moyenne arithmétique des nombies a0 et 1
heore. Fideéle & un modéle de porportionnalité, ils proposent 1,25 million poor un quart d*hewre,
1,33 million pour 20 minutes. 11 faut encore vériher 1a cohérence du modéle. La population
double-t-elle loutes les heures quel que soit le temps de départ choisi 7 On essaie pour quelques
valeurs, par exemple entre les lemps 1/2 et 3/2, 1a population passe de 1.5 4 3. C’est bon. On
met ces valeurs en graphique (Figure 8} pour observer que la fonction est affine par morceaus.

215 5" agil ¢*un probléime posé en qualtiéme anade de I enseigneinent secondaire,
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Temps (en heures)  { Nombre de bactérics (on
mithions)

0 1

1/4 128

173 133

/2 1,3

1 2

32 3

2 4

10 1024

Tab. 4
= - N
P e
o r
= o B} A
& & e
& /-,./J g ,."’f
e __;"-f
X _.-"—(r ,_-rJ’J
- __,.-—'_"- z -
_..-—""-- ____'—“"-I-/-
0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 3 2.5 3
Fig. & Fig. O

Certains ont proposé les solutions du tableau 5. A la question, comment avez-vous procéde,
ils répondent : “on a remarqué gue pour 2 heures, le nombre de bactéries est de 22, pour 14
heures, de 2'%; alors on a fait pareil pour 1/2 heure, ¢’est-a-dire 2*/2 et la machine donne 1,417
On met ces valeurs en graphique (Figure 9), on compare et on discute les deux modales pro-
posés.

Temps {en heures} Mombre de bactéries (en
millions)

0 |

1/4 1,19

173 1,28

1/2 1.41

)3 2

342 283

2 4

13 1924

tab. 5

Pour le premier modtle, on constate que 1'augmentation pour une période donnde, 1/2 heure
par exemple, est la méme eotre 0 et 1 heure, Ia méme entre | et 2 heures mais change d’heure
en heure (tableau 9),

_3 - e AlEerae e - < . . : . '
Rappelons gue ces élaves sont en qualriéme année sccondaire 2t n'ont Janads entendu parler d'exposants
ralionnels.
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Temps (en heures) Mombre de baciéries {en
millions}

0 |

174 1,25

1/2 1,5

3/4 N EWE

1 2

5¢4 2.5

32 k)

7/4 3.5

2 4

Tab, @

Pour le second modéle, c’est mwins clair. .. Jusqu’a ce qu'un éléve* fasse le rapprochement
enire 1,41 et \-”E. D’ou vient ce +/2 7 Ah, mais

V22 =2,
On constate dés lors, qu'en 1/2 heure, le nombre de bactéries esr roujours multiplié par /2, gquel
que soit le moment choisi (tableau 10} Et en un quart d hewre 7

Certains proposent \x’fv\\/.é étant donné que 1/4 d'heure est la moitié de 1/2 heme. Cela

fonctionne, v/ +2 vaut & peu prés 1,19. On peut anssi dire que 1/4 d"heure, ¢’est le quart d'une
heure et qu'il ¥ a quatre quart d’heures dans I'heure. 11 faut trouver une nombre o qui multiplié
4 lui-méme “trois fois” donne 2. C'est-a-dire que

g t-aa=2oua=2
11 5’agit de )
o= v2
Ce qui vaut encore et a peu prés 1.19.
Dans ce deuxiéme modéle, on multiplie toujours le nombre de bactéries par un méme nom-

bre quand “on ajoute un méme temps™ : par 2 pour 1 heure, par 2 pour 1/2 heure, par +2 potir
1/4 d’heure.

Temps {en heures} | Monmbre de bactériex (en
millions)
[\ : 1
1/4 1.1%
/2 i4f
/4 168
1 2
54 238
/2 2.8
/4 336
2 4

fab. 10

*Quelquefois avec un bon coup de povce du prof. 11 amive cependant que des gléves oplent pour un modéle
multiplicatit et otiennent direstement cetie valeor
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Si on introduil les écritures suivantes
e 1o 1. [
V2 =27 42=258 ¥2=27 {2=20-5ineg N,

on peut constaler. par exempie, que 1/4 d’heure étant la moiti€ d'1/2 heure ou le quart d'une
heure, on a

Et. tout naturellement,

el

1 1 L
i =1 = 93

Voila une propricté connue des exposants natrels ((a™)™ — o™} qui reste vrale avec ces
“nouveaux” exposants.

Denx quarts d’heure, ¢’est une demi-heure, d’ob

Fxt
&l
It

[
ra-

242

Et, toul nalirellement,

9i.9% = 9% — pitE
Vaila une autre propriété connue des exposunts naturels (8™ - o™ = 2™t™) qui reste vraie.
Pour trois quarts d'heure, en utilisant cette deuxiéme propriété, on a

L 3
9%,

e

.9F — o3t

Bl
-

2¢.2
2 heures et 1/4, ¢’est 2 heures puis 1/4 d’hewre ou neuf quarts & heure
27,28 = 0% = HE

Pour 35 minutes, on pent considérer qu'il s’agit de sept douziemes d’heure ou de 20 et 15
minutes. Tés [ors

Bl

T B t I
o1 =93l =23.92

En généralisant, on peut finalement écrire qu’aprés n'importe quel temps ¢ rationnel positif, le
nombre de bactéries (en millions) est de
2t
Tl reste & envisager les temps négatils, i reprendre les cxposants rationnels dans leur général-
i€ et i faire le tour de leurs propriétés pour constater la conservation des propriétés vues pour
les exposants entiers. Ce faisant, on utilise le caleul fractionnaire,

Conclusion

Dang I'annonce de I'atclier, nous avons indigué “Mieux vaut tard que jamais” & propos
d'une “occasion donnde aux ¢léves en fin de secondaire de (re)comprendre les opérations sur
les fractions et de progresser dans 1'idée qu’ils se font de nombre™. Au moment de conclure, on
powrait ajouter “Micux vaut t&t que tard”.

Dans un livie consacté aux fractions’, Nicolas Rouche écxit
“On I'aura remarqué, nous avons peu parlé jusquiici du caleul sur les fractions, qui occupe
pourtant une place importante dans 1'enseignement et s’avére difficile & comprendre, sinon i
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apprendre. Ce n'est pas 1a l'effet du hasard. C'est gue beaucoup de phénomenes relatifs anx
fractions précedent praliquement ef logiquement les questions de calcul. Nous commenterons
ct-apres I'interét des additions et multiplications de fractions a petits numérateur et dénomina-
teur.

Par ailleurs le premier usage important des additions et produits de fractions se situe sans doute
dans le calcul des probabilités. Ces opérations sont aussi indispensables dans le calcul des
exposants raticnnels”

Au terme de notre atelier el des atcliers 1 et 2 du groupe GEM, on pourait ajouter que

- des contextes géométriques comme Jes puzzles et les rectangles semblables sont tiches et
nourrissent de sens el d’intuitions |"apprentissage des fractions et le caleul sur les frac-
tions?

Mais I'wiilité du calcul 8’ avére relativement restreinte dans ces mémes contexies.

- des contextes comme les probabilités et les exposants fractionnaires sont riches au niveau
de Vutilisation du caleul fractionnaire mais insuffisants pour permettre une bomne com-
préhension des régles de ce caleul,

Ce qui voudrait dire que méme si “le premicr usage important des additions et produits de
fractions se situe sans doute daos le caleul des probalités” et les exposants rationnels, i} faut en
commencer "apprentissage bien avant 4 partis d autres conrextes.
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4. Des décimaux aux nombres!

Farmi ics fractions les plus faciles a apprivoiser se trouvent les fractions décimales, com-
modément représentées en écriture décimale finic. Nous les appellerons aussi familicrement les
décimaux finis. s sont incontestablement des nombres, et peut-étre méme pour beaucoup de
personnes sont-ils les seuls nombres.

Mais une simple opération comme de diviser 1 par 3 engendre une écriture infinie. EL
d’ailleurs I'imagination ne peut s'empécher de réver A ces cousins i la fois proches et excen-
triques des décimaux finis que sont les décimaux infinis.

Les décimaux finis peuvent étre constdérés comme des résultats de mesuies, en pacticulier
de mesures de longneurs, et ¢’est powrquol ils s”alignent sagement sur la doite des nombres.
Mais on sait qu'ils ne la remiplissent pas. La droite en elle-méme est réguligre, continue, lisse,
tout point y joue e méme réle que n’importe quel autre. Et pourtant, pour la décrire avec des
nombres, avec “du discret”, il va falloir mettre des chiffres 4 fa queue leu leu, jusqu'a 1'infini,
mobiliser des monstres.

Dans ce quatrigme atelier de la série “De 1a fraction-tarte au nombre”, nous nous intéressons
aux problémes posés par cette comespondance entre les nombres et la droite. Nous traiterons
successivement deux questions. La premire nous mmeénera a regarder de trés prés autour do
nombre 1. Dans la seconde, nous éudierons une fonction pirticuliérement intrigante.

1 Lemystérieux nombre 1

Nous présentons ci-dessous un dialogue entre un €udiant et son professeur. Chacun est
libre d’en imaginer ¢’ autres, illustrant des voles de pensée différentes, Celui-ci est inspiré de
discussions réelles avec diverses personnes qui ne possédaient pas toutes les notions €lémen-
tires d’analyse, (elles que par exeniple le concept de limite. Nous avons poussé plus loin qu’a
I'habitude certains arguments qui, de prime abord, nous avaient surpris.

Que peasez-vous des aigements intervenant dans le dialugue suivant ? Imagincz-en
la suite,

LE PROFESSCUR. Le nombre s’écrivant 0,999 ..., avec une infinité de 9, est égal & L.

L’BTUDIANT. Non, ¢e n'est pas possible | Ce sont deux nombres différents. Cela se voit :
ils ont des écritures ditférentes.

ProF, §'ils sont ditférents, donnez-moi leur différence.

ET. La différence est le nombre qui s’écrit 0, 000 . . . 1, avec une infinité de zéros avant le 1.

PROF. Mais 5'il ¥ a une infinitg de zéros, vous n'ariverez jamais 4 la demiére décimale, i
savoir 1,

BT, Cest comme pour votre 0,999 .. ., vous n’ariverez jamais au bout de votre infinité de
9. Done, le demier 9 n"apparaissant pas, 0, 999, .. nc sera “jamais” égal A 1.

PROF. Moui ... Aute chose ; s ces deux nombres sont différents, vous devez pouvoir
trouver un nombre entre les deux, et méme une infinité€ de nombres . ..

1Ce wxte 4 ¢ rédig par THERESE GILBERT et NICOLAS ROUCHE. 1l es1d peu de choses prés exrrait de la
these de doctorat de T. GHLBERT [5].
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ET. Il suffit, par exemple, de calculer la moyenne des denx. Leur somme valant 1,998, I
movenne sera (), 319, 5, avec une infinité de 9 avant le 5. En effet %32 =005, 1*29-9 = 0,593,

efc.

Voici une suite possible pour ce dialogue,

Pror. Une infinité de 9 avant Je 5, qu’est-ce que ¢a sipnifie 7

F1. Cest vous qui aver parlé d'une infinité de 9, en premier.

Prow. I'ai parlé d’une infinjté de 9 el non d'une infinité de 9 swivie de gquelgue chose,

ET. O est la différence 7 Avee vous, c'est towjours la méme chose : il ¥ a ce que vous
faites, qui est bon, que I'on peut faire, et ce que je fais, gui est mavvais, qu'on ne peut pas laire.

PROF. Intuitivement, vous devez bien admettre que si on Serit une indinité de 9 suivie d'un
5. % 5 va mettre du temps A appavaitre. Mieux, il n'apparaftea jamais. De wute fagon, une
infinité et encore un, ¢a ne fait jamais gu’uns infinité,

ET. Connaissez-vous les ensembles dérivés de CANTOR 7

PROF. Plait-ii ?

Petit interméde. Les ensembles dérives et les nombres transfinis. (Exposé de I’éwdiant, trés
inspiré par® BOREL [1].)
La théarie exposée ci-aprés est due a Georg CANTOR, mathématicicn (1845 - 1918) dont
les travaux ont en une influence considérable sur les fondements des mathématiques,
Considérons I'ensemble
111

Er=1=-=2
=555
représenté i la Figure 1 et qui, en base deux, &' écrit

{0,1; 0,01, 0,001 .}

¢’est-d-dire 1'ensemble des nombres entre O ef 1 s’écrivant avec un seul chilire 1 deridre la
virgule. On trouve des éléments de 7 aussi prés que U'on veut de §. Le nombre O est donc un

Y={g Imen)

point d’accumulation de £,. L'ensemble des points d’accunmulation de £ est appelé le dérivé
de £ ef noté £,
Lei, £ = {0}
# 1
L J
A S !
S 4 H
CO001 GOty o0 (]
Fig, / "
Qoo ¥ '.
2L T % LI | T Fr T 1
EI - Gaon - N Ol - 00 gkA an
N e — d
=E. =k, =E, =E,
Fig.2

“yoir aussi CaNTOR [2].
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Construisons maintenanl P'ensemble Eo (Figure 2) cn insérant dans chaque intervalle 2%
g1 (€ N7) ¢est-d-dire, cn deriture binaire, [0, 1% 0, 1771, une copie r€duite® de 77 :

E = {gin + 5]; . §]n_1 | i, g B*}
Comme la base deux se préte bien & ce type de nombres, nous n’emploicrons plus que celle-13
dans 1a suite. Ainsi, Es est 'ensemble des nombres de ]O, 1[ s’ éerivant avec exactement deux
chiffres 1 derrigre la virgule. Cet ensemble est parfailement délerniné : on peut dire, d'un
nombre quelcongue donné, 5°il appartient ou non a I'ensemble.

Etona £} - Fy et (5y) = {0}. Ce demier ensemble est appelé le dévivé o 'vrdre 2 de E,
et noté E,Ez).

Continuons en insérant dans chaque intervalle dont les extiémités sont deux nonbies con-
sécutifs de f5; .. /7y U {1}, une copie réduite de Ey pour former 'ensemble £y (Figure 3). Dans
ce cas, nous aurons By = Fy, Ef:' = Fet ESLSJ = {0}. Et E; est I'ensemble des nombres de
11, 1] s*éerivant avec exactement trois chiffres 1 derrigre la virgule.

Ce procéde de contruction peul &re répélé un nombre fini quelconque de fois. Ainsi, quel
que soitx £ N°. on pent constivive £, ayant des dérivés successifs non vides £, E&z), E.is), e
B avee #5 — {0}, Et 7, est I'ensemble des nombres de |0, 1] s’éerivant avee exactetent
« chiffres 1 aprés la virgule.

Repartons maintenant de l'ensemble £, et insérons dans chaque intervalle

10,170,177 (n e M)

une copie réduite de [Z, pour former I'ensemble .7 (Figure 43, Nous oblenons 1'ensemble des
nombres de |0, 1] s"écrivant avec n chiffres 1 aprés la virgule {(n = 2), dont le premier est au
{n — 1}® rang. Clet ensemble admet des dérivés non vides d’ordre quelcongue 3 = . Dans ce
cas, on note J& 1'ensemble des points communs 2 tous les J¥, 5 € N*, que I’ on note

Je = ﬂ JUEY

HerT
Iei, Ji} = {01,
? L I £ “FI". L L 0'11 4 L 4 I
¢ .
a [ —— e e e A
-8 B, <E; - o) ~E, =E, 2E,

Fig.3

*Nous domnons 1 expression algébrizue” de I'ensemble, car cela permnet de 5'assurer qu'il est bien défini.
Néanmoins cette expression w'a aucune importance pour la compréhension de I'exposé, Le lecleur que ces caleuls
ennuient peut done les ignorer.
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B ¥ !
1
l =&, ~Ey =F,

Fig.4

Intuitivement, J& correspond 2 ce que I'on obticnt si on dérive une infinité de fois 7. Mais
ne nous arrétons pas la.
Repartons & nouvean de I'ensemble £ ct insérons dans chaque intervalle

[0‘ 1!1; n ln—l}
une copie réduite de J pour former 'ensemble J; (Figure 5). Nous oblenons ’enscmble des
nombres de j0, 1] s"écrivant avec n chiffres 1 aprés Ta virgule (n = 3), dont les deux premiers

sont espacds de (n — 2) rangs. Nous avons J’f""} = E. Le dérivé de J ,“":', noté naturcllement
Jj("': Y est {u}.

T e o o 1
4 N . . .
) ] ~y =~

Fig.5

On powrait itérer le processus pour consiruire des ensembles ayant des dérivés d ordre
w20 |3, ouméme 2w ct plus. Ces “nombres™ sont dits traasfinis.

Mais ce qui va swrtout nous servir dans notre discussion est qu’intuitivement, nous avons
constiuit un ensemble J; que nous pouvons dériver une infinité de fois, puis encore une fois. EL
cela ne revient pas au méne que si novs ne avions dérivé qu’une infinité de fois | La théorje
de CaNTOR donne ainsi un sens 3 un “infini plus an” différent de I'infind. (Fin de 'intermeéde)

ET. Vous voyez bien qu’en mathématiques on peut faire certaines choses une infinité de fois
et encore une fois. Moi, je mets une infinité de 9 derrire la virgule, puisun 5!

PROF. Ici, c’est différent, il s’agit d’écrire un nombre, quelque chose qui repiésente la
mesire dun segment. Les deritures 0,000 ... 1et 0,999 ... 5 ne représentent pas des nombes,
puisqu’ils ne représentent aucune mesure.

Et. 0,999 ... ne comespond pas non plus 4 une mesure ; pourtant vous 1’ acceplez cotune
nombre.

La, on peut imaginer que le professeur parle de Tirite si I’ étudiant est & méme de conipren-
drc. En effet, 4,999 .. est une manigre d'écrire 1a limite de la série géométrigue

0,9 0,98 0,099

t

¢’est-d-dire

o0

=0
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qui vaut % . (l—l[—} = 1. Mais il peut aussi tenter de convaincre I'étudiant en utilisant des
1 - .
arguments de type calculatoire :

PROF. On peut engendrer 0,333 ... en appliguant 1'algorithme de division habituel &
“1 divisé par 3. Donc % = 1,333..., puis en multipliant par 3 lg résultat, on obtient 1 =
0,99%. . Téeriture 4,999 ... est done le résultat d’opérations sur des entiers. Et on peut

aussi |'utiliser dans des opéralions. Par exemple, on peut écrire : si

¢ =0,999.. .,
alors
10z =9900, .,
done
Or = 10z — 2z == D.000... =Y,
et

=1

Om peut défindr les opérations sur ces écritures illimitées (ayant une seule infinité de décimales)
pour {u’elles vérfient les proprictés habituelles, qui permettent notarmment de justifier le raison-
nement ci-dessus. Pouvez-vous faire de méme avec vos écritures 7 Par cxemple, comment
faites-vous 0,909 .5 ¢ 0,000...17
ET. Cest facile, cela donne 0,999 ... 8,
PROT. Mais alors puisque
0,999, .. < {1,999, .5,

YOUS aurcz
0,989, .+ 0,000...1 < 0,999, .5+ 0,000...1.

Ce qui donne
10,000, .6,

Cela vous convient-il ?

L'égalité de 0,990, .. et | est choguante. En 'écrivant, on a U'impression de négliger
quelque chose. & savoir lewr différence, que I'étudiant exprime pac 0,000, .. 1. Cest peut-
&ure pareil lorsqu’on écrit 3 = 0,333, .. . En effet, la division de | par 3 ne finit jamais. A
chaque étape de celle-ci, il reste un 1 4 diviser. Cela peut étre rapproché cu probléme de la
Limite de la suite

0,95 0,095 0,0905

que I'¢tudiant décide d'éerire 0,909... 5. Toutes ces difficultds illustrent la tendance & ap-
pliguer an certain principe de continuité : “ce gui est vrai de tous Tes termes d’une suite est
vrai de sa limite”, principe dont ’otigine est attribuée 2 Leibniz®. Ce principe parait naturel,
tnais possede de nombreux conte-exemples, dont ceux exprimés ci-dessus ne sont pas les plus
CONMILS.

Remarquons que, tant dans le dialogue de départ que dans sa suite, ¢’est |'étudiant qui tient
le beau véle : il arrive & réfuter les arguments du professeur sur son propre temain. Ainsi, si
le professeur propose d'accepter U'infinité (actuelle) des 9 dans 1'éeriture 0,999 . . ., I'étudiant

ACE LAKATOR [7)

36

fabrique une différence avec une infinité {actuelle) de O suivie d'un 1. Si par contre le professeur

en revient a I'infini potentiel en soutenant que |’on n’arivera jamais au bout de la suite de O
dans 00, 000 . .. 1, I'érudiant embraye et applique cel argument & 0,999, ..,

En outre, nous avons atwwibué Uexposé sur les nombres transfinis & 1'étudiant parce que
le dialogue s’y prétait bien, 11 serait pourtant &onnant qu’un étudiant dont on met en doute
les connaissances sur les limites connaisse cette théonie de CANTOR. Peu importe ! Disons,
par exemple, que 'étudiant a un ami plus fgé qui lui a pwlé de cela ... De toute fagon,
I'exposé est 1a pour rappeler que Iargument cité auparavant par le professeur, a savoir “on
ne peut pas faire sivre de quelque chose une infinité de chiffres”, et qui apparait aux yeux
de I'étudiant comme un argument d’autorité, n’est effectiveent pas défendable jusqu’au bout
par un mathématicien. Par conire, comme le prolesseur le proposc ensuite, on peut réfuter les
gcritures du type 0,999 .., 3, ou éventuellement les identifier & 1, en se référant  ce que doit
étre ou représenter un nombre (un peint sur une droite, unc mesure . .. ), i ce gu’il doit pouvoir
faire (se préter au calcul avec ses propridiés hubituelles),

2 Saisir e continu avec des décimaux

Considérons I'ensemble des nombres positifs ayant une gcriture déeimale Jimirde
ou iMimitée, a Pexcinsion de ceux “se terminant” par une suite infinie de 9. Sur cet
ensetible. définissons Ia fanction® swivante : 4 fout nombre o, faisous comespondre
fe nomibre f{a) en intercafant un 0" devant chacun des chiffres de o apparaissant
apres la virgule. Par excimple, nous faisons correspondie au iombre

13,141502. ..

e nonibie
13, 010401080902 . . .

Etudiez la comtinuits, la dérivabilité er la croissance de la fonction f. Rédigez
précisément Jes preuves de vos affirmations.

La fonction f est strictement croissante. Cette propriété s*établit aisément.

Pour étudier Ta continuité et 1a dérivabililé, une premiére idée serait de représenter cette
fonction par un graphe pour voir si “on peut le lracer sans lever le cravon” et “s’il n'y a pag de
point anguleux”, Hélas, toute tentative dans ce sens nous convaine que la fonction est difficile &
représenter et gu'en tout cas les nolions intuitives de confinuité et de dérivabilité liges au graphe
ne suffiront pas & résoudre le probléme. I nous faut au contraite nous baser sur des concepts
précis. Nous nous baserons sur la civactérisation suivante de la continuité.

Une fonction f de R dans X est continue en un point a de son domaine si, pour toute suite
{w;} dans domf qui converge vers o, la suite { f{w,]} converge vers f(n). Flle est continue &
droite (respectiveinent 4 gauche) cn a i, pour toule suite {7} dans dom f dont tous les termes
sont supérieurs (tesp. inférieurs} ou égaux i a et qui converge vers o, la suite ( £(1;)) converge
vers fla).

Notons IF I'ensenible des décimaux limités positifs,

La [oaction § est continue sur B4 10%, discontinue 3 gauche et continue a droite suy [+,

En effet, si unc suite (w;] tend vers un nombre illimit€ b, les n premidres décimales de u,
“deviennent égales” aux n premitres décimales de b, et ce powr n’importe quel n. Fi donc les

5Cette fonction a 6t Srudise par E. BOREL dans [1].
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2n premitres décimales de [{w,) deviennent égales aux 2 premiéres décimales de f{b). Ce
qui entraine que ( f{w; ) converge vers f(b).

Si b estun nombee limit€, la sitwation est quelgue peu différente. Examinons par exemple
la continuité auw point 1. 8i (3;,) tend vers | par valeurs supdrieures, les premiéres décimales de
1; deviennent égales a celles de 1,000 . .. et, comme pour les illimités, { f{z;)) converge vers
F{1} Lafonction f est done continue A droite en cc point, ainsi qu’cn tout nombre limité, Par
contre, si {v;) tend vers I par valeurs inférieures, les premidres décimales de w; deviendront
€gales i celles de 0,09 . . ., Te schéma suivant imontre 1'écart, nodé ¢, entre f{1) et la limite de
la “suite-image” ( { (1;)) :

0,999... — 0,000909... |
[e=0,80900090 .. = =

1 — 1
Nous dirons que la discontiniiré a gauche de 1, ¢’est-a-dire
fil) = lim f(z),
=17

estde 1Y,

De méme, comme le monire le schéma suivaat, la discontinuité & gauche de 0,123 est de
LU T
11 . "

0,122990 ... — 0 0106202080000, . .
€ > 0,00000090000 ... = & . 1975
0,123 —0,010203

Remarguons que 1'ampleur de la discontinuité & gauche en a est fonction du rang de sa
dernigce décimale. Plus précisément, un nombre Yimité de « décimales aprés la virgnle a une
discontinuté & gauche de i—f - 102,

En ce qui concerne la dérivabilité de la fonction f, on pourrail croire 4 premiére vue que la
fonction f n’est dérivable en avcun point de son domaine, Uensemible de ses points de discon-
tinuité y étant dense,

A mieux y regarder et aprés avoir calculé guelgues guotients différenticls, 1'impression
s'inverse : les accroissements de la fonction diminucnt beaucoup plus vite que ceux de la vari-
able. La [unction semble étre dérivable sur tout son domaine de continuité et sa dérivée semble
y etre nulle, cc qui par ailleurs est choquant pour wme fonction strictement croissante ! Te
tableau suivant donne les quotients différentiels -f-'{-’*,-“;)l'g@-] liés & cles auguentations §, = u, — b
de valeurs £0, 1, £0,01 et &=107" d'un réel illimité b dont les décimales sont toutes différentes
de 9etde .

&= —b — &— flw)— J(b) | quotient différentie] = £
0,1 — 0,01 P
—0,1 0,01 i
0,01  0,0001 I
—0,01 re —0,0001 .
mn " — 10 Lo
10" P ] Lo
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La suite de gquetients différemiels comespondant a des accroissements de £107 tend vers
{1, Et powr une augmentation ou une diminution § comprise entre 1077+ 1 1077, le quotient
différentiel est inférienr &

qui lend vers O lorsque . tend vers Iinfini. En ces réels s’écrivant sans 9 et sans (0 dewriére la
virgule, la fonction [ est donc dérivable, de dérivée nulle,

Et pour les autres T Comme un réel illimité ne peut pas se terminer par une suite de @ (resp.
de 0, on sait que, quel que soit le rang N gue I'on se fixe, il existe un rang n plus élevé dont 1a
décimale correspondantte est diffévente de 9 {resp. de §).

Considérons alors une valeur §; posilive (resp. négative) comprise entre 107™+1 et 107™, o 7,
et 1z 41 représentent respeclivement les rangs des ¢ et (v | 1)° décimales différentes de 9 (resp.
de 0y d'up réel illimité b, On aura (pour les 4, pusitifs)

107™1 o §; 0 107% et 172000 an gy < 1072,

donc
W72 g 1R
107 g 10mme
Si la suite {1;) est telle que ;41 — 21 tend vers —oo, alots le quotient différenticl § tend vers

(). Mais il arrive que le réel b considére soit tel que que n, ., — 2n, ne tende pas vers —oc. C'est
le cas, par exemple, pour le nombre

1{]‘.“35—2"1;_1 — — lon.{.|—2th.

e — 0,09000000099090000. .. 809...90%. .,

oli le nombre de ¢ successifs dans un bloc est égal au nombre de chiffres séparant cette série de
la virgule. Dans ce cas, le guotient différentie] comes-pondant & nn accroissement du nombre
eded = 10 ™ estégal & 107" si n est égal au rang d'un O et supéricur & 0, 9 si 1 comrespond
& un rang précédent un 0. On peut donc construire une suite {w;} correspondant 4 unc suite
de quotients différentiels tendant vers 0, et une autre correspondant i une suite de quotients
différentiels tous supérieurs 4 0, 8. L.a fonction f n'est donc pas dérivable & droite au point

On peut raisonner de {a méme fagon pour la dérivabilité & gauche et trouver des nombres
comportant un nomhbre infini de blocs suffisamment grands de 0 successifs et pour lesquels ia
fonction f n'est pas dérivable & gauche.

Par ailleurs, on pent anssi déduire que si la dérivée existe, elle est égale 3 0, du fai{ que, pour
w’importe quel illimité, le quotient différentiel est “réguligrement” égal 4 107", avec des n aussi
grands que 1’on veut, Cela peur sembler étonnant vu gue la fonction est strictement eroissante,
mais rappelons-nous qu’elle est discontinne en tout point linité.

Comment peut-on interpréter les irrépularités de Ia fonetion guai & 1a derivabilité 7
En quel sens les points de non dérivabilité sont-ils inal situés dans la myriade des
décimaux limiiés 7

Considérons un nombre illimité odi Ta fonction est dérivable. Pour fixer les idées, prenons le

nombre
d=10,123123123. ..
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Etudions e comportement du quotient différentiel %’%l lorsque iz; parcourt les €léments
de la suite des décimauy trongues par défaut

6 0,1 0,12 0,123 0,1231

Cette suite est constituée de nombires ob 1a fonction est discontinue et elle s”approche indéfini-
ment de . La suite des distances de ses léments & f est

0,123123... 0,023123... 0,0063123 ... 0,000123... 0,000023...

Mais si ces distances sont de 1"ordre de 10~ ol n est le nombre de décimales aprés la virgule des
décimaux tronqués, on sait que la discontinuité en chacun de ces points® est égale 3 19 o [T
Aux poinls z; de cette suite, le quotient différentiel S22 fait des “sauts™. Sa vzuiarlon n’est
pas continue. Mais on voit que la discontinité en un pomt x; décralt beaucoup plus vite que sa
distance au nombre d. En fait, le xapport de la discontinuité en un point 4 sa distance au nombre
d est de Iordre de 107" el tend vers 0. Les “sauts™ du quotient <lifférentiel sont donc de plus cn
plus petits, proportionnellement & celui-ci. On peut raisonner de méme pour la suite des valeurs
arrondies par excés de d.

Considérons maintenant la suite des valeurs arrondies par excés pour le nombre c =
0.090999009999990 05, .. 900.,.909, ., c'est-A-dire

1 0,1 0,1 9,091 0,091 0,001 0,001 0,090991 0,0009991

0,0900001  0,0808951  0,0000991 0,0000601 0,0900991 0, 0909991
{0, 09099900999%991 0, (0005009900998 .. .

Powr alléger 1 éeriture, considérons la sous-snite obtenue en éliminant les répétitions de termes.
Nous obtenons la suite

1 0,1 0,021 (0, 0905091 0, DRE2909099030 L
La suite des distances dc ces €léments & ¢ est

0.0 90005 000000090. . 0,009 0009 M00HO0H 0. ..

(1000000 90000000 90, . G,000000000000008 0. ..

Certe fois, s1 n est le nombre de décimales aprés la viggule d'une des valews arrondies, la
distance de celle-ci au nombre ¢ est inféricure & ﬂ 10— Le rapport de la discontinnité en un
élément de la suite & sa distance an nombre ¢ cst donc towjours supéuienr & 1 | La variation du
quotient différentiel M lorsque r tend vers ¢ continue done 4 faire des sauts importants
lorsque - passe par un Elément de cette suite.

Nous avons raisonng jusqu’ici sans évoquer I'allure du graphe de f. Pourtant un tel graphe
powrtait nous aicer i comprendre les caractéristigques de certe fonction, au moins en ce qui
concotme sa continuité a droite, sa discontinuité a gauche aux décimaux limitds et sa dérivée
nulle. Essayons de le construire en transformant légérement la fonction : elle intercalern des
0 enlre chaque chiffre aprés la virgule des nombres exprimeés cette fois ¢n base deux. Cela
ne change pas beaucoup la nature de la fonction, sa continuité et sa dérivabilité, mais nous
permctira de micux distinguer les discontinuités sur le graphe.

“En termes o' ordre de grandeur, ces valouls restent cormects pour d”autres suites de limités tendant vers 4.
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Figd

Intéressons-nous tout d’abord aux puissances de 0,1, Le schéma suivant donne lenrs images.

0,1 ~— 0,p1=012
0,01 — 00001 =0,012
W — 107%™

Reportons déja les points correspondant sut un graphe (Figure 6a) ; ils sont situés sur la parabole
d’dquation y = x°,

Four compléter le graphe, calculons les images des points 0,11, 0,101,  0.1001,
somimes de 0,1 et d'voe aulve puissance de 0,1,

- A

0L11=0.140,01 — 0,010l =10,01 4 0,012
0,101 =0,1+0,001 — 0,010001 =0,01 ~0,001°
0,14 1o 0,014 1

Pour les placer sur le graphe, on peut translater un morecau de parabole (Figure 6b) en la faisant
démarrer au peint (0,1; 0,01). Les nouveaux points ¥ sont inclus.

Continuons pour les sommes de 0,01 oude 0,i1 et d"one antre puissance de (G, 1 {d’exposant
supérieur 3. A nouveau, nous pouvons dessiner (Figure 7a) un morceau de parabole (gni se
fait de plus en plus cowst, de plos en plus “horizontal”} A partir des points (0,01; 0,0001) et
{0,11; 0,0101).

Aingi, a la dreite de chague nombre limité, nous faisons démarrer, 4 une certaine étape du
tracd, un bout de parabole dont nous remplagons encore une partie, 4 une étape nltérienre, par
un autre lout de parabole plus courd encore (Figure 7b). Bt ainsi de suite.

Cette construction suffit & nous convaincre gu’en tout décimal limité, la fonction est discon-
tinue & gauche, dérivable 4 droite et de dérivée nulle.

31t




Fig.7

3 Conclusions

Lors du dialogue sur le mystérienx nomlwe 1 novs avons cité les principales intuitions com-
plémentaires sur lex réels et des diverses facettes de ceux-ci :

- les réels sont une écriture, une swite de chiffres éventuellement infinie avec une virgule ;

- les réels servent & mesurer des longueurs, ils petlvent étre représentés par des points sur
une droite ;

- les réels servent i caleuler ; et il faut que les propriétés des opérations et les résultats
des caleuls sotent en accord avec I'idée de grandeurs (mesurées) et d'opérations sur les
grandeurs.

Chacune de ces intuitions peut servir de base & une définition des réels : H. G. GARNIR [4]
et J. LELONG-FerrAND [8] définissent’ les réels 3 partir des deritwes, 1. HILBERT [6] les a
definis comme des segments, en se basant sur sa géométric, ¢t la méthode axiomatique (dont la
premiére version est également due 3 HILBERT) présente les réefs comme des objets de caleul
- Ce terme recouveant aussi le caleul des Limites.

Remarquons par ailleurs gue nous autions pu écrire “le mystérenx”™ nombre 0, 43, ou pren-
dre n'importe quel décimal d'éeriture finie. Ce sont (déja) tous les décimaux limités qui nous
cavsenl probléme.

Ensuite I'étude de la fonction agissant sur les écritures a montré a quel point 1'intuition qui
associe les réels anx points d'une droite est différente de celle représentant les réels par une
suite de chiffres. Griice 2 cette €mde, nous nous sommes rendus compte que la “continuité”
de Pensemble R, Je fait qu’on peut le parcourir entiérement sans devoir faire de “bond”, est
pergue Irés différenunent selon qu’on le représente par une droite ou qu’on le considére comme
I'ensemble de touies Jes écritures possibles.

Sur la droite tous les points sont pareils, On les parcourt tous mentalement sans difficulté
en laissant glisser son regard. Aucun point ne demande qu’on 5’y arréte plus gu’un autre.

Le parcours de I'ensemble des écritures semble plus chaotique, et le fail que celles-ci con-
stitaent une fagon de faire du continu & I'aide du dliscret (les chiffres) st choguant, On peut

"Voir ausst J. DHOMBRES [3].

312

;
i
i

imaginer un compteur formé &' une infinit€ de roulettes portant les chiffres de 0 & 9. Pour pat-
courir I'ensemble R, le compteur doit de temps en temps — et méme frés sowvent - faire des
“bonds”. Plus une ronlete est située i droite, plus elle tourne vite. Mais aucune n’a un mouve-
ment continu comparable 4 celui de la deriére roulette d'un compteur fini. Tn fait, chacune de
ces rouleties n'avance d'un cran que lorsque gque le compteur passe 2 une écriture limitée (ou
suivic d'une suite infinie de ). Ainsi les limités ont un caractére particulier dans le parcours
contini de U'ensemble, Mais que se pagse-t-it juste avant ou juste aprés 7 On ne peut U'imaginer.
Mais cela nous raméne au parcours continu de la droite | que peut-on imaginer juste avant ou
juste apres un point

Les décimaux constituent une fagon de faire du conting avec du discret, ce qui est également
choguant.

Avec cette fonclion agissant sur les écritures, on navigue dans un univers a structure hyper-
nucroscopique sur lequel on essaie d’embrayer unc loupe qui dégage autour de chaque nontbre
un voisinage ol on verrait clair, ol on n'aurait plus qu'un nombre fini de choses A considérer.
Mais cest impossible. Elintuition touche une limite de sa puissance : elle ne peut décoller
complétement du “normal quotidien”,
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5. Conclusions

Sur la progression de la fraction-tarte au nombre,

Quels sont les principales étapes a franchir lors de 'acquisistion progressive du concept de
norbre, €t plus particuliéreiment de celwi de fraction (de rationnel) en tant que nombre ?

Extraction du concepr de fraction de plusieurs contextes. 81 les premiers apprentissages sur
les fractions passent forcément par une ctape o elles apparaissent dans un contexte de partage
(de tarte, par exemple}, on sait que les fractions ont de multiples facettes : opérateurs, rappoits,
mesures, proportions, ... Ces quatre exposés proposent divers contextes ol les fractions se
présentent sous des visages différents. Mais au fil des exposés, le réle du contexte évolue, Cetre
évolution est commentée dans la deuxigéme partie de ces conclusions.

Mesure avec des fractions. Dés la premiére siteation (puzzle), les fractions servent A mesurer.

Il ne s’agit pas ici de couper une unité pour obtenir par exemple des quarts, mais bien d’associer
une fraction 4 chacun des morceanx déja découpés. On retrouve aussi cet aspect dans le prob-
leme de croissance de population (veir : Modeles pour calculer avec des fractions), oil les
fractions servent & mesurer une chirge.

Positionnement suy une droite et écriturve dicimale. Une des images les plus fécondes de
PFensemble des nombres est celle d’une droite. Le fait de positionner les fractions sur une droite
est done important pour que Vidée de fraction-morceau €volue vers celle de fraction-nombre.
Cette représeniation est wtilisée dans les trois derniers exposés. Elle se combine avee la con-
version des Daclions en écrilure décimale, écriture utilisée lors de Iactivité sur les engrenages
(voir : Rapports el proportions} et travaillée dans les deux activités du dernier exposé (Des
décimaux aux nombres).

Calcnl avec des fractions. Le fait de pouvoir caleuler avee des [ractions est un élément fon-
damental pour progresser vers le concept de nombre. De méme gue les naturels précédés d'un
signe négalil, qui servent i exprimer une alttude sous la mer ou une (empérature en dessous de
zéro, n"ont pas grand chose a voir avee les nombres tant qu’on n”a pas introduit d’opération sur
eux, les fractions ne peuvent acquérir le statut de nombre tant qu'elles ne sont vues que commge
une “fagon de parler”. Ce calcul est développé dans chacun des exposés et y prend son sens
dans divers contextes.

Virlonté de compléter le systéme des nombres. Dans le troisigme exposé (Modéeles pour cal-
culer avec des fractions), le probléme de croissance pousse & élargir I'ensemble des nombres a
celui des rationnels, pour mesurer la durce, puis — mais nous n’avons pas approfondi la questicn
ici — a celui des réels,

La question “0,999 ... est-il €gul A 1™ (voir : Des décimaux aux nombres) propose v
essal de construction de nouveaux nombres | ceux qui correspondraient i une écriture “plus
qu’infinie”, comme par exemple 0,000...1 ou 0,339, .5, Essat qui s’avére infructueux, du
moins si 1'on veut étendre 4 ces nombres les régles de caleul et les propréiétés des opérations
qui s’ appliquent aux décimaux limités : par exemple, 0,999 ... 5—0,000...1 = 0,998, . fel
la compaubilité de I'addilion avec 'ordre.

Distanciation par rapport ai modéle des nourels et transfert partiel de ce modéle. Une
certaine rupture avec le modéle des nalurels est déja annoncée dés Uactivité sur les puzeles :
E_ + i # -ﬁ' »avec les rachions, ca ne marche pas comune avee les nombres (natwelsy 1 Le
troisiéme cxposé montre, lui, conuncot on pent transférer les régles sur les puissances a des
exposants rationnels, en concordance avec Uinterprétation que I'on a donnée de ces puissances
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dans le contexte du probleéme.

Emergence d'une structure. Progresser vers le concept de nombre, ¢’est aussi — et ¢'est
peut-Etre une des derniéres Stapes — arriver & extraire des différentes interprétations des nombres
nne structure commune @ les opérations nécessaires a leur utilisation dans une théorie, et Jeur
propriérés. Clest un travail qui reste A faire apres la mige en Svidence des images meatales
évoguées dang le quatridme exposé.

Sur I’évolution du rile du contexte

Dans 1"activitg sur les puzzles de fractions (voir @ Savants partages), les enfants restent presque
d'un bout & I'autre de 1'activité dans du cencret. Celui-ci est plus qu’on support aux fractions et
aux caleuls. Pour les enfants qui découvrent les fractions par cette activité, elies n’ont un sens
que dans ce contexte. Elles sont dicectement associées aux morceaux de puzzle, L'écriture }l+11
ne représente pas encote une somme de nombres, mais bien un assemblage de morceanx, La
remarque d'un enfant 4 ce propos est significative © “avec des fractions. il ne faut pas calcuder,
il faul regarder”. Schématisons le role du contexle dans celte aclivité de la fagon suivante :

CONTEXTE
{Questions, réponses, justifications)

Le probléme des eclangles semblables (volr : Rapporls et proporlions) constitue un con-
lesle concrel pour les fractions. Cependant la plupant des guestions posées porle sur des nora-
bres, plus précisément sur des tableaux de nombres. Les €léves recherchent (par induction) une
relation entre les lignes de nombres. Les justifications de ces lois se font d'une pait en util-
isant le langage algébrique, d’autre pat par retour au contexte. Celui-ci fournit donc un moyen
d'interpréter les expressions algeébriques et de retrouver le sens (ou un des sens) des fractions.
Voici le schéma correspondant :

CONTEXTE — NOMBERES — CONTEXTE
{guestions, (interprétation,
recherche de lois) justification des lois)

Les problémes d'engrenages (voir : Rapporls et proportions) sont concrets. [ls se situent
dans le¢ contexte des vélos et des horloges. Cependant. leur résolution se fait en mamipulant
des nombres (comparaisons ¢t produits de fractions, conversion en éeriture décimale). Mais
les régles qui régissent ces opérations (comparuison et produit) peuvent éventuellement étre
recomprises grice au contexte. Ceci peut se schénutiser cornme suil :

CONTEXTE — NOMBRES (— CONTEXTE)

{problemes) {résolution) {réponses,
possibilité de recomprendre
les régles sur les fractions)

En outre, on évogque un autre modéle (représentation des fractions sur la droite) pour visvaliser
la comparaison de rapporis.

L
—
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Le réle <o contexte dans les situations de probabilités (voir : Modéles pour caleuler avec
des fractions) est 4 peu prés similaire : la situation sert de base et d’arivée, mais ta résolution
se fait au niveau des nombres. Le contexte permet-il ici de recomprendre les régles de caleul
sur les fractions ? Le professeur peut-il évoquer la situation de départ pour redonner un sens i

34 33

Tt sembie que oui @ il “suffit” de faire le lien entre la réponse donnée par “1'arbre des probabil-
ités™ et celle donnde par “1"abre des possibilités”,

Et pour I'addition de fractions 7 La résolulion du deuxiéme probléme de tirage montre e
sens de la recherche d’un dénominateur commun dans le contexte des probabilités. Mais peus-
on imaginer qu’un €keve de 16 ans qui n’a pas compis la régle d addition des fractions songe 4
imaginer cette expérience 7 Celle-ci ne permet sans doute que de donner un sens supplémentaire
ala régle 4’ addition des [ractions pour ceux qui I avaicnt déja acquise. Quand aux autres, misux
vaut peut-étre leur reparler de tarte ... Alnsi, et cela nous paraft curieux, dans un contexte o)
les fractions sont absoloment in€vitables, a savoir les probabilités, 14 oft leur urilisation prend
tout son sens, il semblerait assez difficile d’introduire (de faire découvrir pour la premiére fois)
les opérations sur les fractions. Pour cela, les contextes ob leur utilisation reste plus gratvite
{comme les puzzles de fractions) semblent mieux convenir. N'empéche, il n’est jamais superflu
de proposer des situations oii les fractions peuvent acquérir un sens “supplémentaire”.

Dans le probléme de croissance {voir : Modgles pour calculer avec des fractions}, 1e rdle du
contexte sc schématise 4 pew prés de la méme fagon :

CONTEXTE — NOMBRES —  CONTEXTE
{probléme) {découverte de nouveaux (justification}
exposants, régles
et justification}

Cependant, ici les rationnels apparaissent comme une extension des naturels. De plus, la jus-
lification des régles de caleut sur Jes expressions avec exposants se fait d'nne part de fagon
concrete, A 'alde du contexte, d'autre part de fagon abstraite, pour conserver une structure,
celle de la fonction exponentielle et de ses propridids, déja connues sur les naturels. D'od le
nouvean schéma

NOMBRES —  STRUCTURE

les deux problemes proposés dans le quarriéne exposé (Des décimaux aux nombres) se
placent dans un contexte ... mathématigue unigquement (et pourquoei pas ?). La premidre sit-
uation conceine des éeritures. Devrions-nous dire qu’elle cuncerne des nombres 7 Toute la
question est 14, L.es nombres sont-ils des écritures 7 Les &critures sont-elles des nombres 7
L’chjectif de cette sitnation est de provoquer le retour aux sens intuitils des nombres, aux con-
textes dans lesquels ils appacaissent, aux différentes interprétations possibles des éeritures. Bt
les écritares ne ménent aux nombres (du moins d’vn point de vue pédagogique) qu'a travers ces
interprétations, Nows avons schématisé cela de la fagon suivante

RECHERCHE DE CONTEXTES

l

ECRITURES — NOMBRES
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Dans le dernier probleme (la fonction bizame}, on se situe & un niveau abstrail et on v reste,
mais la pasrticulaxité de la fonction éudiée provogque des “paradoxes” duns la visualization des
nombres considérds comme des écritores @ méme si les diverses interprétations associges avx
nombres {mesures, points sur une droite, éeritures, objets de calcul) ont des liens évidents entre
clles, elles provoquent des intuitions parfois bien différentes,

En outre, on dira un mot de la fagon dont on peur utiliser les différentes intuitions pour
définir les réels

NOMERES
(Questiong, 1éponses, justifications)

INTUITIONS — STRUCTURE

Atelier 3a (probas)
CONTEXTE — NOMBRE (—) CUONTEXTE)

(problémes} {(1ésolution} (réponses)

Idem ¢que pour Iatelier 2h.

Atelier 3b (croissance)

Pour le reste, les points que nous avions déja releves se retrouvent dans plusieurs ateliers. Il
me semble que chacun peut faire le relevé. On peut en reprendre certains dans v papier ou un
discours conunun. Je les ai repris ci-dessous en les emichissant de réflexions de Nicolas (que
jai un peu déformées par endroit . .. ). Les ** sonl évoquées dans ce qui précédent.

Comment faire progresser de la fraction-tarte a la fraction-nombre ?
¢ I'abstraction passe par I’cxtraction du concept de plusieurs contextes ;
+ mesurer avec des fractions ; les placer sur ung droite ;
» calculer avec des fractions ;

o I'éerniture décimale.

Quelques principes épistémiologiques (ou méthodologiques)

s

o Fdes phénomeénes aux structures” et “de la structure aux (A la recherche des) phénomeénes™ :
des intuitions enracinées dans des contextes et qui devienent les soutiens intuitifs de la
pensée ahslraile (apprendre 4 évoquer le bon modéle),

“des queslions aux notions”,

“des choses aux symboles™ : trop souvent, dans |'enseignement, on s'installe dans les
symboles trop tét ; faire une juste part aux choses qui précédent les nombres,

» les patlern;
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*

le sens étroit et le sens Targe - les fractions sont lus que des rationnels;

point de vue hewristique de Lakatos : ne pas conceptualiser trop tt. Introduire les con-
cepts an moment o0 on en a besoin:

o T histoire est utile”, quelie histoire 7 On a besoin d’une histoire personnelle;

¢ **i faur ancrer les nouvelles connaissances dans cette histoire personnelle.
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Histoire des mathématigues : constructions géoméirigues

GUICHARD Jean-Paul
IREM de Poitiers (France)

Abstract

Pourquoi réinterroger 1" histoire des mathématiques i propes des constructions géométni-
ques ? Notre motivation initiale est essentiellement didactique @ depuis wie vingtaine
d’années, les problemes de constuction ont guasi dispama du cursus de I'enseignenent des
mathématiques en France, mais, paradoxalement, les logiciels de constructions géométri-
ques se mnltiplient et se perfectionuent. Bt les nouveaux progranunes incitent fortemant
les enseignants & utiliser ces logiciels dans leur enseipnement. Mais qu’y a-t-il de commun
entre Ia construction d'une figure poméuique simple et les famenx problemes de construc-
tion oit 'on supposait le prebleme réselu et o les lleux géométriques tenaient une place
importante ? Lo premigre proposition du premier livee des Eléments d'Enclide n’est-elle
pas la construction du wiangle équilaigral ? Qu'esl-ce gqui peut transformer Jes activitds
de ¢construction bien présentes dans ley programmes, mais traitées comune des recettes de
coustructions pacticuligres, qu'est-ce qui peut done les wanstormer en réels problémes ?
Rechercher et retrouver certaing de ces problémes dans I'histoire de notre discipline devrait
naous permetire de miewx cerner o¢ type de probléme of donner scns et intéét & cetre activité
géumatrigue.

Par rapport i cela, notre projet est modeste. Nous proposens de nous focaliser sur de
grands problémeas classiques qui ont marqué I’histoire. Pour chacun, nous avons proposé
aux participants & {"atelier un certain nombre de textes historiques : 1'objectif £tait de les
transformer en textes de problémes pour nos €léves de collége et de lycée. Nous donnzrons

done en illustration un certain nombie de ces textes et de leurs ranspositions,
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1 Un regard historique

Qui dit constructions géomstriques, dit nécessairement utilisation d’instruments pour réaliser
une figure géométique astreinte & un certain nombre de conditions, Un de ses intéréts, qui en
Tait avssi une difficult€ gue "on renconte effectivement en cnseignant, est 'articulation d*un as-
pect pratique et d*un aspect théorique, Ces aspects se Fcondent mutueliement. Ainsi, dans son
livre Constructions géomdétriques nécessuires & Partisan, le mathématicien arabe Aboul-Wata
(940-998) écrit : “Beancoup &’ anisans ont besoin de ces problémes 1mais toutes les méthodes
utilisées par eux ne se fondent sur aucun principe et sonl de ce Fait peu siires et extrémement
inexactes.”

Artisans, mais anssi wpenteurs, bitisseurs, archilectes, peintres, ingénjeurs ... ont eu et
ont toujours besoin de résoudre des problémes de construction. Parmi ces problémes, certaing
ont €€ des défis tels, pour les mathématiciens, qu'ils ont traversé ' histoire de notre discipline
et oni suscit€ la création de nouveaux concepts, de nowveaux outils, de nouveaux domaines
des mathématiques. Duns son livee Infroduction & UAnt analytigue {1591), le mathématicien
Frangois Viete en témoigne : “L’analyste résout artificiensement les probizmes les phis fameux
appeles jusqu’a présent irralionnels, tels que le probléme mésegraphique (construction de deux
moyemes proporticonnelles, en lien avee la duplication du cube), celui de la section d’vn angle
en trois parties £gales, I'invention du c¢dté de I'heptagone et tous les autres qui tombent dans ces
formwles d’éguations. . .~

Dang ce vaste domaine des constructions géométiiques, nous proposons une classification
en licn avec les grands types de construction qui ont marqué les mathématiques au travers de
teur histoire.

Les grands types de problémes Les ohjets | Problemes célébres
Figures polysones réguliers 1 polygones canstructibles 3 la regle et au

cowpas (le cas de hepragone of. Vigte)

Figures inscrites o circonserites cercles 1 probleme des 3 cercles & Apollonius
(cf. Viete, Descarles,. )
Sections angles la trisection de I"angte (ef. I'hédtage grec,
) Viete, Descartes,. . )
Quadratures varré d'aire égale 4 celle | la quadrature du cercle, la quadrature
d'une figore donnde de la parabole et de la spirale (Archiméde),
_ la quadrature de la roulette {Pascal)
Autour des quadiatures:

dimenszm 2 Cubz de volume Szal & un " duplication du oube (ﬁ-robléme e Ddlasy
welunms dhonné

dimension 2 figure d aires Eyales, puzelcs,
décnnpages

dimension 1 rectifieation <les courbes. .

Les problémes de constiictions, par le fait méme qu’il §'agit de construire effectivernent
unc figure, aménent 4 se poser deux questions importantes,

L. Quel est le réle des instruments ?

Om sait I'importance des conditions imposées i la construction, et qui en changent complate-
ment la nature. Par exemple le tracé de la paralléle a une droite passant par un point donné ne
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fera pas intervenir les mémes propriétés mathématiques 5'il 8"agit d'une construction a la 1égle
et au compas, ou & 1’ équerte, ou au trace parallele. .. Les contraintes instmmentales sont donc
a préciser impérativement : il y a celles des instmiments classiques (1égle non graduée, com-
pos, équerte, régle graduée, rapporteur}, mais ce peut étre des appareils, des systémes articulés
conune les trisecteurs. On peut également constiuire par pliages (trisection [1], pentagone on
nozud doré. Y. Do vient le privilege que nous accordons i la régle et au compas 7 Dang
Histoires de problémes, Histoive des mathémarigues, Ellipses, 1963 page1(9, Rudolf Bkouche
gerit @ “Ces deux outils auraient-ils seuls le privilége de construive des figures géométriques 7
N'est-ce pas plutdl que leur caractére trés simple el rudimentaire constituerait justenient une
garantie de ne pas confondre figure tracée et figure dudide de fagon théorique 7 D ailleurs,
quoi de plus “mécanigue” et bricolé que le wacd au compas, el peut-on dire que le mouvement
et I temps n'interviennent pas dans une telle construction 7°

2. La construction effectuée est-clle exucte ou approchée ?

Ne nous méprencns pas sur ce que veut dire approchée en mathématiques : approchée ne
veut pas dire approximative, mais traduii le fait que la construction faite ne donne pas exacte-
ment La figure atlendue mais I'approche avec une précision que 1'on peut donner. Ainsi en est-i
de la célébre construction du pentagone de Diiver (cf, T, ci-aprés), ou de la trisection approchée
d'Ocagne f1]. faites i la rgle el au compas, alors gue Ia trisection de I'angle ou la construction
du pentagone par pliage. déja citées, sonl des constructions exactes, bien que n'inlerviennent ni
regle, ni compas,

L'intérét des problémes de construction est qu’ils nons placent au ceeur de la démarche mathé-
matique :

5_A'nalyse' d"ﬁ“pmhit‘:me Trouver la consiruction | Chercher |
. Construire i figure Praduire la Kgare attendoe Agir
| Valider la consiruction Justifier gue I'on & tésolu I¢ probleme | Démontiec

En particulier ils permettent de retrouver une des fonctions originelles de la démonstration et
done de donner du sens a 'activité de démonstration. [ histoire des mathématiques est a ce
propos une source importante de problémes et dexercices qui peuvent redonner du sens aux
mathématiques, et les réinscrire dans 1"aventure humaine.

2 Des documents historiques

Voici 1a liste des documents historiques proposés avec des indications sur une utilisation
possible en classe (les nombres entre crochets renvoient 3 Ta bibliographie] :
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Types de prom Documents historiques

Figures : polygones réguliers | 1. Direr | pentagones, Tgone, 10goue
F"igurcs mserites et 2. Buclide hrop.B livre IV {trad, Vitrac)
| Clreotsenites | cercles 3. Abowl Wafa : triangle squilatéral Exercice 3*™ [9)

Duscam;s i Elisabeth Le probleme des trois cercles [8]
4-5-6. Ex-volo japonais (6] 117

(1803, 1913, 1788) f

1. .De.s.cnrtus {l.a Géométrie pp. 396-397) | Parabole et cercle [i]

8. Trisecteur de Bergery Rallye Poltou-Charetites (33 2pnz)

Documents & visée pédaguegique

[
[

Sections ; la triseclion

Etnile de No#l (devoir maison 65%) |
Activitd 4 T10], Exervice 5% [13] |

| S Sysltmes articulss ; Pasenl et Céva n
. Quadratures 10, Marclois {1617} I Exercice 3¥m [7]
L 11. Sulbasutras indiens (3°- 4% ¢, av, 1-Cy o [5) .

[ 12 Aboul Wafa : les 3 carrés Exercice 38 [9)

Une illusteation en classe de sixidme (2 partir du document 1, ci-aprés):

6°5  Devoir sur feuille 4 fuire pourle feudi 19 décembre 1996,

Létoile de Nogl =7

Pour 1a constrire on va se servir de |

& construction du pentugone de Ditrer qui est exphqud
s & guee s
ci-contre. 1 pliquée sur ta figure

1} Observe bien cette figure pour camprendre comment est constiui( le pentizgone e sommes 1,2,3,4,5. Ce
2,34, L

pentagone a tous ses ¢dtés de ia méme Tongueur.

2) Prexds une feville blanche, et fais ivec 504m, au cravon, |

a construction de Drer en partant d*wn segime
[ub] de longuenr 5 cim. P Einent

3) Trace en couleur des 5 diagenales du pentagone, et colorie 1'étoile.

‘ne dt'agonaie EFL LT N f rejo X 1 iy ) '
I, segment qui refaint deux | ; : " JeH)
£ if f FOREES UL He S8 suiven! Pas; par exempe le SEEMENT quit tejoint

fe sommer I au sommer 3 est Vine des diagonnles di pentagone.

iz

4} Sur ta feuifle de capie, réponds anx
irods queslions suivanres,

a3 Qui était Diirer 7 Quand et ob a-t-i}
wégn 7

B} Powrquid 1e ircizitme cercle que 1'on
trace passe-l-il par les points act b 7

¢ Quelle est la forme de V'inténieur de
I'éroile T Quelles idées cela te doune-¢-4l ?

Alde pour le 2

1) Pour commencer on irace Wit Segiment
[z28] de & e, Ce segment donne -

- dewx sommets di pentagone (3 et 4) er
lex centves dex 2 premiers cercles d tracer
- e rayon de tous les cercles g rracer {on
ne touche pas & 1 owveriire du compas ),

3 Documents exploités

2} Obyerve git e tronve le centre du troisieme cervle foelul qui
passe par ley points o of 1)

3} peace ave de syméndie de la figure, puis les 2 autres
droirer gui vour donner les sonmmets 2 er 5 {observe bien les 2
points de la figire par oit passe chacune de ces dioites).

4} Pour constriive le sonmer §, on sait gu'il est & 6 cm des
sommets 2 er 5. On unlise done le compas gui a toufours son
awversipre de 6 crm, 8ile dessin est trés bien fait, les 2 derniers
cercler que tu viens de tracer se coupent sur ['axe de symérrie
de la figure,

Remarqgue : si tu as du tenips Hive m peux afler au COM e faire
Jacllement cette froile yur prdinareur en wiilivaa UAteller
de Géomndirie.

Document n°1 ; Alirecht DURER (1471-1528). Constructions de polygones, [Document IREM e Cacn]
Figurz 15 pentagone. décagone, heplagone (3 13 cigie ol au compas).
Figurs 15 penlagone (4 La rdgle el gu comipas & rayo constant),
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Document n°3 : ABOUL WAFA (940-998). Triangle équilatéral inscrit dans un carré. [9] Voici Ia méthade de Aboul Waka,
Duns sou fivee sur “Les construetions géométriques nécessaires a l'actisan”, 11 découpe deux des careds suivant une diagonale et les

N e 2 restant comne suc la Agure., Evidermnent
ic mathGwmaticien arabe Aboul Wafa donne de nombreuses constructions accole au carré 1esLant co 5 )

T, , ca colle inal mais ce n'est pas grave ; ABC D estun cavrd
géomérriques utilisant 1a régle et le compas. 11 s'intéresse aux pulygones in- L ! s &

corils Ten 1ime . . . . i ' correspond & e gui mangue, Son aire
serits les uns dans les antres el donne cing méthodes pour wacer un triangle etce qui en dépasse correspy | g t

équilatéral inscrit dans un carré. est donc iriple de celle des canés de départ. En découpant

Yoicl une des méthodes o Aboul Wafs un petit triangle dans chagque demi carré, on a donc résolu

Soit ABC D e carrd, On trace le cercie cicconserii au carré, de centre 0. Puis

le cercle de centre A passard par O, qui coupa le cercle circonscrit en & et (7.

le probléme. - |
(CF) coupe (AB] en E. {C'G) coupe (A1) en 5.

CES estun triangle quilatéral répondant 3 a question.

4 'Transpositions proposées par les participants

Dn.cument n“3 : Sangakn (ex-voto) japonais (1913). Document n” 16 ; MAROLOIS (1617).
Triangle, carrés e cercles tangents, [6] [12] Quadrature d*un rectangle ABCD. [7] P ition 1. (4 i+ du d t3 : Aboul Wafa)
roposition 1. (4 partir du document 3 : Aboul Wafa
T e T S, Soit ABC un cané, L et M les milienx de AR et AD.
A/ - i Cnpose AB—a
/ i 1. Montrer que Iﬁf = _f% ol 2 2= %
: Soit E'entre L et B. Sentre M et [} avec LIT = M5
. i
0 @ c M On pose £'1 = .
5 2. Montrer que quand E vatie de L & 3, le rapport
% augmente contindment, passant de 1a valeur VJ% a
Document n™12 ; ABOUL WAFA (940-998). Carcé d’aire triple de celle d*un carré. |9) la valeur /2
3. Montrer que £2 = L::f‘};g
Dans son livre sur “Les constuctions géométriques nécassaires 4. Montrer que % z1si EB=(2- VD4R ;
i l'artizan” le mathémalicien arahe Aboul Wafa traite de nom- ' i ;
brenx problémes sur la division de carés en somme de plusienrs i
FATES: ) o . . Proposition 2. (3 patir du document 10 : Marolois) ]
Drans son traitd, il résout le probleime ci-degsous. : ; I'
On dispose de trois cavrdy identiques & découper paur fabviguer : F Niveau 3tme.gnde .
avee les morcedux un inlque Rouveau caré, : 1. Soitun rectangle DON R de cotés bel z DO=6ON = E
': + Soltun fecta A F =0, ON=u n
: Soit €2 le point de [ tel que 0 = z et on conpléte le caé QUN P g
On trace la diagonale (' £), on appelle § Ie point d'intersection de [RC] et [PQ)).
On trace Ta paralléle a { D¢ passant par .S qui coupe [RD] en 4 ct [CV] en B. On pose
B =a
i a) Montrer que Uaite de PN 39 est égale a I'aire de QS A, en déduire que z° = ab.
; : b) Soit M Je point {DC), extérienr a [DC] tel que M — a.
{ Montrer gue le triangle DV M est rectangle en V.
} 1
! i
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2. La figure ci-contre est due & Marolois (161 7).
De quoi s’agit-il ?

3. Utiliser ce qui précéde pour construire i la régle
I ."’_' pa—
et an compas 6 = /2 x 4.

Proposition 3. i pactir du docvment n°5)

L. Niveau29% : Probleme ouvert
©On donnc la figure terminée, en précisant que A B est un triangle rectangle cn A,
Trouver une construction 4 12 régle non graduée et au compas des currés ot inscrits dans
le grand triangle.
[Cest I'occasion d'introdvire 1a construction d’un carté inscrit dans un triangle a I'aide
d'une homothéiie.;

Question supplémentaite pour ceux qui ont terming avant les autres : quels rapports
existe-{-il entre les cotés des carrés el les rayons des cercles 7

2. Adaptation en 3*™ ; [dein avec agrandisscment-réduction.

3, Ecole elémentaire : Puzzle. On donne dix carrés et dix cercles. Choisir les bons camés el
les bons cercles pour reproduire le dessin donné.

4. Collsge 6™ : On donne la figure terminée (sans les cercles) et le premicr petit triangle
rectangle, seul. Reproduire la figure donnée.

Proposition 4. (a du probléme 12. Construire un carré dont 1" aire sait triple d'un caré donné.

Solution d° Aboul-Wafa (940-998)

R

1. Quelle est Ja méthode d" Aboul Wafa 7
2. La constiuction est-elle exacte ou approchée 7 (Justifier)
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Les Géomdtres-Fortificateurs (XVIIEMe siecle}

GUYOT Patrick,
METIN Frédéric
IREM de Dijon (France)

Ahstract
Les progrés de Uartilleric av XV1*™ ont amené les architectes A repenser le moade de
défense des villes. Les bastions apparaissent en Italie puis en France. An gré des guerres,

P}

les frontitres se dotent de citadelies et de forteresse, dont la construction est confide 4 des
ingénicurs. comme ERRARD, ou plus tard Vauban, Deux grandes écoles : I'hollandaise
(MAROLOLS, STEVIN) et la frangaise (ERRARD, PaGAN, De Ville), dont les différences
tiennent surtowut aux angles des bastions et des courtines, Les traités du XVII™ sigcle sont
un éloge au tracé des pelygones, a la symérrie. L apprentissage de la fortification deviznt
une obligation et 1'on doit mentrer ses aptitudes an manjement de la régle et du compas.

Prétexte pour les péométres 7 Ce n'est pas s, mais on ¥ voit encore un affrontement entre
les theoriciens esthites et les inggnieurs proches du terrain.

Pape de titre du trated des fortiticutions da Stevin

IMusteation tirde du De sterkte Bouwing de Stevin
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[ Janais encove & vous forcer vous-mesme, de preadre
ta regle & le compas, pour traailler de la main, & faire
sur le papier, ce ghe vous voyez dans le Linre, nown pas
en voprant, d'vie flgure & Ve autre, Sans aucune suite
ny reflexion; mais en commenganr par la premiere, la
possedant bien, & Ia pratiquant encore mieiur, auant que
de passer & la seconde, & de la seconde & lu troisidme
Car allant wingi de {'une & Uautre, vous auancerez no-
tfablement, & vous vous rendver plus capable de lour en
Loites:

Silvére de Bitainvieu, L'Ast universel des Fortifications. . .,
seconde édilion, Paris, 1667,

Ne vous &tonnez pas d’un travail sur les fortificateurs du X VIE™ sidcle. Nous poutrions
vous expliquer pendant des pages les ratsons de notre intérét pour ce sujet, mais extrait du
livie de Silvére de Bitainvieu (psendonyme de Jean Du Breuil, jésuite!) montrera un exemple
de programme éducatif que I'on pouvait trovver dans les manuels de cette époque. Et si vous ne
croyez pas que cela puisse vraiment concerner la géoméirie, jetez un coup d’eeil sur I'illustration
suivante (tirée de Forrification ou Architecture militaire, tanr offensive que defensive; Supuide
ef deysignéde par Sarovel Maro1LOIS, La Haye, 1615).

1 a wrus o o N Sy o ittty e
Y vous de twouver cormment on passe de “lean du brewil iesuite” & “siluere de hitaiouicu™ {indication pour fes
lecteurs fatigués - il s"upit d"un simple anagramme),
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Les ouvrages traitani de forlification au XVIIE™ gidele ne sont pas tous de méme nature.
Entre ERRaRD de Bu-le Due, Ingénieur du Roi, qui publie en 1600 le premier traité proprement
mathématique®, du moins en France, el Silvére de Bitainvien (cité plus haut}, il y a un fossé : le
premicr est ingénicur, & déji fail la guerre (le sidgge de Sedan par exemple) et construit ou mader-
nisé des forteresses (Amicns, Doullens,. . . ¥, le second est jésuite, et conune la foctification est
inscrite au programme des colléges jésuites, son but est de {confribuer] guelgue chose & rendre
capable fla Noblesse] de mieux servir Te Roy. 1l écrit aux jeunes Nobles : Quand ['exercice
vous aura fait Scavant en 1'Ant de fortifier, vous serez estimé des Souverains, ¥ de I'Estat; &
dans les differens gui pewvent arriver, on vous fera le juge de ceux qui s'en meslent. Silvére
avoue aussi que son souci est de permetire la bonne tenue dans la conversation et d'éviter le
ridicule ! La guenre éait présente patout, méme dans les salons. Cela n"empéchera pas les
livres d ' ERRARD ct de Bitainvieu d’&re égaleinent reconnus, bien aprés Vauban.

On retrouve done la querelle entie théoriciens et praticiens, bien piésente en ce “siécle des
soldats” qui n’aura connu que deux ans de paix totale en Ewrope’. On peut lire dans beaucoup
de préfaces de I'époque les attagques des gens de terrain conlre les gens de salon, par exemple
chez. Blaise Frangois Pagan :

5i la science des Fortifications estoit purement Geometrigue, ses Regles en seriett pai faitement
demansiries | mais comime elle a pour obiect 1a Matiere, & pour rincipal fondement 1'experience,
ses plus essentielles maximes ne dependent que de Ja conlecture?

ou Jean Brioys qui prétend

[hanir] tont ce que ta speculative peut produive & towles les Tdées intellectuelles d'une justesse
imaginaire qu'on irouve par a theorie, car il n'est pas necessaire de se ourmenter 'esprit a la
sipes, de définitions, d'axiomes, de problémes & e Théorémes

recheiche d'vne indinité Je pri
miais il suffit sealement de sgaunir descrice un cercle & une figne droite®.

AT'oppasé, le Chevalier de Saint-Tulien écrira en 1710, & propos du minewr:

La premtiere de ses qualiter est d'étre excellent en peainetrie afin de scavolr les talus, les hauteurs,
largeurs & épaisseurs des terres ou murs gu'il doit mesurer, Clestici ou I on awreit sujet de faire une
bonne legon it quantitez de mineurs, d'ingenicurs & d'oficiers 4" Artillerie gui bien oing de sgavoi
les priticipes de la geometre couvient leur ignorance e la traitant aves meprs, & publiant gqu'elle
n'est point du tout necessaire. quod qUa dire le veai, ce na puisse 8ire qu'd des gens faits comme

cux qu'ils osent débiter ces maximes®.

?La fortification réduicte en art et démonsirde par Jewn ERRARD de Bar-le-Due, Ingénicur dit ivés chrestien
Roy de Fravce et de Navarre, Pards, 160H).

Voir la préface & André Corvisier 2 I'ouvrage collectil Gierre ef Paix dans {'Eurape du XVIP™ sidcle, 1995,
etle n® spécial de XVIF™ siédcle, “présence de la puerre en Burope™, 1993

4L es Fordfications de Monsieur le Comte de Pagan.,. .., 3™ édition, Paris, Cardie Besongne, 1669, Préface
P i

S Nowvelle maniére de fortifications, composée pour la noblesse frangoise. . ., par Jean Brinys, Ingénieur &
Géographe ordinaire du Roy, Paris, Gervais Clouzier, 1624,

SLa forge de Videain ou Papparei]l des machines de guerre, ctc. Par le Chevalier de Saint Julien, A la Haye,
chez Guillaume Devoys, Marchand Libraire daus le Pooten, 8 1'Enseigne de Grotius, M. DCC. X,
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On s’amwsera a comparcr cette mentalit€ 3 celle de personnalités actuelles, qui, critiquant [z
tyrannie supposée des Mathématiques, n’osent débiter ces maximes qu'i des gens
cux... Mais le “terrain” pourra 2 son tour envahir les “salons”
technigues de construction cle Forteresses ;

faits comme
: Rohault constate, i propos des

Thutes ces trois Mantéres /. ta frangaise, la hellandaise et by compasée | ont €€ executées en France,

o elles sont deveniivs si funeuses qu'on ne peut pas se dispenser d'en parler sans passer pour un
ignorant?,

Clest dire si 'on devail parler d'angles flanqués et flanquants, discuter Tes merites de la “forti-
fication & la hollandoise” ou “a la frangoise” | Nous ne résistons pas au plaisir de vous livrer
une réflexion de Raimondo Montecuceoli, maréchal italien guerroyant pour les Habshourg, &
propos de certaines discussion sur I'angle & dorner aux bastions :

Le monde clirieex de nouveautd, fait dans les Ants conune dans Tes habits @ il se divertit dey modes,
& guand I'invemtion des nouvelles esl épuisde, il reproduit les vieillas.
Philasoplies de ¢e temps ont fait sortir du tombean les opinion: oublides o
ment e la terre |, ],

C'est qinsi que certains
e atomes &z du monve-

Quelle sagacité, n'est-ce pas 7

Mais en fin de compte, les uns ¢t les autres sont assez peu convaincants dans I'exposé de
leurs justifications : les diverses écoles se reconnaissent en particulier par la valeur qu’elles
donnent 41 angle Aanqué {angie de la pointe du bastion) ou son mode de calcul soivant le nom-
bre de cités du polygone a fortifier, par ia lengueur des courtings {murs d'enceinte entre deux
bastions), maig les argumetits donngs ne sont pas tres solides. I s"agil bien stir de répondre 4
la puissance de tir de 1'adversaire avec un nombre inférieur d’honunes, mais les aspects scien-

tifiques du probléme s'effacent souvent devant les aspects pragmatiques, car la fortification doit
suivre saus cesse les progrés de I mtillerde.

Résumé historique : Pattaque et Iz défense

Une bonne synthése de I"évalution simulande des théories et pratiques de I'artillerie et de
Parchitecture mlilitaire se trouve an premier chapitre du iivre de Geoffrey Parker, 7a Révo-
Iution militaive : la guerve et {"essor de | ‘Ocecident, 1300-1800 {rraduil de I"anglafs par Jean
Joba, Gallimard, Bibliothéque des Histoires, 1993.) Mais les fortificateurs dy XVIE™ eux-
mémes turent historiens, et ne linttent pas leur réeil aux anndes 1500, .. On trouve an début e

nombreux ouvrages théoriques un petit résumeé que nous pouvons A notre tour résumer -

Auy temps bibligques (et 1’ Ancien Testament regocge de récits de guerres ct de sidges) et dans
Pantiquilé romaine, les murailles devaient &tre

€levees aussi haut que possible ; les machines
%Eurres posthuwmes de Mr Roheudt, Pads. Guillawme Desprez, 1682

*est druilleurs mn des sujels de notre recherche : Prut-on caracténser les fomilicaleurs par leur souct
J'épargner des vies (et les attilieurs par celut de ceder un waximum de dépits) 7 Clest une tentation « aurant
plus forle que Ton pewt déceler dans Tes éerits dey fortilicatzurs des références aux mythes bibliGues et aux gu-

teurs stolciens, et que par aillewrs on femarque wie su-représentation des adeptes de a réforme dans les ramgs des

Ingénieurs inilitaires (voir ANNE BLANCIARD, Les dngénteurs chy Roy de Louis XIV & Louis XVi, Moatpellier,
197Gy,
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de jet n’étant pas fiables v tout, on privilégiait I'assaut & la destruction par projectiles.? Ce}t.e
sitvation se retrouve au Moven-Age, tel qu’il a été revu par tous lcsﬂbons ﬁh}]s‘ des al}nei's
50 {er done dans notre imagination), il parait senlement que la poix briilante ver see depuls: .]L-S
machicoulis, ¢’est de la blague ! [I¥autre pat, les batfulkes rangees\sont de vrais 111ass;t}esz;
Vesprit de chevalerie reste fout et entraine la conservation d_u corps 4 coms, (le’ la‘ lutte éw-
face et non a distance. Clest & cet état d’esprit quon attribve en pautie la dc{mle de 'réty
(1346). on les archers anglais brisérent la charge de la cavalerief fmngalse a chstancel 3 c £tait IllJc}l
noble, miais tellement efficace | Songez alors a ce que fut Ia “rc\»'olljmon dela ])Ou.qle ‘ona ait
pouveir tuer i distance i I'aide d’instruments qui se perfectic:»nne.l‘aient au fil (.l?s 31ecle.°:: ma\lsfau
fond, ce fut quand méme assez lent, et plus encore pour l:amllerlle. Lef; pne_l}ne;'es b\m,u,hesf a eL:
Staient rudimentaires, ne projetaient que des boulets de pierre qui se desaglv?:gment al :11(1::\ ce,il
avec une précision ridicule, Des progres décisifs furent accpmphs p.EU' IIes fi tres ]ea_u'et aspar
Burean, artilleurs de Charles VII et vainqueurs de Ia bataille d:: CaSi]]lDl.l ils a\«_a’le:nlt ml; .nu
point des procédés de fonte des canons et de boulets de fer qui en rcndz.uent la ]_)1{301510_[1 1ein
meilleure. A la fin du XvE"™ gigcle, Iinvasion de I'Ttalie du Ngrd par Ch.c-u'lcs VIII marqua le
début dune guerre nouvelle : les beaux remparts italiens offr:]‘.lent‘ dcs‘,mhles'ldc choi xa u]ge.
artillerie d'une efficacité jamais Egalée, La “crise du boulet metalllgue ba_ttag SC."} p.lem\, . 1:
1éponse & cetle nouvelle fagon de voir les sidges, les savwlts‘etjucmu?cwls 11.2111&:115 1:1»311&;131;
(peut-Eire) Ia fortification bastionnée, que I'on appelle Ezu‘fms tl'acc‘1LM1§|1nc ’f’t c(s:1 .stOL:ts
d’ingénicurs italicns dans toute 1'Europe au XVIFne su.:cltc clurcnt vnf: fait de 1‘EFJaI1 lve cette
nouvcauté. Le tracd du bastion cst fondé sur des conmdcratmns“dc llgncs de‘ fir e‘t d aitlgles
“morts”, ce qui existail di avant les canons, mais d'lum: munigre bien momf d1a{rlllﬂlz:lcljluiz£
L'idée du flanquement n'est en effet pas nouvelle @ depuis longtemps, on a C(?II'I]JIIS qu'th . ai
des ouvrages avancés pour défendre la muraille de tout cm]tact d_es}n}ctgul gon prena‘n 03::
I'ennemi par "arriere}. Mais le profil de ces onvrages avances a suivi 1 éxl-olutlon ;:les aeries! &
tir : au départ destinés & prendre & revers les soldats téméraires, ils dr:\-'lcnn.cnt csl_o stac e?“
au tir en ligne droite contre le mur d'enceinte. Lu‘fm'mc p_o]y gona]F cst blcﬁ cxpl |.quc:|?r pa
Fritach' en 1635, par la considération de la zone inaccessible au tir des défenseurs, situe
devant 1'ouvrage avancd de forme ronde :

. e e . < 1a raduction quwen

*Om se repurtera au premier livee o architeciure de Vitruve, chapitre [ST |>arlcg<clmpL112‘;dix?;l 4 :cn.-d pnu? e

| ] taite de Fleuwry mante que tes archéalogues se
donne Fleury aux Helfes Ledtres, Le commugnt ¥ £ . ! e o
inci itew 1 étalent & I'iervee dans & peu peks tout le monde antique )
dans des principes de Viteuve ceux qui étalect & 1 4 T e e
pourrs alFSSi col?lsnlte.r les ceavtes de Végher, maiy c'esl moins accessible, | (trad Christing de Pl.‘,.ln,lé-ﬁéi)
: i it "tificati it i s Elzeviers, 1633,
W nand FREYTAG, L'drchitecture militaive. ou ia For tification nowveile, ., Leide, les Blge
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La période qui nous intdresse a €té taxde de “révolution mathématique™ : STEVIN le pre-
nuec', en 1594, a le souci de justifier ses constructions par les théoremes ordinaires de la
géométrie plane, de calenler les longueurs des courtines et les angles des bastions; if fait ceuvre
de géometre, mais son tracé n’aura pas de postérité (les Pays-Bas préfercront M AROL01S). En
France, le premier homme de terrain vraiment péometre est Jean ERRARD.

Jean ERRARD {dit “Errard de Bar-le Duc”'?)

Né en 1554, le premier grand Ingénieur des Fortifications devait avoir regu une solide for-
mation en Mathématiques (2 Nancy 7), puisqu'il publia, onire son ouvrage de fortifications,
un fivre des instruments mathématiques mécanigues (1584) constitué de dessins de machines,
une géomdtrie et practique générale d’icelle (1594) qu'Henrion trouvera suffisamment digne
d’mtérét pour la republier avec ses commentaires en 1630, et unc édition des Eféments d’Fuclide
en 1629 (mais ERRARD est mort en 1610, la méme année que son roi Heuri IV.) Protestant, il
fut un intime du Roi et de Sully, gui lui confierent d'importantes missions en Ficardie (con-
truction des citadelles d”Amiens el Doullens en particuliery'?. Ces deux forteresses, qui ont s
consgrvées (quoique celle d’ Amiens soit a 'abandon) nous permettent de retrouver les cavac-
teristiques de la fortification &' ERRARD : Pangle de I'épaule est droit, 1'angle flanqué tonjours
aign, les tongueurs des lignes sont strictement encadrées, selon la portée des armes & feu,

L'influence d'ERRARD sera grande, car il invente (en France)} une nouvelle fagon de penser
I'art du fortificateur, inséparable de tout aspect pratique mais préoccupé en permanence de la
justification mathématique cuclidienne de ses choix, On 'appellera “Barleduc” en Hollande,
comnie on peut le lire dans I'ouvrage de Fritach déja cit€, Pourtant, cette influence sera, en
ce qui concerne 'aspect technique, de cowrte durée : 1'évolution de la guerre de sidge et du
sens critique des officiers metira en évidence les défauts des polygones fortifis & la maniére
d'ERRARD. Justement ! Laissons-lui la parole {ciite. . . )

0k comme jamais persentie alparavint seton Corvisier (op. Gil. puge précédence).
Comme Jean ERRARD €tait ariginuire de Bar-le Duc, on ne peut que se féliciter de 1a pertinence ds ce surnom.
“Uhn pourra se reporter 3 Iexcellent article de B. BUISSERET, Les ingenizurs du Roi mt temps de Henrd IV,
Builelin de 1a section de géographie, M.E.N., Comité des rravaux historigues et scientifiques, t. 77, Paris, 1964,
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DE LA CONSTRVCTION
DE L' HEXAGONE

CHAPITRE I .

S Oit proposé i fortifier un Hexugone, d"autant que 1'Hexagone se diuise en six triangles équilateranx. Soit sur
AE descrit le twiangle équilateral ABC, puis soit faict Mangle CA4D de quarante-cing degrez : Sedt faicte 1a ligne
AF égale 2 laligne BD, en apeés soit tirée 5 5. Seit divisé I' Angle £AD en deux également par 1a ligne 4G, &
soit prise DF égale 3 EG, & tirée la Courtine G F'; comme avssi F H perpendiculaive sur la ligne B Soit prise
AT égale 3 BH, & soit trée la ligne €7 perpendiculaiteivent comme FH. Alnsi seront descrits les deux demy
Bastions 41, & FHEB,
/‘c\ Et pour plus facile ineslligence, i'ay tracé a la figure los

/N deux Bastions entiers MNAIC, & FHBLK, afin de
laire cognaiste 1o gorge du Bastion MG, & FR.

Tt d'autat que la ligee du danc GF, oo FH, doit
pour le moins auoir seize thoises, nous ferons eschelle
A seld cesle guantité, & trougerans eouces les mesures des

/ ligues de In Fortification sur icelle proportionnée selon la
!
I,."l purlée de I'Harquehase.

!
Y Que si nous donnons neuf hoises vo cinquidme &

la ligne du Hane, nous aurons les meswes propostion-
nees, en sorte que 1a ligne de defence AF aura cent vingt

thoises, qui est la portée du Maousquet.

Vous vous serez sans donte conforméie) aux recommandations de Silvére de Bitainvieu
figurant en téte de cet article ot awez pris le temps de “posséder Ia figure”, en ce cas vous
1 aurez pas mangué de remarquer la prépondérance des angles dans cette construction. Ce ne
sera pas du tout le cas de Pagan (voir plus loin) et la comparaison entre les deux methodes est
fructueuse. ERRARD semble avoir en téte la similitude des figuves (puisqu'il lui suffira par la
suite de donner une valeur & la ligne du flanc (A7) pour avolr les “mesures proportionnges’);
Pagan se base, lui, sur les mesures finales, 11 est vrai qu'il ne s’est mis an Mathématigues avec
bonheur qu’une fois sa carriére militaive terminée. . .

Malgré sa réputation de “promier”, ERRARD avait des précurseurs scientifigues dont le
moindre n'est pas STEVIN. ..

:
!




Simou STEVIN (dit “Stevin de Bruges™!%)

(C’est sans conteste le plus lustre des gualre auteurs que nous avons retenus, “un des plus
Scavans de son Siecle”™ . La preuve 7 1 est le seul cité dans Je Petit Larousse'® pour qui
STEVIN est “céléhre par ses travaux sov Ihydrostatique et sur les fractions décimales”. Or ces
deux titres de noblesse ne doivent pas constituer arbre cachant 1a forét, et nous faire négliger
le reste de son ceuvre.

Né & Bruges en 1548, il débute sa vie active dans le commerce 4 Anvers. On le retrouve
un peu plug tard emplové dans I"administration des finances & Bruges. Aprés des voyages a
I'étranger, il se fixe aux Pays-Bas. En 1583, il est chiargé de plusieurs cours 4 université de
Leyde; ses publications scientifiques sont postérieures a cette date. Le Prince Maurice de Nas-
sau g passe pour avolr €té son €leve lui confie plusieurs travanx dont la charge de castrame-
tateur {concepteur des fortifications passageres des camps militaires) des armées des Provinces
Unies en 1617, Tl mowra & La Haye en 1620, ayvant véou dans des pays protestants, ou au moins
permettant ta liberté de conscience (point commun avec ERRARD 7,

Pour résumer ses travaux scientifiques, on trouve dans la Nowvelle Biographic Générale de
Hoefer (1864) cette notice!” dans laquelle Ie lecleur peul déceler entre les lignes une trés 1€gire
pointe d'admiration, mais des plus discrétes

“Depuis deux mille ans la mécanique était stationuaice, STEVIN, le pranier aprés Archimede, u
donaé la solntion des problémes qui en amétaient les progrés. 11 est le pére de 1a statique modeme.
1141 exposé tous les pronds principes qui constinent aujoard'hai 1a science de Péquilibee dans 1es
corps solides. 11 a trowvéd la héorte des plans inclings, inconnue aux anciens, [ a dévonvert lo
parallélogranune des forces et posé en termes exprés ce principe, devena e fondement des seiences
mécanigues, et vélé ensuite au monde comme une grapde découverte de Varignon. I a tenté
méne (uaeliques pas sor le terrain de la dynamique. 1T a fait de Ihydoostiigue ong science loul
i it difigrente et indépendanre de la statique. Le premier il a gjoutd aux déconvertes Failcs par
Archiméde, et démontré comme une des principales consdquences de I'équilibre des Nuides. qu'un
liguide peut exercer sur le fond d’un vase une pression beawcoup plus grande que son propre poids,
principe famzox, connu sous le nom de paradoxe hydrostatique, et dont on a fait honnear & Pascal, T1
adéeouvert 1a foi de la pression des Huides sur les parois d"un vase, 112 employe dans ces recherches
des artifices mathématiques qu'on peut considérar conune un premier acheninement vers le calcut
infinitésimal. I & introduit le premier la pratique des fractions décimales, quoique Regivmontanus
efit falt un grand pas vers o¢ progres el que Ramus méme 1'edt indirectement employée. 11 2 donné
un des meilleurs waikds de navigation, qui a secvi de texee dans towtes les £coles chez les nations
martimes. 11 a entrevu 'importance de la géologie, et indiqueé les moyens &' en faire wne science.
Sa fortification par ¢chises ast encore aujeucd ol un cuvrage digne de remarque.”

¥ Devinez pourqued 7

1% Alluin Mannesson-Mallet (Les Travanx de Mars, seconde partie, 16713

15 Une référence.

UTixreaite o°un ouvrage de M. van de Weyer, Simon Stevin ef M. Bumorzier (Nienpotl, 1343, In- 12).
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Michaud dans sa Riographie Universeile (tome 40) lui attribue 'invention d'un chariot &
voiles, célébré par Grotins dang une pigce en vers de 1617, et “qui, dit-on, dans les plaines de la
Hollandle, allait plus vite que 1a voituce 1a miewx attelée™,

Ses ouvrages, pratiquement tous publiés en flamand, ont €t€ traduits en frangais par Albert
Girard en 1634 sous le titre général ' (Euvres Mathématiques de Simon STEVIN, et ¢lest de la
derniere partie de ces ceuvies, la Fortificarion, qu'est extrait le texte que nous présentons. 11
5'agit comme pour ERRARD de la constiuction de 1"hexagone (1" hexangle” pour I"awtenr},

La description est particuliérement fouillée, rien n’y manque. Le lecteur peut suivre, sur une
figure particulitrement soignée la succession des constiuctions proposdes par I'auteur (cenx que
la perspective de refaire la figure n’enchante pas peuvent se reparier 4 la n du texle de STEVIN,
nous n'avens pas reculé devant les hewres de travail et vous en présentons e version élechro-
nigue : vovez plus loin); vous pourrez remarquer, dans le paragraphe numéroté 8, I’explication
minutieuse gue STEVIN apporte pour fournir au lecteur une explication plus claire de sa imetho-
de. On trouve fréquemment chez [ui ce souci de clarifier les passages les plus difficiles (et il ¥
enall

O pour fuize un pourtraict selon Tes mesures susdites, &2 pour avoir premierement de Thexangle; je
pren avec le cowpas sur eschelle 1000 piads pour wn costé, & parce quil est espal au demy-diamétre dz
son cercle circonscripiible, par la IS, proposition du quactesme livee d'Euoclide, 'en tirg sur le cenire A,
d'un cercle occulte BCDEFG, lequel je partis avec la mesme distance du comypas en six parties ecgales és
poincts B, C, D, E F, G, & tire les lignes da poinct 4 sutre @ ce qui me donne 'hexangle requis,

2. Jo mets le compas sur I80. pieds, pour 1a longucur, despuis chaque angle de i hexangle | jusques au
costd exterieur du werlon de la moyenna place, & marque ladite distance despuis B jusques & H d'un costd -
& despuis B jusgues i 1, 4" awtre costd © puis de € A K, A de G 4L - & ainsi des autres.

3. FPour wvoir In largeur du flane avee Uespaisseur de son oreillon , je tire HM longue de 140 pieds en
angle droit sur BC. Bt de mesme sorte, je tires TN en angle droit sur BG, & KO en angle droit sur CB; faisat
lz mesme des autres lizux semblaldes.

4. Je tire HP 30 pieds, pour 1a laggeur du Hanc | ser le costd exterteur du merlon de 12 moyenne place
signant aussd 30, pieds de KA L & alnsi de towles autres semblatles lignes,

5. Ie signe HR de 20 pieds en la ligne CB, pour |'espaissenr du mestne merdon, & tire RS paraliele
i IIF, faisant de mesme i mous les autres lieux semblables. Puis je mees le poinet T au milieu de HE &
sembluble poinct pres de Koen ¥, & pres 8o Loen X Puis je lire despuis A par le point C ung ligne inlinie -
pareillement des lizgnes infinies par tous les autres poincts semblables. Puis du poinct T, je tire une autre
ligne par le poinct O touchant I'infinie AC en' Y, Semblablement 1a lipne depuis le poinct V par le poinct 31
fouchant indinde AB en 2, puis Ta lipne 22X Bisi en Peuvre onon’a point (illi, 1a ligne 23X passers par le

poinct . Le mesme se lera aussi & wous les aulres lieux semblables,

133
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6. Pour avoir la lacgeur du grand fossé, je tire la ligne HM plus avant jusques & o, s bien que Ma fait
I20 pieds ; Je lite puis apses une ligne du poinct § par le poincl a, jusques & ce qu'elle wuche Iinfinie
AB au poinct b, Apres je prends 1a longneur Bb & la marque de € & ¢ & scavoir en I'inflais AC ; & tirc 1a
ligne Pe, coupant Qb en &, Ce qui estant ainst, les deax lignes cd & ob signifent les ayss diceloy costd
de la loreresse, & seloa la mesme maniére on tirera toutes les aulres ravis & le fossé sera lacge despuis M
jusgues a ¢ de 20 pieds, selon le requis.

7. Pouwr higurer l2 cliemin couverl, je dre vae ligne infinie de A par of & par s les aulees endeoits
semblablas. Puis je signe despuis d jusques ¢ 1a longueur de 20 pieds, pour la largeur du cheriin convert,
T ot il est le plus estroict, el tire la ligne de Q par g, jusques & ce qu'clte touche Pinfinie AR en f : Puis
Je prens aved le compas la longueor b f, & la marque despuis ¢ jusques & g; 3 savelr en 'infinie AC, et tire
la lione ge de sorte que Tes deox lignes ge & e f, signitient le pacapet du chemin couvert d'iceluy costé de
la forteresse @ & ce qui est compris entre iceluy parapet, & les extremites du rais eel, db, signifie te chemin
couvert leguel sern de imesine figure aux autres liswx 4 Uentour de la forteresse.

&, Pour avoir 1e contre-tossé, j& margue le point & au miliew de Ma @ par leguel je tire ¥4 (ou pour dire
encore plus proprement, ladite ligne sera tirée vers F, despuis ua painct qui est distant de ¥V vers O d’un
pied, 4 sgavolr au millen du plus estroicts de la canonnicre, lequel est declard qu precedent article) coupant
Aren K, & touchant AF en i, Puig des deox coster de cele tigne K3, je tire deux parulleles lintssantes en
Ac, & Af : tellement que despuls la ligie Ki jusques & chaque ligne qui est tirde joignant icelle, on tronve
I"espace de I} pieds, lesquels cstans compds aussi en la ligne Ae, ou Me fon enseimble, pour 1a largeur du
contre-fossd au coing, qui est & I'opposite do midieu de la grande courtine de 20 pieds, comme if a &té mis
cy-devant, Or comme cette patie de contre-fosse est designé icy, ainsi 5 achevera tout Ie reste, qui est a
I'entomr de la forteresye.

2. Pour aveir la lengoeur de Uoceillan de TOO pieds, je marque depuis le poinct P en 1a ligne Pe 100
pieds, comme Pt Puis je tire 1a ligne & parallele & PM, 4 sgavoir le poinct men la ligne MY, & le trapese

mMP, est le parapel requis.

STEVIN wontre un souci de la précision beancoup plus impeortant que la plupat des autres
fortificateurs de son époque, il fournit les mesures, indique méme A guel moment il faut vtiliser
le compas, i} justifie enfin son travail en s'appuyant sur la référence incontoumable de toute
personne utilisant la géométrie, les Eléments 4 Euclide, qui font partie dn hagage de tout lettré
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de ce temps, et renvoie, dans extrait présentc, A la quinzidme proposition du guatrigme des
treize livres que comportent les Eléments. Voici cotie quinziéme proposition extraite des Six
premiers Livres dey Eléments d'Euclide. premicr traité des (Euvres Posthumes (Paris, 16825 de
Rohauit, physicien et mathématicien du dix-septitme siécle :

Livre quawiéme. Proposition XV, Problame XV, (papes 185 et 186)

Drang un Cercle donng, décrire un Hexagome Equilateral & Equiangle.

Je suppose que ke Cercle ACE, soit donné, § je propose d'y inscrire
un Hexagone Hquilateral & Equiangle. Pour le faire.

Menez un Diametre tel qu'il vous plaira, par exemple AGD; Puis
di Point £ 5 de U'lntervalle D, décciver e Cercle CGF, ce Cer-
cle covpera le premier aux Points <7, & F) Meuez par ces Points
les Diametees CGF, & EGB, Puis menez les sis Lipnes Droittes
AR, BC,CD,DE EF F4; Cela estant, je dis que I'Hexagone

ABCDEF, qui est inscrit aw Cercle donné, est Equilateral & Egquian-

gle. Pour le prouwver.

Par le raisonnement e la premiere Prop, du | on prouvera que les deux Triangles DGO, DGE, sont Equi-
Tateraux, & parla 5. du 1. on prouvern qu'ils sont Equiangles; EE partant par 1a 32, du 1. chacan de leurs Angles
vaur ke tiers de deox Drnits. {0 par la 310 du 1. les denx Angles CCFE & EGF, valent deux Droits; Partant
sl on oste TAngle CGE, I"Augle resiant EG#, vaudra aussi le ters de deax Droits; EL ainsi les wols Angles
CHD, DGE, BEGE, sont égans enir’enx; Mais les Angles AGF, AGE. BGC, qui leur sont opposez an Sormmet,
Teur sont €gaux, par la 15 du 1. Dong les six Angles qui sont antour du Centre 7, sont tous égaux; D ol il suit
pat la 26 du 3. que les six Ares sur lesquels ils s appuyent sont égaux; Bt par 1o 2%, duw 3. gue les six Lignes
hoittes AR, BC, O DE, EF, £ A, qui les soltiennent sonc égales; Par ¢onsequent I'Tlexagone ARCDNEF ast
Fepilateral.

Maintenant, qu’il soit équiaugle, cela suit de la 27, do 3. Car chacun de ces six Angles s’appuye sor un Arc
qui contient quatre s la 6. partie de la Circonterence du Corele; Ainsi nons avons dans un Cercle dommé décrit
un Hexagone Fouilutera] & Bquiangle; Ce qu'il falloit faire & démonteer,

Corailairve,

11 suit de ceute Proposition, que le Costé de 'Hexapone est dgal au Rayon du Cercle auguel it est inscrit;
FPuistque chague Costé a esté prowve égal an Demy-dismetre.

STEVIN est justement reconnu de nos jours conune un des grands mathématiciens et in-

génienrs de son temys, pourtant la fortification “4 fa hollandoise™ n’est pas attachée au nom de
ce génial inventenr, mais & celui d’un scientifigue moins connu :

339




Samuel Marolois (dit “de nulle part*¥)

Le traité de MakroOLos, dont est issue la premiére illustration de cet aticle, est resté un
classique (Vauteur en a acquis le surnom de “pére de la fortificalion hollandaise™), mais ce
nest certainement pas sa premiére €dition qui lui & valu celte réputation; celle-ci n'est pas si
claire que d'autres traités qui suivront, comme celui de Fritach vingt ans plus tard par exemple,
dont le plan est clair et "exposition particuligrement lunpide. La premigse édition du traité de
MAROLOIS {1615) est, comme sa Géamérrie de 1616, tuffée de fautes de langage ct semble
rédigée A la hitte. En outre, les principes ne soni pas exposds clairement (comme avaicnt pu 1 &tre
ceux d’ERRARD) en début d’ouvrage : tout en afficant frraicter] brievement de la calculation
d'icelle [fortification], MARGLOIS raisoune Jonguement sur des tracés déjh faits (on ne sait
comment) faisans sur chasque Poligone 3. ou 4. divers desseings pour puis apres en choisir le
meliewr. On s"apergoit done gue les principes ne sont pas posés « priori mais découleront, pour
ainsi dire. du geste du dessinateur !

Pour continuer dans le pragmatisme, il affirme © pour ce que les angles ne sont guerrez
changer par la diversité des desseings il seva bon d'en bailler une reple penerale et donne en
fait une justification venue du sens commun (des ingénieurs) :

("est une chose receue de tous que la Forteresse quarée n'est si bonne yue la Pentagonale & ladicre
Pentagonale noms beone que U'exagonale & ainsi consecutivernent. $i on recherche la canse de
cecy on remarcquera qu'elle procede de Ja pelitesse de leurs angles ne pouvans endurer tel corps des
Bastd que les Poligones subscquents de sorte que Ia Forteresse quarde sera powr ¢’este canse plus
deffectueuse que la Pentagonale & ¢"este oy plus viteeses que I'exagonale £ afnsi des suivantes
Jusgues au dodecagome gui 4 " angle du bastion droict ce qui ¢st cause qu’on est contrainet de faire
les angles flancquee plus petites que la raison de bien bastdr ne requiert les lancgs, trop petits la
gorge trop estroicle, & la ligne de deffence wop longue’®,

La suite ctu texie permet de saisic un peu mieux le mode de tracé, méme si, encore une fois,
ce dernier n'est pas explicite ;

Pour doncques praportionellement accroisire les angles des Forterssses selon qu’augmente "angle
de leur Poligane nous prendrons la moitic des angles d'icenx ¥ adjousterons [5. degrez la somrne
serq 1"angle du boulevert leguel nous nommerons angle Aancque & si U'angle, Aancque est soub-
straiet de T"angle du Poligone restera Ie double de I'angle flancquant interieur lesquel estanl soub-
straict de I80. deg: eestera angle Rancquant exterieur ou de tenaille & si a I'angle flancyuant
interieur est adjouste 90. degrez la somme sera Pangle de 'espaule.

Il n’est pewt-Eue pas inutile de reproduire la premigre illustration de la premigre planche
du lraité, un cané, fortifié apparemment en partant de 1'angle de la poinle du bastion, fixé 4 60
degrés selon la premigre régle (mais dans la suite, MAROLOIS proposcra pour I'angle Hangué

"*Cette mauvaise houtade est un signe de notre dépit, En efiel, notre groupe de Dijon travaille d arrache-pied sur
s (égindtrie (pratique) el nous en avions fait presqu'un héros, que dis-je 7 un Bourguignon (comme te farent phus
ou moing un jour tous les belge oeerlando-flamands, n’est-ce pas 7) Notre religion it faite, ¢ était forcément
un protestant exifé, comme Girard qui waduisit ses ceuvres en Hamand. Mais voild que Jan van Maanen fyue
son nom soil honni pour renle générations) nous fait obligeamment parvenir une note biographique moentrant gue
MARULOES est né daus le nord des Pays-Bas, Ah ! Cruel destin !

L orthographe et les expressions sont garantis &’ origine; vous avez dil remarguer gue I'autenr est relalivernent
peu au fuit de 'usage de la poncluation, o'est un voai précurseqr Jde Proust.
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des valeurs qui dérogent & cette régle), suchant que la ligne de défense b a en principe une
longueur maximale avlorisée. Egale i la portée du mousguet; © est [e poinl de rencontre de 1a
face du bastion be el du c6té du polygone (carvé) initial, il est une des extrémités de la courtine
.

Légende

Angle de polygone © tout le monde connait,
Angle an cemtre du polygane @ aussi.
Angle flangué (o angle du bastior) © chz,
Angle flanguant inrdriens | dic,

Angle flanguunt extérieur el f,

Angle de Uépaule - deb.

On voit le probleme : la forme est donnée, mais les tailles sont & gjuster. Cest d’ailleurs
1'objet de tonte cette premiere partie du traité, remplie de calculs trigonométriques. et qui
représente les deux tiers du total. Par exemple, le probléme 22 © En la Figure Qcrogonale
est le fonic B.C. 1T verges des angles d'vn Bouleverr a Uautre 76. verges. On demande combien
seront toutes les parties de la dicte Forteresse Octogonale.

Revenons au début o Traité. [auteur donne ensuite la table qui permettra d’effectuer les
tracés d’aprés les angles, en adaptant les lignes aux conditions requises :

4 .03 . 6 .7 08 9 oW, 0, 02

90 . 72 .60 . SIZ . 43 . 40 . 36 . 325 . 30 . anglducentre
S0 . M08 . 20 L1285 . 135 . M40 . T44 . T?) . 150 . angldu Polig.

45 . 54 . 60 . 641 . 720 . 70 . T . 73T . 75 . moitie
15. 015 .15 .85 . 15 . 13 . 15 . 18 . 15 .

60 . 69 . 75 . 795, §2; . 8S . 87 . 881 . 90 .  ang flancq.

Rest 30 . 39 . 45 . 493 . 52; . 85 . 57 . 587 . 60 . doub.delang
180 . 180 . IS0 . I8C . 180 . 180 . [80 . 180 . 180 . flanctinterieur

150, M), B35, T@0i.a27so002s .23 L 12E, . 120 . angle flancq.

I . 197 . 227, 2450261 .27y 280 . 295, . M . angle flaneq
o0, 90 . S0, W .80 L, 93 . 9 . D0 .9 . interiewr.

105, 108y, M2p. U4 . W6L 07, 187 097, . 120 . an. de lespaule

{N.B. la premigre ligne du tableau représente ke nombre de c6tés du polygone)
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Avez-vous reiiarque les trois erreurs que le tableau contient ? Non ? Et vous étes fatigué(e)?
IYaccord, pour tout lecleur assez courageux qui sera parvenu jusqu'ici, voici Uindication @ il y
a une errenr dans la ligne des moitiés et les deux autres sont & la dernidre ligne. ..

Blaise Francois Pagan

C'est le dernicr auteur vetenu, en tant qu'inspiratenr reconnu de Vauban®®. Son travail
présente i nos yeux un grand intérét géométrique.

Blaise-Frangois, Comte de PAGAN, issu d’une famille avignonnaise, né en 1604, deébuta
dans I'armée 3 Pége de douze ans, et sut se distinguer et se faire apprécier tout au long de
sa carrigre militaire. I perdit U'ceil gauche sur blessure, puis un peu plus tard, en 1642, une
maladie le priva de 'usage de |'eeil droit; avengle, il quitta alors T'anmée, mais connut une
“reconversion” réussie dans le domaine scientifique : il recevait chez lui de nombreux savants
et publia des ouvrages sur des sujets variés, mathématiques, forification, astronomie, astrologie,
géographie. Il mourut a Paris en 1665,

Nous nous sommes penchés sur un ouvrage publi€ en 1669 (2&me &dition, la ére étant de
1643} “Les fortifications de Monsieur le Comte de PAGAN avec ses théorémes sur la fortifi-
catipn”. Comme le titre indique, I'ouvrage se compose de deux parties; publides a 'origine
séparément, elles sont regroupdes pour ’occasion en un seul volume. La technique géomeétrigue
exposée par PAGAN dans ses “Fortifications” semble en soi digne d’étude, nous le montrerons,
mais la confrontation de cette exposition avec ses “Théorémes” accentue le besoin de s arréter
plus longuement sur ses écrits. Les “Fortifications” contiennent dix-sept chapitres. dans lesquels
"auteur décrit ses wracés et leur téalisation avee de nombreuses justifications, puis les compare
avec ceux de ses prédécesseurs (De Ville, MAROLOIS- ).

Pacian est un homme de guerre, et dans son ouvrage il se défend de figer par ses £orits
les techniques de fortification (voir la citation au début de cet article). Son ouvrage décrit
néanmoins les constructions géométriques fondamentales A partir desquelles les réalisations
pourrent s’effectuer. Dans Je tracé de 1a grande fortification (il y a chez Ini la grande, 1 moyenne
et Ia petite qui sont homothétiques et ne différent donc que par leor taille), PAGAN ne sépare pas
les constructions des polygones réguliers selon le nombre des cdiés, comme le faisait ERRARD,
sa description est valable depuis le pentagone jusqu’au dodécagone.

Alnsi vous fracerez res-facilement & avec autant de diligence que de juslesse, loutes les faces de
1a grande Fortification, en observant rousicws la mesme regle sur les bases de 200 toises dont les
principales Parties, seront. Les dewx faces des Bastions AE, & BF de 60 toisss « les deux flancs EM,
& PN de 24. toises % deux pleds : La comtine MN de 70. toises & 5. pieds : Les Henes de deffence
MCB, & NCA de 141 t0ises & 2, pleds chacene @ BT Angle flancquant ACE de 146.degrez & 36
minuttes.

L’élément de base de la construction
est ia ligne brisée AEMNEB constituée de
deux moitiés de bastions et d'vne courting
MN entre les deux. PaGAN §7attache &
décrire en premier lisu cette fipure-clé.

Tl ne reste plus alors qu'd trou-
ver le centre du polygene a construire,
puisqu’on connait les angles pour chacun
d’entre eux.

La figure presentée rend a elle seule
le travail de I'auteur digne d'un grand in-
térét,

En effet la construction des polygones
réguliers bastionués de ¢ing 2 douze ¢dids
apparait sur celle-ci.

Pacan founit dans un premier temps
les valeurs des cdtés obtenus par con-
struction.

Dans le cadre d’une utilisation de
ce lexte par un enseignant de mathéma-
tigues duns sa classe, on peut deman-
der aux €léves de retrouver les valeurs
obtenues en eflectuant les calculs néces-
saires. On peut alors faire intervenir de la
Iigonométrie dans le triangle rectangle et
dans le Wiangle quelcongue, le théoréme
de Pythagore, le théoréme de Thales. ..

Tirez Ia base AB de 201 toises, & la divisez en deux esgalement aa point 13, Puis tirez du point It 1a
ligne perpendiculuire DC de M), wises de longuenr, & en suitts, les deux ligows e deffence padans,
une du point A passant en C & allant ex N, & Pautre du point B passant en C & allant en M toules
deux de raisonable longeear,

Cela fait, marquez sur lesdites lignes de deffence,les deux faces des Tastions AE & BF de 60. toises
chacune : Puis les complements des deox lignes de deffence CM & CN L'une & Pautre de 37, toises,
& en suitte tirez les deux lignes des Flunes de E, M, & de F, 3N, & la ligne de la Courtine de M 4
N.

Une information sur les unités de longueur utilisécs a I'époque est nécessaire : une lose (1
t = 1,949 m) est égale 4 6 pieds. Les valeurs énoncées par PAGAN ne concernent que les flancs
(ME), les faces {AE), la cowrtine (MN) et Pangle flanquant (ACB), valeurs qui sont communes
A tous les polygones (de cing & douze cétés powr PAGAN). L'élément-cié étant tracé ct diudié,
on va enstite passer  la totalité du polygone souhaité. Dans sa volonté d utiliser la généralité
de sa figure, le fortificateur décrit ensuite le calenl de I'angle des bastions et des polygones,
mais sans donner de valeur numérigue; le lecteur n’aura qu'a adapter au cas pasticulier choisi,

Mais quant aux Angles des Bastions & des Polypones its se (rouneront en cette maniere. QOstez
de 1 Angle flancguant de la Fortification, 1" Angle du centre du Palypone, & vous amez les Angles

M avénement de Vauhan marque la fin de 1a périnde natvement mathématique; il préiendait d" aillenrs que seule
Vexpérience apprend i fortifier. On sait poutlant que Yauban a eu une formation scienfifique ot gu'il monwe des
#ptitades ceriaines en mathématiques.

des Bastious dudit Polygone @ Puis prenez le complement aw demy-cercle de ' Angle du mesime
centre , pour les Angles du Polygone formez par les costez on bases de 200, {oises, awtonr de fa
circonference du Cercle,

L
=
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Nous sommes loin de travail ’un ERRARD ou d'un STEVIN qui décrivent point par point
leur construclion en traitant successivement tous les polygones du caré au dodécagone et en
appiayant leurs dires d’une démonstration avec des rélérences précises i telle ou telle propriété
de tel ou tel livre d’Euclide.

Ladeuxiéme partie du Jivre contient 100 théorémes (pourquoi 100 ? Pourquoi “théorémes” )"t
qui sont cn réalité des descriptits ou des résultars de caleuls et de constructions. La présentation
sous cette forme découpée sans aucune figure n*apporte rien par rapport a la description détail-
Iée de la premigre partie. Mais une chose retient I'atrention : les méthodes proposees dans la
Fortification ct dans les Théorémes présentent des différences qui sont plus que de détail. Par
exemple, les thdorémes 33 4 37 décrivent la réalisation de la figure-clé a laquelle nous nous
somucs intéressds précédemment (deux demi-bastions encadrant 1a coustine),

33. En tous les Polygones reguliers : les costez extericurs sont les Bases de nostre Fortifcation,
tracde interienecnent, & dans 1a Figure sur la longuenr des coster du Polygone,

34. 8i vous divisez la Base ou le costé exteriewr en denx dgaleruent, & que du point du milien vous
asleviez une Perpendliculaire, égale & la troisiesme parttie de lu meidé de la Base, Uextremité de cette
Lignes Perpendicalaice sera le Centre de I'lntersection des deux Lignes de deffence.

35, 5i des deux extremitez de 1a Base ou costé exterieur du Polypene vous tirez deux Fignes dioires,
qui se coupent sur Pextremité de la precedente perpendiculaire, ces deux Lignes dreiles serdit les
deux Lignes de dellence de vostre Fortfication reguliers.

On suit la méme construction que dans les Fortificarions, la seule différence vient de la
perpendiculaire 4 la base qui était donuée de 30 toises pour une demi-base de 100 (oises, alors
que le theoréme 34 demande de prendre la “troisiesme partie de la moitié de la base” {yui
comrespondrait & 33 toises 2 pieds pour une demi-base de 100 toises).

Le théoréme 36 qui suit est moins clair, il est nécessaire de suivre les indications en s’ atdant
de la fignre foumie précédenument.

6. 8i vous prenes la troisiesme patie du plus grand Segenenl de ces deux Lignes droites tirdes, vous
aurez la longueur de ¥un & de autre complernent des deux Lignes de deffence; & ces complemens

o adjoustez aux plos grands Segimens de ces deux Lignes droites, feront toute 1a longueur de Uune &2
de I'nuze Ligne de deflence,

On prend le tiers de AC on BC, ce tiers sera le complément CN ou CM permettant de tracer
les lignes de défense AN et BM.

En choisissant 100 toises pour la demi-base AD, ["application Il théoréme de Pythagore au
triangle ADXC donne 105 toises 2 pieds pour AC donc (1035 toises 2 pieds): 3 = 35 toises pour
CN (& comparer avec les 37 toises des Fortifications).

Mais la démarche devient tout 4 fait différente pour le théoréme 37 :

A Nous ne fournissons pas la iéponse, chacun doit se faire son idée.
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37, SideT'un d Mautre bout de ces deux Lignes Je deffence vous lirez wie Tigne droite, cetie Ligne
droile sera la Courtine, Paralelle 4 1a Boase; & i vous eslevez des Lignes Perpendicuiaires sur ces
mezsmes Lipnes de deffence anx deur poinls de leurs extremitez, ces Lignes Perpendiculaires seromnt
les deux Flancs, & macqueront les deux Faces des Bastions sor les plus grands Scgmens des deux
Lignes de deffence,

La construction des flancs ME et NF ne s’opére plus du tout conune dans les Forrificarions -
il est indiqué ici que le Aanc NF s’obticnt en tragant )a perpendiculaire & la ligne de défense
AN en N jusqu’a son intersection avec |'anire ligne de défense BM qui est Ie point F. Signalons
qu'un calcul & partir des données des Forrificarions foumit 89° pour 'angle ANFE On se retrouve
done face 4 des résultats nuimériques tiés voisins par les deux méthodes.

La guestion quc nous souhaitons soulever pour clore cette partie est celle de la réalisation

pratigque des deux procédés et de la supérioritd éventuelle de 1'un sur autre. Peur-on suggérer

unc plus grande facilit¢ & mémoriser la méthode des Théorémes plutdt que la fastidieuse liste
des chiffres des Fortifications, ou esi-il plus important de signaler que dans les Théorémes, on
ne se conlente pas de mesures de longueurs, il faut par trois fois (pour DC, puis NF et ME)
élever des perpendiculaires sur le terrain ?

Mais il se Fait tard, Monsieur. . .

... etil ne fauchait pas que cet article se fasse trop long ! Nons espérons avoir convaineu le
lecteur de Uintérét des ouvrages de fmtification, et ce 4 plusieurs titres. Tl 5"agit de péométrie
appliquée 4 un domaine ol on ne attendait pas (la guene), alors gue la géométrie ne devrait
pas voir de limite a son champ d'action, dans la mesure ou elle est un langage universel. 11
aurait certainement €t possible de tracer des plans de forteresses sans toute cette symétrie et
tous ces angles. On verra peut-étre dans les polvgones un reflet de 1a culnire d’une calégorie de
la population européenne A une certaine €poque, ou le fait que 1a présence divine™ se révélait
dans une forme de perfection que seul le tracé géométrique peut donner.

Dailleurs, puisqu’il est question de présence divine, il faur remarquer que les ingénieurs
cités semblent trés soucieux de donner un fondement mathématigue solide & leurs théories, ce
qui ne semible pas avoir ét€ le cas des ingénienrs italiens du siécle précédent, réputds inventeurs
du systeme hastionng. On tronve dans la plupart des ouvrages du XVIIF'™ sigcle des pié-
faces historigues & vocation morale, parlant des premiers hommes (dans une description naive
digne du paradis terrestre) incapables du mal, mais obligds, pour se protéger des méchants
{d’olt sortaient-ils 7), de construire des remparts puis de les perfectionner au fur et & mesure de
Pavancement des techniques et des forces des agresseurs.

En outre, ce sigcle et son précédent sont ceux de la grande 1edécouverte par I'Europe des
textes de philosophes stoiciens comme Séneque (traduit par Calvin) ou Marc Awgle, On pewt
lire un indice de I'influence de cette "nouvelle”™ philosophie dans un sigcle marqué par la guerre
la plus sordide et I'insécurité généralisée, sous la plume du protestant ERRARD, qui intitule un
de ses paragraphes de présenlation Dex choses indifférentes et qui ne sont pas de {'essence de
la fortification. Lindifférence a ce qui r'est pas essenliel. voila un des slogans les plus célébres

“("est en homimage 4 nos hites belges, que nous citons ici Brel. Mais nous nous adressons aussi aux dames.
“Rappelez-vous le début du Nisi Dominns ou du psaume 127 © $i 1 Erernel ne carde la ville, celid qui In garde
velife e vain, C7était 1eds 4 la mode & 1"épogque baroque,
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du stoicisme, réintroduit dans Iactualité par Juste Lipse® puis Guillaume Du Vair, :
N H J : F; L SA. 3 I . . . . . . -
de I'écho que [ui donnera ensuite Descartes. P s paslet Le caleul différentiel selon Gotifried Willielm Leibniz (1646-1716)

Ceci montre que notre travail est foin o &re fini. . . KELLER, Olivier

TREM de Iyon (France)

Abstract |

I . . . |
Le texte’ choisi pour cet atelier iliustre avec les deux exemples de la cycleide er de ‘
Ia chaingtte, Ja double préoccupation fondamentale de LETBNIZ, lide 4 un sens aigu du

- toumant historique des mathématigques du 17 sigcle :

|- faire admettre par fe monde savant un nouvel objet, & savoir les cowbes transcen- ‘
- I3 . '
dantes qui seules permettent de “construire™ les problemes transcendants, alors que

forme Pz, i) = (odn £ est un polyndme.

ra
v

faire connaitre au monde savant un nouveau caleul, qu'il nomme lui-méme le Caloul
Différentiel, et anssi une nouvelle forme d'équation des courbes, 1a fonne différen-
tielle (o intégrale). deux nouveaulds grice auxquelles on peut aisément résondre les
problémes habitvels, mémne pour les courbes transcendantes ;| tract dos tangentes,
rectification, recherche du centre de gravieé, caleul d'aires,

Les textes de LEIENIZ sont des aticles des Acta Evuditorum de Leipzig et ne cou-

stituent pas un tralté, an contraire du Traied des fluxions er des suites infuries de Newton. 1

Tls sont touffus, souvent (egs elliptiques pour un lecteur contemporain, et le détail des cal-

MMustration tirée du De srerkre Bouwing de Stevin

Descartes n'avait traité que les courbes alpébriques, dont les éguations sont de la
culs mangue la plupast du temps?; il est intéressant de retrouver ces détails dans Iesprit de
I'épogue, et ¢'est ce que nous chercherons 4 faire®. Les régles du nouvean caleul ont été
établies dans Varticle Nova Methodus. .. d’octobre 1684 ; dittérentiation d'une somme,

’un produit, d'un quotient, de puissances et de rudicaus; tracé des tangentes par similitude

d’un viangle et du triangle différentiel {on caractéristique) de catés de, dr et dy. B ‘

i

\Notre source est : LEIBKNIZ, Naijsance du calonl diffireneiel, 26 articles des Acia Erwdisariem. Introduciion, ok !i
Iraduction et notes de Marc Parmentier, Paris, éditions Yrin, 1989, o _-3
*LEIBNEE répond A cela : “Tavoue que cette démonstralion ne pourra ftre entendue de toul le monde, parce I
quelle suppose bien des choses qui pe sonl connues gu'a ceux qui sont versés dans les nowvelles découvertes ¢l "

qui savent mander les caracteres ou syiboles, Mais il 0™y ena que trop pour ceux-ci, et il faudeait wo volume poar :f
satisfaire anx antees” Ledee 3 La Rogue, 1673, ‘
A ca propos, st nous rerercions Mare Parmentier prour avoir traduil pour Ta premiéee Tois en frangais o grand
nembie de textes mathématigues de LEIBMIZ, nous nows permettrons de le critiquer pour ses notes mathéma-
tiques qui se contentent de wérifier oo que dit 1'awteur avec les méthodes actuelles, i grand renfort de fonctions
logarithmes, expontentielles, cosinug el sinus iy perboligues ele,
s 4L traduction frangaise du titre comples est ; Nowvelle méthode pour chercher les Masina ot les Minima, ainsi
qui, soi dit en passant, publiera aussi un traitd sur Iart militaive, . gue dey fangentes, mithode que n enpravent pas les cxpressions fracrionnaives ou frearionnelles, accompagnde du
cateted origingd gui 3"y appligue.
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1 Surla géométrie profonde et ’analyse des indivisibles et des infinis {Juin

1686)

1.1 L'erigine des problémes transcendants

de duiy & présent dévailer Iorigine des quantités transcendantes, et montrer POUrQUOT certaing pro-
hlémes ne sont ni plans, ni solides, ni sur-solides®, ni d’aucun degré déterming, inids surpassent
toute équation algébrique. Je révéleral du méme coup v moyen de démontrer, sans calenl, qu'il est
impossible de trovver une quadratrice algsbrique du cerele et de I"hyperbole.

Supposons en cifet que nous en disposions, s ensuivrail gréce i elle 1a possibilité de diviser un
angle ou un rapport, soit encore un logarithme, dans le rappoct de deux segments donnds, of cela
PAT une consiuglion unique et zéndrale; par conséguent le probléme de la section de I"angle au
de I"établissement d"un nombre queleoniue Jde moyennes proportionnelles, seraient de degrd déter-
ming, alors que. selon le nombre de divisions de I'ungle, ou le nombie de IIYEMNCS [IOporion.
nelles, I'équation alpéhrigne qu'il faut employer est de degre chaque fois ditférent et que, de ce fait,
considérd en général, pour un nombre quelcongue de divisions et de Imaoyennes proportioimelles, le
probleme est de depee indélerming ef transcende wite gquation algebrique.

Il n’empéche que de tels problemes peuvent réellement se poser en géomdirie. gqu’il faut méme les
rompter parmi fes plus fondamentans, et quils constituent des problemes détermings: il es( donc
& oot I2 moins indispensable d'admettre dans 1a péomelric tes seules courbes penmertant de les
coustriire; OF ces combies penvent éire tracées rigonrensement PAT ui mouvemsnt conting, la Cy-
cloide et les autres Agures similaires 1 montrant bien, il ne faul donc pas les juger Mécaniques mais
Gennélriques, notanment pacce que les ressources qu'elles offrent laissent a mille liewes dertitre
elles, exception faite du cercle ¢t e la drofte, les comrbes e la Géomgide ordinaire, et qu'elles
recelent des propriéiés trés importantes, concemnant directement des démonstrations de Géométrie.
Cest pourquod Uerreur gu'a comntise Descartes en ley excluont de la Géomdtrie fit aussi grave
qute cefle des Anciens® qui rejcluient comume non géamétriques certains lienx solides ou lindaires,
(p.133-135).

LEIBNIZ réunit ici génialement en un seul lcs trots famenx problemes de I antiquité grecque :

fa quadiatute du cercle, la trisection de ’angle ct a duplication du cube. Ce demier problame
est équivalent 4 celui de U'insertion de deux movennes proportionnelles entre: 1 et 2. LEIRNIZ
déwontre que les courbes qui permettent de “construire” ces problémes sont transcendantes, et
il affirme, avant de le démontrer plus loin pour le cas de la cycloide, que son nouveau ¢alcul
permiet de les traiter anssi aisémenl que les courbes traditionnelles,

*Yocahulaine des géomitres grecs do l"antiquité d'aprés Pappus (4™ sigcle de notre &re) ; tes problémes plans
sonteeux gui se réselvent aw mayen de la droite et du cercle, les poblémes solides nécessitent 1 usage des sections
corigues. Les autres somt dits “sur-solides” ou “lingaires”.

Souligné par LEIENIZ.
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Sa démonstration de transcendance, particuligrement concise, Signiﬁ_c cc;i  supposons qu’il
existe une quadratrice algébrique du cercle, ¢’est-a-dire une courbe {x, 4) = 0, ol & est un
polyndme de degré fixé n, x 1"abscisse d’un point 2 quelconque du cercle (Figure 1} et y T'aire
O.

Ah

FIGURE |

oy du sectenr d'angle AQM = «. La courbe /¥ permettrait de diviser l’algglc AOM_’ =aen
i parties gales comme ceci : soit NV tel que AN — 0:{-"m (Figure l),._ 13 so}n abscisse et a
{ex/rm) Vaire du secteur AQN; comme & {afm) = a4 (n}/m, on aura Pl y/m) =0, ce qui
permet de construire 2’ {pois &V sur le cercle) comme l'indique la Figure 2.

5

W
Plx,y)=0
Lan B
as
yim
_I; X ' I x’ I|
FIGURE 2

Or le calcul de ' = cos(o/m) en lonction de i = cos rx est un probléme de degi€ m puisqne
coz ¢ est un polyndme de degré m en cos{a/m), ce qui contredit la prétention de le résoudre,
quelque soit m, avee une courbe de degré fixé n. _ ) o

Supposons de méme qu'il existe une quadratiice algébrique de | ijyperbole._ c ?st-a-dxre
e couthe #4z,3) = {, olt P est un polynéme de degré n, x I'abscisse d’un point M d.e
I'hyperbole et i 'aire L{z) du domaine timité par I"axe des abscisses, Ihyperbole el les verti-
cales d’abscisses 1 et 2 (Figure 3).
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y=L(x}

FIGURE 3

On pourrait alors insérer m moyennes propotionnelles entre 1 et k., ¢’est-d-dire consuruire z tel
que =™ = &, k fixé supérieur & 1 : comme en effer” L(x) = L{k), il suffirait de suivre le

procedé illustes par Ia Figure 4, i

ks
1
1

L(k]

(/m+ 1Lk Y

P(x,y)=

FIGURE 4

Comme pour la quadratrice du cercle, la contradiction est de prétendre résoudre un probleme
de degré variable m 4 1 au moyen d'une courbe de depré n fixé.

La proprigté des “aires loparilhmiques”, a savoir que L{nb} = L{a) — L{b}, a €& découverte par Grégoire da

Sajau-Vincent et son éleve De Sqasa en 1647,
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1.2 Equation de la cycloide

Yoila comment il est possible d'expliciter par une Squation méme Jes courbes transcendantes; &
: . - are, — ca = dx i : :
ttre d'exemple, s0il 4 un are, o le sinus &eme, nous aurons o = | A et sl y est Pordennge

dhune cyclotde t y — v 2x —zr + f ﬂz ==, Syuation qui exprime compléternent la relation enlie
" ordomée ar I'abscisse «, et doat nous pouvons déduire outes les propridtés da Ta cyoloide, Mo
de e fait le calcul analytique élendu aux courbes qu’on avail jusqu’é prisent cartées, mévisément

pacce qu'on les crovait capables de 8"y plier. {p.138).

Soit o un arc et & son “sinus verse”, ¢’est-a-dire 1-sin e dans vwn cercle de rayon 1. {Figure 5).
Le trianglc caracténistique, dessiné agrandi, a en réalité powr c¢Otés des segments d’extrémités
infiniments voisines, ct Pélément d’arc do est assimilé 4 un segment de droite infiniment petit
porté par la fangenie au ceicle.

FIGURE 5 : aestl'arc AM et son “sinug verse™.
Par similitude du triangle Om A et du wiangle caractéristique de cdiéds da, dir et dy (angles &
cdtés perpendiculaires) ona :

da 1 1 1

dr  mM \,”i”:[] —-ur? -:"2.'1; -z

Par conséquent, o = | 3{(’—:—_

On notera que le signe est laissé de cté, puisque paL exemple lorsque @ est é]ement de [ ; 2] @
et z varient en sens inverse et gue par conséquent d— = ,11—:, efag=— Jr TreeoT LEIBNIZ
s’en explique dans un article antérieur, Nova methodus. (Ouuage de référence p.106 et 108),
par des remarques sur ce gqu’il appelle les “signes qmblguq : on ne caleule qu’avec des quantités
positives, et on “voit” aprés, sur la figure, s’il faut mettre tel ou tel signe, ’est-a-dire s'il fant
les ajouter ou les retrancher. On noicra en oulre gue la formule donne 1'arc a & nne constante
additive pres.

Voici maintenant une dérivation possible de 1'éguation de la cycloide donnde par {.ETRNIZ.
Le cercle géndrateur (de rayon 1) ayant roulé sur I'uxe des y thorizontal chez LEIBNIZ) dun
arc M N = b depuis I’ origine f des axes (Figurc 6), on oblient un point M(y, =) de ka cycloide
{(C) tel que [N = by v b—sinbete = Nnn = 1 — cosh. Enprenant o = 7 — b comme

bl

paramétre, les équations qui précédenl devielmcnt ty=f—a-cosuets = 1—single

. Yginug verse” de a; conune CoOsa = 1 " sin®a = = /2x — =2, I'équation de la cycloide est
y=%—a~— 2% — z¢. Mais dans le cas de la Figure 6, « et @ varient en sens inverse, donc
= = —a A une constante additive pres, en 1'occurence §; 1'€quation de la cowrbe sera

b Foex z

done:y = —v22 —2% 4 [ \,%z
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-

!
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FIGURE 6

Cette équation Iranscendante, nous dit LEIBNIZ, permet “de déduire toutes les propriétés de la
cycloide”. mais il ne s’étend pas davantage. Nous complétons avee deux exemples qui illus-
tr?m 151 s‘,impIicité et la fécondité du nouvean caleul, par rapport anx considérations purement
geomelngues qui avaient cours avant I'invention du caloul différentiel -

W) Lo tangente en M & la eycloide est M N, oil Ny est le point du cercle générateur diamé-
tralement opposé 2 & (Figure 6),

Nous partons de I"équation de la cycloide y = —+ 37 — 22 o dE qtan - O —
q ¥ B W oal £+erd0ll,di—v§

N — 2 M= cos g = I dy W ;
Or Nn — 2, Mn = cosa = v2z — 22, donc 7= 3% comme par ailleurs Adn est moyenng
proportionnelle entre nfY et nVy dans le wiangle rectangle ¥ 3N, %5 = M8 g6 finalement

. . M My
ay o ndtd - rr bt ] sy - .
& = nw- Le tiangle caractéristique de eétés da, dy el da cst par conséquent semblable an

trinngle ey, donc la tangente en M (qui “porte” ds) est portée par M A,

by 1{4 longueur de I'are de cyclotde est égale a quatre fois celle du dizmetre du cercle 4, soit
deux fois le diameétre du cercle géndrateor. En effel -

2 ] ',‘2 . i
de® = du® + dy? = da? (1 +— .5) = dr? ( 2 )J gon 25 / 2
2o - 22—z dix \-2—3‘.

En il?tégremt dc 0 2 2, an obtiendra la longuewr dun demi-arc de cycloide, qui est hien égale 4
4, sait deux fois le diamérre du cercle générateur.

2 Courbe gue dessine un fil sous ’action de son proapre poids et ses éton-

hantes ressources pour établir toutes les moyennes proporticnnelles et
tous les logarithmes qu’on désire (Juin 1691)

Le texte est particulizrement elliptique, puisque LEIRNIZ ne fait qu’énoncer des résultats,
sans aucun caleul, ni méme donner 'équation de ta chafette. Essayons d'éclaircir tout cela,
sans uliliser d’antres instruments que ceux des mathématiciens du 17°9€ gjacle.

2.1 Eguation de Ia chainette

On peut la retrouver griice 4 un passage de Montucla® © “Nous croyons ne pouvoir nous
dispenser de mettre ici les [ecteurs géomeétres un pen sur la voie de la solution de ce curienx
et difficile probleme. Nous emprunterons pour cela la subtile analvse qu’en a donode Jean
Bernoulli dans ses Lectiones caleuli integralis”.

Ficiuge 7

Le raisonnement de Jean Bemoulli est fonde sur une propriété statique, selon laguelle le poids
de la section 5S¢ du fil (proportionnel & sa longueur s) esl & la tension constante (notée ) du fil
en S comme D esta DI, oit CF est la tangente au fil en ¢ (Figure 7). En faisant intervenir
le riangle caractéristique, %—% = %. L'équation différenticlle de la chainectte est done . 2 = i—f;
“équation qui, traitée avec adresse”. nous dit Montucla, “se réduira a celle-ci : dy — fofﬂg ",

Le traitement agroit, gue Montucla laisse aux bons soins du lecteur géomeétie, devait ressembler

. . .2 . L. 2 e " L
aceci: :— £ % = Rsf_;hg done i—‘ = \a;ﬁ et x = v'a? + s?. On peut donc remplacer 5 par
da nda

v'a? — a® dans 'équation de départ § = £, ce qui donne enfin © dy = —=.

2.2 Coenstruction de la courbe

Ie vainéne en définitive le tout aux logarithmes; | obtiens de cetle maniére le type I expression mais
aussi de construction le plus pacfait qui soit pour les transcendandes. Car il suffit alors de connaitre
uu e SUPpOsEr UL uniue rapper L eonstant pour &re & méme de décrire ensuile, en ne faisand appel
qu'a la Géométrie ordinaire, sans plus Faire infervenic i quadralure f rectiticalion, wne infinité de
points exacts. On aura peul-&tee paisir & remarquer 3 trovers Ta construction cette singulidre @l
élégante concordance entre la Chainette ot les Logm'il]unes.'g

Le rapport constani & < | étant fixé, LEIBNIZ construit en premicer licu la cowbe ¢ = —Inx/
In k (axe des ordonnées horizontal et axe des abscisses vertical), ou & = &7¥, en se fondant
sur la propriéié suivante : une progression géoméetrique des & de raison 1,-’va entraine une

progression arithmétique des y de raison 1/2. Plus précisément (Figure 8) :

SHisleire des mathématiques, Tome IT, p. 468,
*Naissance du calcul différentiel, p.203. Texte de septembre 1691,
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FIGURE 8
Construction point par poiat de 1a “courbe Iogarithmique™ et, & partic de celle-ci, de la chainette.

On potte OA = 1,0Ny = 1, N3 X, = k; prendre ON, = 1/2, et parter Ny Xy, moyenne
proportionnelle entre 0.4 et Ny X, ¢"esl-d-dive N2 X, = A % N3 X, = +/E. Placer ensuiie
ON; = 1/2,0N; = 1, puis N X et NiX, tels que M3 X5, A, X; OA, NLX}, N]X] solent
€n progression géometuque {de raison ~r) Les points X obtenus xehem une progression
arlthmethue horizemtale et une pwgl'cssfon géométrique verticale et forinent donc une courbe
“que j'ai coutume d’appeler logarithmique” (p.194); le processus se continue 4 Uinfini : prendre
le miliew Ny de NN, porler ¥y X, moyenne proportionnelle de Ny X3 et NoJ, etc.
Les points < et ] de 1a chainette sont alors constits i partir de la courbe logarithmique
en portant N (3, = A"('” (120N X — NLX]), soit en termes actuels o = kY + ko,

Laconstruction de 1a coutbe logarithmigue se comprend bien; mais comment LEIBNIZ a-t-il

pu déduire de celle-ci la construction de la chafnette, sachant que son équation t:st =

comme nons |’ ayons v ptuq haut 7 Nous hasarderons la procédure suivante ayant 1emlcu que
_ (e : ¢

que \;}T.- = . 4ui est de la forme du/u. on en déduit que dy — adu/u et que

par conséquent, en pataphrasant un passage de I'aiticle Nova Methodus. .. (p.117) : “si les u
sont en progression arithmstique, les 1 seront en progression géometrique, et si les w sont des
nombres, les y seront leurs logarithmes.”

A une constante additive prés, v sera done égal dal{va® —a® 4 2j; en prenant r = o pour

¥ = 0, nous oblenons la primitive i — QL{V — 14 %), En prenant I'inverse de 1a quanmé

r13

situde dans la parenthése et en wilisant son conjugué, on obtient : ~y = aliZ — \(. 1)
el par suite : £ = L [L 1(2) + L-_l(—h,aj ce qui justific la construction des pomts Cidela
chaineltte a partir des points X de la courbe logatithwique.

Voici une déduction, probablement plus proche de 1 réalité historique, suggérée par Dominigue
Benard' 2 1a suite de cet atelier ;

9Tk Ent du Mans.
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Quant au lisn i éuwoil avec Tes loparithmes, il peul provedir de Tintégration proprement dite de
T équation qui 2 pu {a du 7y étre faite par LEIBNIZ.

Toutelois celle dynation seale, considérée du poinl de vue de by vatiglion, ne corictéise (que la
brianche croissante de la chulnedte, B y a done deus Squalions ditiérentielles “symélriques™ :

—dz

considérations que U'on peul racerocher aux considérations siodlaires faites par LEIRNIZ & propos
de la diflérentielle d'wn quotient dans 1z “Nova Methodus™.

; du + ds z+s —din — &)
Mieux envore dj = ds _ =t ds = dlz + ¢ = G 8 .

] f r+ 2 JE+s X
D'oi une itégration comnede des deux équations différentielles :
. " i —dz .
{3} = / ~— =a.loglz | 5] pourla branche croisside el y = a. f ----- = = e.loglr — &) pour
4 5 &8

12 branche décroissants.

Pour que (y) = p — 0 quand = — o, un jen sur 1a constanee d'intégration domne ;

. T+ r—3
[y) — it.Log ( ) et i = a.Log ( ) .
a el

Prendre en compte la remarque de LEIBNTZ sur la possibilite de choisir @ = (24 pour uniid, cela
revient & considérer ¥ = yin, X = /e et § = s/a, co qui nous donne

(Ti=Log{X -8 V=0Leg(X -5, S=vr*-1

.

X est la moyenng atithimstique de X + & et X — 5, andis que I'onité en est bien la moyenne
propurtionnelle.

Do la construction i pactic de la logadtiumique .. "

LEIRNIZ est tiés fier de sa méthode, simple en effet dans le sens ol elle ve fait appel qu’a
des constructions de moyenmes géométrigues; en outre, on dispose grice a elle d'une table
“physique” de logarithmes :

“Inversement. si la chainette est construite physiquement, ¢n suspendant un il ou wne chaine, nous
pouvens grice 3 elle aablir antant de moyeimes propordonnelles que nous souhaitons, oL rouver los

Logarithines de nombres, ou les nombres de Logatithmes, domnés.” (p.194)

Nous laissons au lecteur le plaisic de déchiffrer cela, et donnons maintenant les preuves de
résultats énoncés sans démanstration par LEIBNIZ dans son article.

2.3 Tracé de la tangente T en un point O de la chainette (p.195)

En pusant A = g, et en reportant O F = (5, on a (Figure 9} :




P

FiGiuRE D

CB dy a OA _ 04 _ 04

BT "dr V- VOB -OA  JoIm— oAt AR

Les triangles BCT et AOE sont done semblables, done 'angle 40 F est égal a 'angle BCT,
ce qui fournit un procéde de construction de la tangente.

24 Trouwver un scgment égal & un are A de chainette (p, 196)

On sait que (Figure 9) :

s=+12 — of = VOBZ — QA% = VOR? - 0OA% = AR
L'arc AC' a done méme longueur que le segment AR,
2.5 Quadrature du sccteur AQNCA (p.196)

Cette aire est

-/ ady = /-a——r L= = avu® - = 04 x AR.

4 r?—af

I secteur & donc une aire €gale a celle du rectangle de chités OA et AR,
2.6 Centre de gravité de In portion de courbe {C)AC (p.196)

Soit {C') le syméurique de €' par rapport au point B (Figure 9); le centre de gravité de la
portion de courbe envisagée a une ordonnée nulle, et son abscisse est donnée par f J zds.

Mas
s 4
/ rds = / o dz? + dy? - / .'1+ ( ) dx
AT

2 .
dr — Vi? — a4 7,':1— dr = { sdz+ay

Vi o2 Ee R

vz¥—n Vit —a
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Mais [ sdz = su— [ ods (Figure 10), d'ot f zds — sz— f zds~ay soit: [ zds = glsz | ay).
L abscisse du centre de gravité est donc : 2% = 1 Nz + %) = | (OB + 24555, Cete
demigre formule correspond i la construction mdlquee par LEIBNIZ.

Jsdx

Jxds ‘

8

FIGURE 10 : fxds + [ sde = sz

On a donc vu comment, sur les denx exemples de la ¢yeloide et de la chainette, fes courbes
transcendantes se traitent avec une grande facilité & condition d’admettre une nouvelle forme
des équations, la forme différentielle, et un nouveau caleul, le caleul différentiel. [l n'y a done
plus aucune raison de les exclure de 1a géométiie : le Descartes de la Géométrie est vainen.
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La géométrie des Sulbasutras. Exemple de géométrie rituelle de I'Inde védique :
I"agrandissement de I’autel en forme de faucon

KELLER, Olivier!
IREM de Lyon (France)

Abstract

L'histoire des mathématiques s"est trés pen intéressée aux Sulbasutras de 1'Tnde védique,
annexes de weuies rituels consacrées i la construction géomérique d'aurels et b leur agran-
disscment proportionnel. Pourtant, les Sulbasutras sout exceptionnels au sein des mathé-

matiques qui précadent les “Eléments” d'Euclide, et ceci par deux aspeets :
1- T but rituel est unigue et explicite, & I'exclusion de tout autre but pratique ou péda-
gogique.
2- Tls mettent en ceuvre des constructions rigoircuses purerment géométriques, avec pour

instruments une corde et des piquets, ¢t sort donc par I3 beaucoup plus proches des
“Lléments” que ne le sont les textes mésopotamiens ou égyptiens antiques,

Nous émdierons une sélection significative de ces textes.

TAvec la cn]]aboratidn de Jean-Michel Delire, checcheur & I'Institut de Philotogie et d"Histolre Onentales 4
I' Ulniversits Libre de Bruxelles, béndficiaire d"une bourse 1999-2000 de la Fondation Wiener-Anspach.
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I Note historique

Malheureusement, on ne sait rien de I'Inde widique, sinon par des textes? auxguels il est
impossible de donner une date précise. La période védique de 1histoire de 1'Inde fut précédée
par la civilisation dite de I'Indus — -2400 & -1700—, découverte & parlir de 19212 par la mise
au jour des villes d'Harappa et dc Mobenjo-daro. L évidence archéologique cst abondante, mais
Iéeriture na pu étee déchiflrée. A U'inverse, la période védique — -1500 i -500— nous offre
une abondance de textes en sanskrit mais n'a laiss€ aucune autre trace archéologique; méme son
origine snpposée, une invasion de tribus aryennes, n’est étayée que par des spécuiations d'ordre
linguistigque. Les régions & scruter, comme le dit Jean Varenne, sont parmi les plos dispurdes
de I’ Asle, oii se croisent les frontiéres de I'ancienne URSS et de ln Chine, de I'Inde et du
Pakdstan; i1 est done possible quun avenir plus pacifique perinette des fouilles et nous apporie
des révélations. D’aprés le méme autenr, ¢’est en fin de péhode que le védisme, confronté
aux tout jeunes bouddhisme et jainisme, éprouva le besoin de mettre par éerit et de codifier ce
qui jusque-la n’élait que traditions orales; ce fut un travail de plusicurs sigcles, probablement
entrepris & partir du 8™ sidcle avant nolre ére —apparilion du jainisme—, et qui accoucha
d'une énorne littérature sanskrite de milliers d'hymnes (otalisant des dizaines de milliers de
vers. Le Satapatha Brakmana a lni seul, dans sa traduction anglaise, occupe 2000 pages.

Le Veda, terme qui signifie savoir, science “par excellence™, posséde done un canon tardif
compasé de textes disparates au premier abord. Classés d'aprés la carégorie de “fonctionnaires”
du sucrifice auxquels ils s*advessent, on oblient les recueils (samhitas) suivants @ le Rg Veda
destiné aux verseurs de 1'oblation, le Juyur Veda des préposss aux manipulations pratiques, le
Sama Veda des chantres et 'Artharva Veda des chapelains rovaux. A ces sambhitas s’ ajoutérent
plus tardivement, pour chaque Veda, un Brafimana —exégése du rituel-—. une Upanisad —
court trait€ spécnlatif—, et des sitras—prescriptions rituelles sous forme d”aphorismes—. Ces
compilations nous sont en outre parvenues avec des tittes, noms des clans familianx qui en
assurerent la transmission.

Les Suibasutras sont une section des sutray consacrée aux régles de construction d’aurcls
sacrificiels. Nous disposons de quatre (extes complets, traduits en anglais par Sen ct Bag,
avee le nom de lenss autenrs ; Baudhayana, Manava, Apastamba, Katyayana., Ce sont des
textes remarquablement courts puisqu’d eux quatre, dans leur traduction anglaise, ils 0’ ocoupent
que soixante-six pages. Sulba signifie “corde” et les sulbakas, experts géomelres védiques,
Ctaient de remarquables “tendenrs de cordes”; Démocrite se déclarait supérieur aux tendeurs de
cordes égyptiens, qui n’onl laissé aucun écrit, alors que nous avons des t€moignages indiens
abondants. Malgré celu, malgré aussi les similitudes étonnantes entre les problémes abordés
par les tendewrs de cordes indicns et certains problémes euclidiens, les Sulbasirras sont peu en
vogue et peu érudi€s : les traductions de G, Thibaut, en 1877 et 1882, sont introuvables et celle
de SEN & Bag, publide en 1983, ne connait qu’une diffusion confidentielle.

Ces texies sont, comme les Vedas domt ils fonl partic, cxirémement difficiles a dater*; el

2in dispose dMextraiis des hymnes védiques (magnifiques) en francais, €dités par Lowis RENOU et Jean
VARENKE. Voir la Bibliographic.

ISelon Civilisarions anciennes du Pakisten, p.38.

“Les cstimations sone, ici comme dans Ie cas des invasions iryennas, fondées sur des argements linguistiques:
{e style des Sulbasutras est compard i celui du gratyunairien Fanini, gui qurai? vécu au quatrigme siécle avant nolre
ere ¢t coditié la Jangue. L'ordre clwonolopique qui en résulte, et qui est généralemen acuepté, est le suivant ;
Baudhayina, Apnstamba, Manava, Panini, Katyavana, Mais les dates des textes védiques varient énormement
d'un auteur & I'autre : powa les Brabhmanas, les estimations vont du 10802 gy 65 giacle avant notre &re; pour les
Upanisacs, du 9% au 4™ On ndmet souvent que le Rg Veda fut rédigé au plus tard an F0°™ sigcle, mais cela
raet i mal Ja théovic de Varenne —fondée sur des faits nouveaux?— qui fait démarrer las rédactions au moins deux
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méme si les experts finissaient par se mettre d’accord, le probléme de la naissance et de I origine
des saveir-faire qu'ils expriment ne serait pas résolu pour antant puisque les sulbakas ont proba-
blement codifié une tadition orale millénaire. Les chercheurs semblent assurés qu'ils sont
antérieurs aux Eléments & Euclide, mais 1a v’est pas le plus important; tow dabord, on tronve
des allusions assez nombreuses aux “anciens”, comme dans le Manava 11-17 1 “On Tait les chiés
avec 3, 4 et 5; ceux des autres sont faits en nultipliant par ce que 1’on veut, suivant le besein des
autels; ¢’est ce qui a towjours et indiqué par les anciens maitres”, qui confirment 1hypothése
d'une assez longue tradition autochtone de savoir-faire mathématicien. Mais surtout, I'idée
que les sulbakas auraient pu piller Euclide se heurte & une objection de fond : ils avraient
eu le plus grand mal & déchiffrer une sonume abstraite d'Edéments, infiniment €loignée dans
le style et dans les méthodes de lews propres traditions, traditions qui sont & rapprocher au
contraire des mathématiques babylonniennes, égyptiennes et chinoises de 1'époque Han. Méme
si, dans Pavenir, i1 finissait par 8tre prouvé que les Sufbasutras sont postériewrs aux Eléments,
cela ne changerait vien au fait gue, comme le Jiughang suanshu, asswénment plus tardif que
la sonune euclidienne, ils sont d’esprir pré-euclidien, ils appartiennent & la vieille éeole des
mathémaliques primitives.

1 est swprenant gue les Swelbasutras aient aussi pen atticé 'attention des historiens des
mathémaligues, ntalgreé leur trés grande originalité . les textes mathématiques védiques se
présentent en effel explicitement comme annexes d'un rituel, et non conune des taitds av-
toncmes de géométie, et cela leur donne un “cachel™ unigue dans I'histoire €erile des mathé-
matigues. ne serail-ce que parce qu'ils sont clairement motivés. ['autre part ces textes présen-
tent des similitudes Mappantes, non seulement avec cextaing problames du Livre (1 des Eléments
d'Euclide, mais avec les méthodes euclidiennes qui s'attachent 4 construire géomélriquenient
toutes les figures ef leurs modifications : les instruments consistent en une corde et des piguets
chez les techniciens du eulte védique, en des droites et des cercles chez le théoricien grec. En
particulicr, le probléme de la construction de ligures €gales en aires est au centre des Livies
I et I des Eléments, et il est dgalement au centre des Sulbasutras; les Grecs se sonl en oulre
posé le probleme de 1a construction de figures €gales en volume, et on sait qu’ils omt buté surla
duplication du cube, ¢'est-a-dire la construction d’un cube de volume double d’un cube donné,
qui est impossible & la régle et au compas. Or ce cube est un autel ou un tombean, d’aprés le
conmmentaire d*Eutocius aux ceuvres d” Archiméde? @ on peut se demander alors si une partie au
moins des mathématiques euclidiennes n'avraient pas une lointaine origine mythique-rituelle
ressemblant au védisme.

On peut se demander encore, an vu des nombrenx rituels “mathématisés” que révéle 'enqué-
te ethnographique, si les mathématiques védiques ne sont pas 'expression d’une des formes les
plus abouties. dans I"état actnel de nos connaissances, d'une gestation de la géométrie au sein
de la pensée primitive mythique-rituelle, avant I’accouchement proprement dit dii au travail de
ka nouvetle pensée philosophigue née en Grace antique®.

Nous présentons ici guelgues sitras, dans leor concision et pour certains leur obscnrité origi-
nales, extraits des Sulbasurras de Baudhayana et Katyvayana, d aprés la traduction du sanskrit

siecles phos tard, i
Les quatre Sulbasutras sont géndralement dargs d'avant le 329 sigcle, et méme d'avant le 55™ sizcle (pour Baud-
bayama et Apastambal, selon cerlaing qutcurs.

SAarchiméde, 1970, Buvres, Tome IV ¢ convnentaires d'Eutocius ef fragments, Trad. Chatles Mugler. Paris:
Les Belles Lettres.

%Ce point de vue est développé dans KELLER (1998).
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en anglais par SEN & BAG (1983), The Sulbasutras of Baudhayena, Apastamba, Karyayana
and Manava with Text, English Translation and Commentary: nous avons parfois également
utilisé la traduction du sanskyit en frangais de Jean-Michel DELIRE (1993). Nous v avons joint
quelques commentaires succints pour que le lecteur comprenne de quot il s'agit.

Les extrats ont £t€ choisis de telle sorte que le lecteur puisse se faire une idée précise et
compléte de la fagon fort élégante dont était résolu le probléme, ués important rituellement, de
1'agrandissement homothétique d'un autel en forme de faucon’, probléme gui mobilise une wes
grande partie des connaissances rathématiques présentes dans les Sufbasurras.

I & fait que les textes que nous présentons sojent motiveés, dans le sens o ils sont des €lé-
ments d’un rituel, ne signifie pas que la lizison entre le mythe et 1a ritualisation géométrique soit
immédiate et limpide, Je soumets au lecteur les grandes lignes de I'interprélation développée
dans ma thése.

a)- Le rite est vn tite de sacrifice; la fonction de Iobjet sacrifié {denrée alimentaire, animal
et peut-&re méme humain) est double : il est d’abord la substance intégre, 'énergie sacrée
concentrée gui, coupde ensuite en morccanx ou répandue dans Uespace par le fou et par la parole
de "officiant, devient créatrice, redonne naissance an monde suivant le modéle d'une naissance
primordinle. Le sacrifice est donc reconstruction effective, ¢f non simple commémoration, et
par 1i il manifeste Pintelligence du monde.

b)- La méme “quantité” d'énergie peut diversement s'incarner, et la reproduction rituelle en
sera la constroction de figures diverses de méme aire, souvent égale & 7.5 pour des raisons de
correspondance numérclogique avec des démiurges; ces figures sont, entre autres, des triangles,
des losanges, des cercles. D'ofl, par exeniple, des formulations de quadratire du cercle et
inversement de circulature du carré. Mais d’autre part la création est extension d'nne méme
force créatrice, et la reproduciion rituclle en sera par exemple I'extension homothétique de
T"autel en forme d’oiseau, dont nous donnons le déiail ci-dessous,

c}- Les formes, leur extension et leurs transformations rigoureuses les unes dans les autres,
sont unr moyen inventé pour résoudre la contradiction entre le mythe, qui exprime i la fois
I'onité du monde et les infinies wansformations de ses €léments les uns dans les autres, et le
rite, qui doit déterminer cette dinlectique universelle en des gestes précis et des objets préceis.
La mathématique, en tant gue quantité déterminde, participe du rituel. Comune riwel coneret,
elle s”oppose d"abord violemiment & la poésie du niythe vniversel des &tres se transfonnanl les
uns dans les autres : elle est froide, absurdement nuinutieuse, maniaque. Mais comme forme
abstraite qui se transforme el qui 8" élend, elle réeupere la dindectique spentanée de la pensée
primitive en donnanl aux analogies innombrables une forme extérienre déterminée, faute de
leur donner un véritable contenu.

dj- 11 s’agit de création; tout doit donc sortir du sacrificateur Iui-méme identifié an démi-
urge primordial. C'est de Ini que doivent surgir la mesure et 1a forme : Punité de base est le
pirusa, égale & la hanteur d'un honune les bras levés. Faute de pouvoir créer a partir de rien,
le rituel cherche & créer & partir de presque rien; pour ce qui nous concemne, il s'agit de cordes
et de piquets, qui font penser 4 la régle et an compas grecs. Ce minimalisme de départ donne
nécessairement naissance a i corpus de constructions géomeétrigues qui s’enchalnent leg unes
les antres, on plus exactemnent qui tentent de le faire; telle est la nature des Sulbasteris.

*Porr les modvations mythigues-rituelles, on pouea consulter REMOU, YARENNE, les travaux de Jean-Michel
D}ELIRE et la thése de KELILER.
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Note de J.M. DELIRE : pour fes besoins de leurs sacrifices, les Indiens védigues constnzisaient
sur le terrain sacrificiel différentes formes géométriques simples. Ainsi, autel qui servait a
cuire les offrandes représentait le monde terrestre et était circulaire; 1"autel qui servait & briler
les offrandes pour les envoyer aux dieux via le feu représentait le monde céleste et €tait cand. Ils
Slaient tons devx faits de cing couches superposées de méme forme, composées de 21 briques
chacune. Yautres structures, comme les tables d’offrandes, étaient de forme trapézoidale. En-
fin, durant un rituel nomnié agricayana {empilement de 1’autel du few), un autel particuliere-
ment important était constrit en vue de grands sacrifices. C'était le cas, par exemple, lors de
I'asvamedha ‘sacricifice du cheval’, un grand rituel royal encore pratiqué a I’ époque du Makeah-
harata. Cet autel €tait, lui aussi, composé de cing couches de briques, au nombre de 200 dans
chacune. La forme de cet autel pouvait varier selon le but recherche par le sacdfiant : triangle
isocele ou double triangle (ie. losange) pour vaincre ses ennemis, disque pour obtenir de la
nowtiture, en forne d’olseau de proie (syena, souvent traduit ‘fancon’) s'il voulait obtenir le
cicl. C'est cet visean de proie gui nous inéressera plus pacticuligrement dans cet aticle, sous
{a forme simplifide dite caturasrasyenacit, ‘empilement de 1 oiseau de proie formé de carrés’.
Nous avons présenté, lors de I université d'été, un moniage N/B fait 4 partir des filnis réalisé€s
par I'université de Berkeley, nontrant plus particuliérement les opérations de mesurage lors
d'un agnicayana accorpli en 1976 dans 1'état du Kévala, Les anteurs de ces films, Frits Staal et
Robert Gardaer, ont réalisé un montage couleur d'une heure présentant I'agnicayana de maniére
plus généralc®,
Fin de la note de 1.M. D.

2 Extraits des Sulbasutras
A. Méthodes générales’
1-1 Les diverses constructions de foyers sacrificiels vont étre domnees.
-2 Nous allons expliguer les méthodes de mesure des aires de lewrs figures sur ic sol,

1-4 Si "on veut un carré, une méthode est de prendre une corde de longueur €gale an carrd
donné, faire des neeuds anx deux extrémites et une margue en son milicu. On trace la ligne et
on plante un piguel en son miliew, On fixe les deux noeuds au piguet et on trace un cercle avec
la margue. Deux piquets sont planés aux deux extrémités du dismetre. Un nosud dant fixé &
I'est, on trace un cercle avec I'autre; la méme chose & I'ouest. Le second dimnétre est obtenu
des points &’intersection de ces deux; on plante deux piquets aux deux exlrémités du diametre.
Avec deux neeuds fixés & 1'est, on trace un cercle avee la marque; on fail la méme chose au sud,
a I'ouest et au nord. Les points o' intersection donnent le caré,

Commentaire ; construction d'un carré “i Ia corde et au piquet”. Soit ¢ la longuevr de la corde,
qui détermine le ¢8té du carrd; tracer successivement : la ligne est-ouest EO=c et son niilievn
1, le cercle C de centre 1 et de rayon ¢/2, les cercles de centres E et O ct de rayon ¢ doni les
intersections déterminent la ligne nord-sud NS (les points N et § sont placés sur le cercle C), et

¥Naus remercions Frils Staal pour nous avoir autorisés & projeter des extraits de ses films lors de 1'Université
d"Eté. Une copie du montage fait a Berkeley peul élre consultée & 1'Instinue Kern de 1 Tniversité de Leiden (Pays-
Bas} ou comumandée via le Center for Medin wid dependant Learmning — 2000 Center Sireet, Fourth Floor — USA
— Beckeley — CA 94704,

SExtraits du Baudyavena Swibasuira; la nnératation des sidray suit Iéditon-traduction de SEN & BaG.
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enfin les quatre cercles de centres E, O, N et S et de rayons ¢/2. Les quatre sommets do cané
sont les intcrsections (autres que [) de ces cercles,

1-5 Maintcnant une autre. Faire des neuds aux deux extrémités d'une corde de deux fois la
mesure ¢t faire une marque an milieuw. Clest pour la ligne est-oucst, Sur I'autre moitié, 4 une
distance plus courte d'un quant, faire une marque appelée ayancana, puis une marque au milieu
pour les coins. Les deux neends fixés aux deux extrémités de la ligne est-ouest, tendre 1a corde
vers le sud par la nyancana; la marque du milieu détermine les coins cst et ouest!?,

1z
1 114
[ | | | |
B W N M E’
FIGURE 1
N
—M
1+l tds102
E w.B
-
1
FIGURE 2

Commentaire : construction du méme carré de ¢8té ¢ avec un triplet pythagericien. On margue
une corde de longueur EE'= 2¢, avec W en son milien; WiN=1/4 ¢ et ME'=1/2 ¢ (Figure 1}.
Attacher les extrémités E et E’ de la corde 3 deux piquets plantés en E et en W, et tendre la
corde vers le haut en la tenant en N (Figure 2). On obtient un triangle rectangle d’hypothénuse
EN=5/4, et de c6tés EE’ = | ¢t E'N=3/4. Le point M est I'un des “coins” du catd; la méme
opération, mais en endant la corde vers le has, donne le deuxigme “coin” du carré en M. Les
deux derniers “coins” sont obtenus de méme, aprés aveir inversé 1’ ortentation de la corde.

1-9 La diagonale du cauré produit le double de aire,
Commentaire : le carré construit sur Ia diagonale d’un carté a vne aire double de celui-ci.

1-10 La Jargewr d’un rectangle étant le cété d'un caceé donné el la longueur le ¢été dun caré

"Tyuprés 1 M. DELIRE, Ia traduction littérale des “coins est el ouest” est “les épaules ef les cuisses™ cela est
dit 3 une vision anthropoinorphe de 1"auiel, dre humain dont la tite est i est et Jes pieds 2 "ouest. Les coins est
sont aloss ceux des dpautes, et les coins ouest sonl cenx des Hanes ou des cuisses. (DELIRE 1993 p. 27)
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double (ou la productrice du double), la diagonale est Je ¢dté du carrg triple (ou lu productrice
du triple}.

1-11 Par {4 on explique le c6té du carré égal av tiers d’un carré donné © c’est le cbté du caré
nenvieme du cae.

Commentaire : pour constraire up carré dont 'aire est le tiers d'un cayré donng, on constroit
dabord le triple de celui-ci, comme expliqué cn 1-30, puis on en prend le neuviéme; il suffit
pour ccla de partager chagque ¢6té du carré triple en trois partics. On suppose (daprés un
témoignage visuel') que le partage d'un scgment cn n parties égales se Faisait en pliant une
corde de méme longueur n-1 fois sur clle-méme,

1-12 Les aires produites respectivement par la longueur et par la fargenr d'un rectangle, donnent
enseimble Iaire produite par la diagonale.

1-13 Ceci est observé dans les rectangles avant pour cotés Jet4, 12t 5, 15ct 8. Tet 24, 12 et
35, 15 et 36,

2-1 8i I"on soulaite combiner deux carrés de mesnres différentes : couper une partie du plus
grand avec le ¢élé du plus petit, La diagonale de 1a paitie conpée est le coté du carreé combing

Commentaire : voir figure 3.

FIGURE 3
BD est Lo cdré du cared doot aive est Ja somme des carrds de adtds AR el AC

2-2 Si on souhaite enlever un carré d’un autre : couper une partie du grand avec le coté du
petit que 1'on veut enlever. Le c6té de la partie coupée esl placée en travers de fagon & toucher
le cHté opposé; par ce contact, ¢'est coupd, Avee cc qui est coupé la différence est obtenue.

Commentaire : On porte AIT=AB; GH est e c6té du carré dont aire est la diflérence des aires
des carrés de cdiés respectifs AB et AC (Figure 4).

”Seideﬁberg, 336,053

Ins



T

1'“:’\11
c
/
N
FIGURL 4

2-5 :91 I'en souhaite transformer un rectangle en caré, prendie sa lavgeur conune cdté d'un
card; le reste est divisé en deux parties égales ef placé sur deux cdtés. La place vide est remplie
avee un morcean; enleveruent de ce morceau a déja €té éabls.

Cun.ullcntaire : Pour transformer le rectangle ABCD (Figure 3) en carré (de méme aire), con-
s’murc le carré (1) de cHté AB, partager le rectangle restant de diagonale ED en deux parties
cgales, et transférer la pantie (2) en (3). Le rectangle ABCD est donc €quivalent en aire a la

deferepcg des cartés de diagonales respectives AF et EE; la fagon de procéder pour construire
certe différence est en 2-2,

=
(3 iy
B i e
3] {2
A D
FIGURE 5

A . .
2’-9 Sil'on souhaite transformer un cané cn cercle, tendre la demi-diagonale du centre vers
P'est. Avce un tiers ajouté au reste, le cercle est tracé,

Commentaire : formule de la circulature duo care; reporter (Figure 6) le demi-diagonale du
carr€ “vers P'est” en OB; le rayon du cercle €quivaient en aire i cc carrd est QC-+1/3)CE.

366

FIGURE 6
2-10 Pour trans [ormer un cercle cn carré, diviser le diaméire en huit parties; diviser une partie
en vingt-neuf parties, réduire de vingt-huit d’entre elles puis du sixiéme moins le huitieme.

Commentaire : formule de la quadrature du cercle. Le cdté ¢ du caré équivalent en surface an
carcle de diametre d est :

YO 1o/ 1
: 8x 20 8x20\6 {ExS) '

2-11 Ou bien, diviser en quinze parties et le réduire de deux d’entre elles; ccla donne le cOté
approché'? du carré.

Conuneniaire ; ou bien c=d-(2/15)d.

2-12 La mesure doit &tre augmentée de son tiers et ceci  nouveau de son quart 1moins ia trente-
quatriénie partie; ¢'est la diagonale du caré.

1 1 1
: 3 : H l Py -3 ~ . - -.( — an r— |
Commentaire : 1a diagonale du carrié de citécest: d=¢{ 1 + 3 + Axd  Ixdw3 4)

kY

B. Application : I'agrandissement homothétique de 1"autel en forme de faucon

8-1 Maintenant celui qui désire le ciel doit construire un foyer-autel en forme de faucon,

8-5 Un autre Brammanea dit : le foyer-autel est celui qui cst construit & la ressemblance d'un

1213 aprés la traduction anglaise de SEN & BAG, mais le tenme ulilisé, mitya. renvoie plutit & quelque chose de
‘traditionnel’, par rapport 4 quoi la premicre quadrature proposée dang Baudhayara serait nouvelle et effectivement
moils approximalive, 17 auteur el avait cerlainement conscience, mais il a conservé la méthade avérde, sanctivnnée
par la tradition, comme le falt généralement tow auteur indien., (Nole de LM, 1))
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oisean, ¢'est-3-dire d’aprés 1'vmbrc portée par I’ pisean en val.

g:lﬂ I ,E:‘. coqu‘)ls est un Em}é de quatre purusas'®; son aile sud est un carté de un prrusa rallongé
un eraint™ sur le ¢Ot€ sud, et de méme ponr Iaile nord. $a queue st un caé de un purusa

rallongé d'un p;?::dem” sur le ¢dté ouest.  Ainsi, avec I'addition d'arami et de pradesq, le
sept-part est réalisé., ,

Conmlcn‘tan'e : schéma (Figure 7} du faucon d’aprés | omibre portée en vol. 1] est composé de
sept pam’es, .ct son aire totale est de 7,5 purusas cands. Lo fait que les sept parties initiales
sont canées justifie son nom de base, canwwsrasyenacit, modifié en saratnipradesasapiavidha

Ejlﬁutglsfuycr ©n sept parts avec aratal et prudesa’) lorsqu’on prolonge ses ailes et sa queus

bl 1{5 . catTé

1p. caé

4p. carids 1 p. eami

= 1110 p. carvé

1p. cameé

—— 1i5 p. carré

FIGURE 7

B gelon %cs Sutras 8-7 et 9-1 o Apastamba ; “Conformément & 1a iradition, 8tre mesuré avec un s signific
&tre mesUrc aves; one tige de bambou. On fait deux tous sur e tige de bambou i une distance €gale a la hugule
du sacrificateur les hras levés .. ™, comme e montre ber le film de Frits Staul, i } “

4145 de purusa.

131120 de purusa.
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5-1'% On va expliquer conment le fen-autel cent-une-parts est obtenu graduellement.
5-3 Jusqu'a vingt-ct-une pats, le feu-autel doit-étre accru d'un purisa cae.

Coinmentaire : (1M, ) : au déparl, losque le sacrifiant le fait construiire pour la preiiére
fois, I"autel doit avoir une aire de 7.5 purwsus carrds; s'jl le fait construire & unc autre vecaslon,
il doit mesurer 8,5 prorusas carcés, et ainsi de suite. Si 21,5 apparait ici, ¢’est parce qu'il s’ agit
de 1a taille abligée de I"autel d'un asvamedha, quel que soit son rang dans 1a succession des

autels constmits par le sacrifiant.

5-4 Pour ajouter un purusa a Pautel original en fore de faucon, construire un ciuré égal o
I'avtel original avec ses ailes ot sa quewe, et ajouter un purtsi.

Conunentaire : & pattir de I'autel original de 7.5 p. cayvds, il faut construire géométriquement un
autel de méme forme mais d'aire 8,5 p. carrds. On commence pour cela par transformer 1 autel
original en un seul carré C: Iofficiant sait en effet, griice aux sutras précédents, transformer des
rectangles (le bout des ailes ¢t de la gueue) en carrés, et ajouter des carrés. On peut maintenant
ajouter a ce grand carré C un cané de | p. canté, et nous avons maintenant un carrd C' de 8,5p.
cares.

1.M. D.: Baudhayana procide autrement (3-6} puisqu’it propose de diviser le carré additionnel
(d’un purusa carré) en 15 parties égales, puis d’additionner deax de ces parties 4 chacun des
sepl cartés qui composent 1'autel. Bien enlendu (mais sous-entendu), il faut aussi augmenter
proportionnellement les prolongations des ailes et de la queue.

5-5 L autel original doit &tre divisé en quinze parts égales. Deux de celles-ci doivent &ue trans-
formdes en carré. Cela donne 1"unite€ du prrusd.

Comumentaire : Le carté € de 8.5 p. carrés doit & présent &tre retransformé en un autel de méme
forme que le précédent; ta technique est de construire wie nouvelle unité (le nouveay purusay’,
telle que le nouvel autel ait pour aire 7,5 nouveaux purusas carés. Pour cela : diviser le cane
C’ en quinze rectangles égaux, en partageant un cOté en trois et vn coté en cing, et transforiner
deux de ees reciangles (/15 = 1/(7,5)) en un camé C7, 7,5 de ces carés , agencés comme il
est preserit en 8-10, donneront un autel de mémce forme que le premier et d'aire 8.5 p. careés.

5.7 Ou bien, une aire d’un pirisa-camé est divisé par cing lignes des denx céiés. Cing de ces
petites parties doivent éue transformées en un cang, dont on enleve le tiers. T.e reste est ajouté
& un purnsa-carcé. C'est une autre méthode.

iS4 partic d'ich, extraits du Karyayana Sulbasutra,

“IM.T2, ¢ il semble cependant que Baudhayana, dont nous avens déjh vu gu'il pouvail nmover lout en cespeclaint
L rackibion, a essays de canstruire directement ke nouvel autel, puisqu’il éncnce des méthodes de ransfonmation de
ranés en reclangles. Celles—<i seraiont nécessaires, pir exemple, pour adapter aus bouts (lcs carrés représentant les
nouvelles ailes ot quenes (vhienues selon 5-6) les careés pbienus aprés avoir atilitionné {sous forme de carrds bien
erilenchy) chague prolougement ien arami ot pradesa) # F portion du puruse supplémentairs qui leur revienl, Ces
méthodes de rausformation de careés en rectangle pegvent aussi provenir d'une atention supplémentaire portée
par Baudhavana aux méthodes inverses des méthodes connues {ct Vexemnple de In quadratuee du cercle). I autre
parl, il peut aussi avoir répugng, plus raditionnellement, & utiliser un nouveau purisa. alors que cette mesure (de la
taille du sacrificateur, rappelons-le) tait I'étalon de 1" autel, et, partant, de la ceprésentation du monde, ‘3 la mesure
de I'homme’, oo’k symbolisait dans la pensée védique.
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Conunentaire : il §’agit d’une autre méthode de construction du nouveau parusa, diviser un
carré de un purisa de coté en 25 parties, ransformer le rectangle forme de ¢ inq de ces parties en
un cair€, et enlever i ce caé son tiers (voir 1-11}. On obtient un carrs d’aire = » l = 3 — —»1—

. - . 38 15 T)h
p. carre; si on lui ajoute un carré de un purusa de coté et que U'on fait un caré de l’cnsembl:e,
eelui-ci est le nouveau purusa camé. Bn effet 7,5 de ces carrés auront une aire totale da?75(1
+2/15) = 8,5 p. canés.

5-10 Ou bien, une aire de un prousa doit &tre divisée par sept lignes des deux cdiss; combiner
sept de celles-ci. De cette somme combinée, 1(1/7) d"angula™ par | preruse doit &tre soustrait,
Le reste est ajouté i un purise. Clest une autre méthode.

Commentaire : abrégé de I liste des opérations pour fabriquer le nouveau carré unité : caré de

un p. carté, careé de 7/49 = 1/7 p. cané, puis de 1/7 - (1 + VTHI/120) = 2415, et enfin 1 + 2/15
comme en 5-7,

6-7 Le ¢6t€ transversal doit mesurer un de moins que le nombre de carés 3 combiner en un

cared;, les deux c6tés doivent mesurer un de plus que cela. On forme un triangle; I"altitude le
produir,

Commentaire : méthode pour transformer n carees identiques (de ¢6té 1) en un senl carré d'aire
1.

AC=n—--1,AB+ B =n+1,donc BH* = (5—4,1)2 - (%}2 = 7. Le carré de coté BH
est donc équivalent a n carés de cbté 1, (Figure 8)

B

A H

Q

FIGURE 8

120 de purusa
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Shaping Mind by Shaping Space
- Frivdrich Froebel and the Romantic Tradition in Education -

KLEIN. Peter
University of Hamburg (Germany)

Abstract

While Friedrich Froebel's “Kinderganen-idea for carly education has been a wiorld-
wide success, the “Spiclgaben” which he conceived as the corresponding educational me-
dium widely have not been used in that universal and comprehensive sense Froebel had
intended. Conceived as a series of building blocks of basical geometrical forms, they were
not meait as just another toy, but as concrete synibols of the structures of matter as well as
of the human mind, which in the playing child shonld act as incentives of mental develop-
ment and of orentation in a complex wotld.

The specific shape of this iden emerges from “Romantic Natur-philosophy” (RNP) (in
which Froebel participated as a philosopher and as a (erystallographer-Jscientist) : Based
on idealistic “Identititsphilosophie” {Schelling), RNP developed a concept of nature, that
postulated an undividable wnity of divine spirit (as the creator of nature), of the struchues
of the buman mind, and of the dynanical structure of nature itself. RNP thus replaced the
mechanistic, materialistic selfunderstanding of modern science by laying the grounds for
contemporary concepts about matter and mind, both taken as systems of fields of forcs, of
symmetries and of selforganisation.

Thus, Froehel's concept seems to be apt to inspire and to unify contemporary ideas
about the role of strucnures, of selforganization, and of symmetiy in mathematical, physical

and chemical instruction,
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1 Froebel’s “Spielgaben™ : the Pedagogy of Romantic Philosophy of Na-
tfure

i.1 Dynamic Explanation of Natare

In 1804, the German Crystallographer Christian Saruel Well wrote one of the most charming
attacks in history of science. After translating René Just Haiiy's “Traité de minéralogie” he
vigorously denies that the theories he had just translated are useful [or any cxact definition or
explanation of the different forms of crystals; in an annex to vol.1 he contrasts them with his own
“dynamic” ideas. The humorous aspect of such selfassurance consists in the fact that the then
24 years old Weil}, though having grown up in the good “school” of Abraham G. Werner, was
a still completely unknown junior scientist, whilst Haliy was the most famouvs crystallographer
of his time.

Haily's explanations of the regular crystal forins, as they are characterised by specific con-
stant plang angles, can nowadays be found in every textbook on crystallography or solid state
physics, and we wonder why Weill objected to them. Hatiy jmagines crystals as heing com-
posed by tiny regular parallel-epipedical elements whose regular increments small scales let
grow the manifold real, geometrically specific forms of crystals on a big scale. Wei {and other
“dynamists™) did not absolutely object, as is frequently stated, to the existence of those quasi
atomic elements which Haiiy assurmes in his definitions, nor to the possibility of deriving erystal
forms from them. But he denied that this derivation can be accepted as a final explanation, as
true knowledge, as knowledge of the tuth, of the forms of the elements or of the structures
of the crystals ; "(The atomist) acknowledges a distinct form as given directly Irom the exis-
tence of atoms. The dynamist denies this”, what really he demands is the explanation also of
the structure of those postulated building elements and of the laws of the increments as caused
by the innate bonds, forces and energies of the substance of matter, be this now atomistic or
not. Yes, he even “opposes the absolute, unconditioned existence of matter at all”, which per-
baps, under certain clrcnmstances, may be just a “remporary” phenomenon which on its part
needs explanation by the etemal, unchanging forces of nature - in my eves a consideration by
no means irrelevant, if we look on contemporary field theories about the structure of aloms, on
Quantum-electradynamics, on laws of symmenry and interaction. Thus, the demands of Weif
can be looked vpon as an absolutely modern and legitimate program, although 150 years had to
pass tor its fulfilment this demands were legitimate also insofar as the atomistic constructions
by means of simple addition of building elements do not only take for granted the form of these
clements themselves, but could not fulfil even in those days (Werner taught at an institution
of applied science, the mining academy in Freiberg!) the postulates of applied mineralogy, an
aspect, however, which we cannol discuss in detail here.

1. 2 The philosophical basis : Remantic Natural Philosophy

The deeper motivation of Weil)” critigue, however, was of philosophical origin. Atoms in
Haiiy s sense could at best render mere phenomenological descriptions of natural phenomena,
but no explanations based on causes immanent in Nature. Tn this point, the critique of Weif
is congruent with that of the other so-called “Naturphilosophen” of those times. They elabo-
rated a fundamental exiticism of the mechanical, materialistic understanding of Nature as it was
preferred by the Enlightenment movement, an idea finally extended even on the spiritual life
of man {de la Mettrie : “I"homme machine™). Contrary to this undersianding, the Romantic
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Natur-Philosophy (RNP) demanded a definition of Nature as based on internal forces and en-
ergies. Nature was imagined as a unit of a whole, interwoven by forces, or, more generally, as
a texture of forces unfolding from themselves, gnided by their inner dynamics. As it is [ully
comprehensible in it struciures only as a whole, it has the character of an organism. Nalure
was looked upon as animated, even as endowed with a soul, with a creative urge, which enables
Natnre to unfold on the basis of the energies inherent to it - if we disregard some guaint linguis-
tic details rypical for the time, this concept can well be looked upon as quite a modern program
of “selforganisation” of Nature.

Corresponcling to a “philosophical” view on Nature, these energies have been endowed by cer-
tain general faws of formal kind, postulations of eguilibrivm, symmelries, polasities - theorems
of conservation of the basic qualities imagined as substantial - postulates which, when uncriti-
cally apptied by weaker philosopher-scientists, in fact often led to untenable suuctures of niere
speculations, which up to now discredited this philosophy as a whole. On the other hand, when
critically applied those guiding ideas of empirical rescarch yiclded important results which have
since proved fundamental to modern science; like Gerstedt’s and Faraday s insight inte the con-
nection of electricity and magnetisny, or like the theorem of the mechanical heat equivalent
which Julius Robert Mayer as the first conceived as a general theorem of energy-conservation,
yielded on the hasis of RNP arguments. But only nowadays the whole value and depth of RNP
has become evident, insofar as ideas and general considerations about synunetries of energies,
their conelation with theorems of conservation and interactions play a constitutive part in actnal
physics and express the most general interfering principles of Nature (KLEIN 1992),

In general, and as a Tocns of our further considerations, RNP considers Nature not as something
fixed and finished, a product like a ready but dead clockwork wound up, perhaps by God the
creator, and now mnning down according 1o mechanical laws (“natura naturata’™); rather it is un-
derstood as something permanently changing and lively-dynamic, as something spontaneously
intertwining according to inner laws, modifying in manifold ways, creating itself by internal
activity and change (“natara naturans™).

1. 3 Philosophy of Identity

RNP has not only to do with Nature as something exterior to Man, but Man himself is part of
Nature. Though finding himself opposite of Nature, he is also interwoven in it in manyfold
ways caused by his dependency on Nature as an intelligent and active creature. The idea that
Man and Nature are correlated to each other in an isomerphic, complementary sense can be
raced back to the philosophy of Friedrich Schelling.

Usnally, Schelling is looked upon as one of the three German “ITdealistic™ philosophers - Fichte,
Schelling, Hegel, in this sequence, with Hegel us s culmination and perfection. This view,
however, is not what we have in mind here. An idealistic philosophy generally means - mis-
interpreting and exaggerating Kant's basic idea about the limitation of our cognition by means
of Man’s cognitive structures - that our knowledge of Nature can be completely (rejconstucied
merely by using our knowledge of the structure of our cognition (thus at least Hegel's opinion).

Schelling does not go so far bul balances out the relation between Nature and Man more cau-

tiously. His chief question (which is taken up again in science wpre recently in “Evolutionary
Epistemology’™) is this : When taking seriously Kant’s eritigue about the inypossibility of direct
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cognition of Nature - is it possible to derive, from these very cognitive structures, the qualities
Nature must have se that it could procreate a living being like Man, with these empirically stated
cognitive structures?

Thus in a methodically direct and philosophically comprehensive sense, which even surpasses
the mere cognitive function, & unily of Man and Nature can be constituted. The natwre of
Man, alse that of living beings at all, their spontaneity, their permanent agitation, mobility, and
capacity for metamorphosies are being declared as structural moments of Nature in general, a
kind of universal creative vige attributed to Man as well as to Nature,

This duality now will be completed by the third partner, God himself as the crealor of both,
in the so-called “Panentheism” of Kayl Christian Friedrich Krause (with whom Froebel was
in friendly relations}. Quite in the sense of RNP, for him “the whole organic realm of Nature
on eaith” “proves” to be “a unique indivisible organism, a huge all-enthracing body, which
celebrates itself in the abundance of all plants and species of animals.” (KRAUSE 1819, p. 15).
But at the same time he looks upon Nature and Man as in their connection with God (Le. 18) ;
“Man is not only spizit or merely body, nor both merely imagined as co-eXisting beneath cach
other. He is something new, consisting of body and spivit, but being formed by (the power of)
God and destined to develop the life of Nature and the life of Reason as a unity, and to represent
this unity by a hanmenical interchange of all united and spiritual vital energies in common
acts.” In Krause’s opinion God dismisses {releases) the world and Man, both according to
His own image, and He persists in both His creations as the crealive encrgy - therefore called
panentheism, i.e. the idea of God as certainly existing on His own, vet nevertheless at the same
time immanently hidden in Natwre as well as in Man,

The [ormal structures of God (as the creator), of the world and a human mind are identical inso-
far, as they all are of mathematical kind. Hence, “in practicing mathemarics, Man participates in
Divine spirit.” {Novalis) Consequently, e.g. in Humboldt's plans about the German “Fumanis-
tisches Gymnasium™, mathematics, together and equivalent with Greek langnage, becomes the
core of the curriculum. The same holds for Froebel's ideas on education of Man, which we will
study now.

1.4 Froebel : “Menschenerziehung™ (Education of Man)

Froebel had studied in Jena, so most likely (though not proven) had attended the lectures of
Schelling, He was friendly with Krause, as already mentioned, and as a (nawsral) scicntist
and crystallographer he at times assisted Christian Sanwel Weil. Thus he participated in all
three menticned directions of romantic thought, and as we will see, he was prepared in the best
way and in an highly adeguate field of science to his own pedagogical mission, with a sound
scientific basis that prescrved him, different from many contenporarics, from bad-grounded
speculaiions.

According to what we said before, Froebel’s basic idea should be cvident, after all. Tf Nature is
considered us a productive, selfgenerating and continuously metamorphosing “natura naturans”,
instead of a mechanical, statical “natura naturata”; and il Man is also being conceived as a
spiritual-organic being that generates itself aceording (o its own internal energies; then the child,
insofar as it develops and differentiates from a germ in accordance with internal Taws, can he
regarded as the most beautiful and most copious symbol of this vital energy in Nature. For Man
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in general Froebel states :

Man - mankingd in Man - must not be onderstond as something ready, as something isolated nor
finished, not as summething stable or static, but as a living entity, continuously developing, eternally
vivid, unfolding and generating itsclf step by step, actively aiming for its final and elemal goal
(Froebel 1826, ME 44}

as something in development however which deploys itself only and simply by intemal blind
and vndirected dynamic, but, as it is, and should become a reasonable creature, also guided and
unfolding itself by the instruction of the surrounding Nalure.

The child now, muning through this process of development on an elementary level, also de-
pends upon elementary experience of Nature which, on this elementary [evel comprii’ses an.d
expresses symbolically Nature as a whole in itsclf. Here now Froebel’s crystallographic basis
comes into play insofar as the crystalline forms and shapes appear as such elementary sym-
bols of Nature as a whole which for the child represent nature in an etementary perceptible and
conductive manner, initiating and regulating the child's own developmuent, reaching far beyond
simple, prima vista chaotic nature, and equivalently important as social relations with parents,
the family, and the whole socio-culiural environment (ME 74£).

As a free and spontaneocus relation fed by an inner dynamic this connexion wilh Nature nwst
not resuit from externally motivated, didactic instruction, but has to be spenlaneous in itsell,
and this becomes obvious for the child when it appears to him as a play :

In fact all Hiis happens especially by play, by the cultivation of children’s play, whichi in the begin-
ning has the character of unconscious living-with-nature. Play in this phase is not a siily trifle; itis
of high value and has an earnest meaning. Mother, nourish and care for it! Father, protect and guard
it {ME 75)

Froebel continues emphatically :

Plaving, play is the highest level of the development of the child, of the development of mankind
in this time, for it is freely active cxpression of lnternal life, a necessary expression, o basic need of
inmermost life, Play is the purest, the most spirttual procuce of Man in this phase, at the same time
it is ideal aud aller-image of the whole human spirit, of the fnnermost, secret life of Nawe in Man

and in all things.
The intercourse with Nature also Tulfills the requirements of tming o God, i.e. of religion:

What religion says and expresses, natore shows and exlibils; whal is tanglt hy the reflection of God,
is confinned hy Nature; reflection of internal processes is verilied by external nature; what zetigion
demands, is folfilled by Natre. TFor Nature, and everything that exists is a wnanifestation, revelation
of Ctod. Everything is of divine nature, diviee essence, (ME 175)

1.5 Pedagogics of the Spielgaben
For the young child, the crystals and crystalline forms are by far too complicated for 4 pluy-

ful approach (the same is true for the adult inquiring reason - that is why scicentific resewrch
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(“solid state physics™) is necessary also for them!) The crystals themselves have moce ele-
mentary geometric roots, which even moce basically symbolize the cosmic structures. For a
playfully leaming access Froebel conceives a sevies of donations for play (“Spielgaben™) which
in their inner logical stucture correspond to the strecture of the cosmos as well as to the con-
formities (inherent laws) of the child’s unfolding mind. We will attend now to these structures
for a while on the basis of the lithographs which the editor added to Froebel s works on the
pedagogics of the Kindergarten (FROEBEL 1862, ¢if. PK}

The “Spielgaben” at the beginning are destined for children of two or three years old. They con-
stitute an ascendant series of elementary geometric bagic forms, which in their tactile qualilies
as also in their conceptual schemes thoroughly shape the child’s play, (thus rendeting compre-
hensive possibilities of development. Now, for Froebel comprehensive playing doesn’t mean
Just a stupid and nute handling with objects, but also - Man being a creature of language! - to
set it into a linguistic intercourse - (o give Lo this action of handling objects a linguistic coun-
terpart ; to accompany action by singing, rhythms, litle verses and sayings, which arise by
themselves, but which also mean describing, conceiving exacl linguistic expressions for facts
and ¢lear ideas of the structures of the world,

Pror to language, the whole body gets into interference with the material. A ball on a string,
for example, swinging to and fro, the hand stitnulating the ball to swing in resonance and coun-
lerresonance, then also the mm autematically will be involved, and with (he am also the whole
body; and murmuring and singing “to” and “fro”, and the eves following the ball on the string,
the body will participate nearly dancing; and quite in the sense of Piaget's principle of “interna-
lisation”, the structures within and behind action will be internalized pre-rationally, as structure
of space, or as structure of swing.

Generally, the first Spielgabe is “the ball” - geometrically : the sphere (WAGEMANN, 1957),
It is the overarching symbol of the cosmic order : as the most perfect, since most symmetdical
regular form, equally extending to all its parts and directions, giving the same aspect from all
sides, consistent, perfect, of ideal beauty (Froebel’s “Sphervical Law™). For the baby the ball
iz made of stff, Moved by a thread we can see again (Fig.1 = PK 1) this simple 1o and fro,
which further on now differentiates the shapes of the ball's movement, cevealing the structures
of space as well as the physics of movement vader constraint : lilting it over an obstacle, again
accompanied by mummuring “hither and thither™, “hither and thither”. The ball moves "up” and
“down”; it leaps, “tip, tap, tap”. over the floor; jumps vp and leaps down againg “rolls away”
and “comes back” again, forced by the string. Thus, by swinging Lo and fro, moving up and
down, or “left” and “right”, the directions of space and their relations o the body, ta its axes
and directions, the coordination of sensual experiences, of optical or motional orientation will
plavfully be internalised. In conneclion with this, by the impulse to give to these movements of
the ball a verbal expression, a tenm, a description, the linguistic competence will be exercised,
quite in (he sense as e.g. - there, however, merely verbally, and for the children looking on :
merely in a receptive way - the verbal games of Erny and Bert in the Sesamstrafie to be carried
out in a compensatory way tor the socially or linguistically deprived.
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FIGURE 1

Fig.1/13-20 shows further bound movements, which are coupled with physicad laws : with cen-
trifngal force, with translatory and rotary movements in space, with damped oscillations, i.e.
the helical movement of the ball approaching zerc position “by itself”, or moving in an opening
helix when energy is added by a synchione rhythmic movement of the hand.

In Fig.1/23, 26 notice the use of the category of “consegvation™ : catching the ball, it disappears
in the closed hand, re-opening it : the ball is still there, that means : “conservation” is estab-
lished aleady at this age - no, not only established but already playfully varied. In fact, the
baby is very early and naturally familiar with this kind of “conservation” when, for example, it
creeps under a sofa in search for a disappeared ball, because it knows for certain that it must
be somewhere - thus is the manner by which Piaget’s concept of conservation is acquainted at a
very early age.
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As for Weil the indexing of crystal axes, so for Froebel it is the play with the ball, the cor-
relation of i1s movements to the axes of the body (to/fro, up/down, rightfleft} which already
elucidated the marking of the threcfold space extension, which, irrespective of rational valu-
ing of space as homogenous, will remain a lifelong unconscious background association. The
basic geometrical form, which mathematically specializes the threefold divections of space, is
the cube (ME 200}, So the cube is accordingly the second Spielgabe, which shows a wealth of
characteristic mathematical and physical regularities (conformities with natural laws) (Fig. 2,
a,b = PK 2). N&.3 shows the stability of the cube, considered as basis for every life, Ne.d the
unstable balance when standing on the edge, Ni.5 the cffect of friction, within certain lmits
making possible stability of unstable mechanical configurations. Nr.6 shows the pecularities
of axes and freedom of rotation in case of punctual resting, 7, § and 9 show the symmetries
of different views of the cube, the number of the appearing planes, in relation to the laws of
symmetry : of one plane with its fowfold rotational synimetry (7), the two-planes view and it
twofold (8), the thieefold synunetry when locked along the space diagonal (9) (cf. also ME
200 £.). The faculty of fancied metamorphosing of geometric struclures - the expertence of their
metamorphoses are being prepared by (he winding movements ol the cube around different axes
and of the then appearing veiling stiuctures (PK 2.13-16).
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The third Spielgabe is the threefold divided cube, divided into eight small cubes by three planes
vertical to each other, in cotrespondence (o the thiee directions of space. It gives mathematical
reference - and exercises the fine movements of the fingers - when they are separated into the
mathematically possible arrangenients (Fig.3 (=PK3), The divided cube now is specialised
enough to experience the tlree essential methods of composing complex forms ot of elements
resp. elementary forms, Different aspects of the world can be represented as

- [onms of living

- forms of cognition
- forms of beauty.
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Fig4 (=PK4) shows some of such “forms of living” 1 objects of everycday’s life are constructed
by.use of the set of small cubes, thus give vivid experience, how the world can be inagined as
being constiucted from basic geometric bodies. The complex shapes of the world ave reduced
to elgmemaly forms, in the sense how Kandinsky conceived his elementary course of “analytic
drawing” at the Bauhaus. Complex things comprehend elementary parts, and can be constructed
from these elements. Abstraction, feeling for space, and imaginative thinking will be cxercised
by supplying mentally those elements that are hidden behind others (Fig.4: 15, 16, 19, 20} -
nowadays a standard part of maturity tests at schools.
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Fig.5 (=PK5) shows forms of beauty, regular omaments without concrete signification, which
can be composed from the small cubes and which we perceive as beantiful. Here again the cow-
plex comprehends the elementary, now in such a manner that the synunetries of the ormaments
result more of less deterntined from the symmetical qualitics of the elements. Beauty appears
as the playful combination of freedon and constraint. Displacements of the struclute elements
cause fraclions of symmetry and metamorphoses on the whele scale.

Finalty, “forms of cognition” show the regular interchange between elementary and complex
arrangements thal will be examined according to those laws, that come oul as mathematical
theorems (c.g. Fig.6 (=PK %) for the fourth Spielgabe. the “quadered” cubc). It becomes evi-
dent, that decomposing and synthesising of the world are but different aspeets of a world of
abstract formal rules “behind” the appearing objects, which result a system of laws {called
“mathematics™) that governs (heir concrete manifestation, Tn a mamner familiar for contem-
porary mathematical didactics this formal analysis can be firther developed to divisions and
calculations of plancs, to the illustration of number systems and of the elementary rules of ad-
dition, subtraction and multiplication. That the world is penetrated and ordersd by formal rules
which we call mathematics will be expetienced by play and trained by schooling.

By the last Spiclgabe of (ke pedagogy of the Kindergarten, the diagonally divided cube, the
division of plancs will be extended into space (Fig.7 (=FK.11}). Columns, complex pelygons,
discrete divisions of space und cellular structures lead to the metamorphoses of polygons and
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their zone-rules. Froebel's crystallographic starting point is regained by play.

To sumup, it should become evident how Froebel, in decomposing and synthesising elementary
and complex forms, intends to enable children to understand the stracture of the world as a
beautiful entity ordered according to rational laws, and how this experience is apt to stirmulate
the mental developnzent of children in harmony with the world,

2 “Games with Rules”, or : Symmetry as a Ferment of Mental Develop-
ment

2.1 Symmeiry and Self-Organization : the Modern Paradigm

The scientific ideas of RNP of course did not remain unchanged during the last two centuries
of research. On the contrary, the “original” RINP suffered serious criticism and neglect, whilst
science itself developed independent from philosophical considerations (at Teast supposéd to de
50!}, Even the already achieved (or better ; postulated) unity of (atomistic) “matter” and (felds
of) “force” separated again through the 19th century. They were unified again, however, on the
base of renewed and modernised ideas of RNP, that had remained as influential substreams of
formal ideas about natural laws, which were recombined since about 1900 by the new paradigm
of modemn science : to understand atoms as centers of fields of force, that constitule matter
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by processes of selforganisation, which are directed and controlled by the symmetries of their
fields.

Thus. the concept of symmetry became the overarching idea to tie together the various fields
of science about nature - and those of science aboul oor mind as well, since the mind must be
understood as both : as the tool for getting knowledge about nature, and as a part of nature
itself, “Only" the idea of God, as the creator of both, has been expelled from science. (The
numerous monographs on symmetry and its application in science and art can ensily be found
in hook catalogues or the internet; the “Intemational Society for the Inierdisciplinary Study of
Symmetry” (1SI5-Symmetry, founded in 1989} dedicates its work and its periodical, *Symmetry
- Culture and Science”, 1o this ncarly limitless scientific and artistic field).

1 want to sketch now some ideas for implementation of symmetry in education, which I have
developed and tested on various school levels. Parts of them were introduced into the Ham-
hurg “General Science Syllabus” for Comprehensive Schools. The full range of the possible
interdisciplinary role of symmetry for the formation of mind and for stady of science cannat be
exhibited here for reasons of briefness. [ want to confine myself to some remarks on mathema-
tics in primary, and to science on secondury level.

The intention to implement symmetry in school must not be considered as an addition of a
mass of new, just different topics of instruction, meant for a merely receplive learning and
memorising by heart. Instead, it shows its full wealth only when laken as a general horizon of
mental development, & vivid and multifunctional ferment of mental formation (“Bildung”), in
about the same manner as Froebel had understood his concept of education. Thus, many of (he
Iollowing consideration are valid for a modern re-interpretation of Frocbel-pedagogy us well.
Wilh respect to science education, two further views should act as general background ideas :

- The idea that our mind, as the medivm of understanding the warld, is the product of its
interaction with the world, Thus mind receives its shape by the experience of the world
during its development, general (in evolulion), or individual (in education}. Reversely,
the mind ulso shapes the conception of the world, by applying its structures to the world
(- the basic idea of Kant"s “Critique of Pure Reason™).

- The consciobsness that the empirically stated order in nature {e.g. symmetry}, and the
control of natwral processes to verfy this order by natural laws {“self-organisation™) are
just two different aspects of the same thing.

Considering the realisation in school now, the basic methedical postulatle would be : keep away
front mere vesbal instruction, but aim for a participation of the pupils” whole person. Esp. in
lower classes, this may best be achieved, in a relaxed manner which is very suitable to the
topic, by (rue inanipulating work with appropriate materials and techniques. Preferable esp. for
scientific modelling would be types of material that do not command a special interpretation
(e.g. in the manner of “look, this is a model of a NaCl-crystal™), but rather by the use of types
af building elements which show only certain symmetical qualities, but further are frec for
concrete scientific or artistic interpretation. Froebel proposed a manifold of materials to make
children play with structures, yet favoured his Spielgaben as optimal. To my knowledge, the
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nost versatile modern system of material in this respect is “Geomix" from Ratec/Frankfurt (it
was used [or the illustrations in the 2nd part of this paper).

The advantage of these symmetrical qualities would be that constructing and modelling activi-
tics achieve the character of games that follow certain tules, vel have an eamnest intellectual
background. It would even he a serious obstacle of understanding and of mental development
to declare a certain activity as a topic of “at” or “mathematics” or “chemistry” (not even as
a part of the backgronnd-theory in the mind of the teacher!). A vivid variation of the diffe-
rent meaning-levels seems the best method (o improve both, formal development of mind, and
topical learning.

With these basic guide-lines in mind, we will {ind symmetry an cutstanding medium of erudi-
tation, since it fulfils nearly all formal requirements which modern education would demand as
principles of fertile instruction :

It aims at interdisciptinary approach since it deals first with formal conditions of under-
standing applicable to all possible objects of experience;

It rekutes objects of learning to each other, thus rendering possible shuped, undersianding
learning;

All formal taws raise from and remain closely related (o sensual experience;

A decp feeling of comfort is raised by having symmetrical orders open to our senses; this
affects our sense of beaury;

Learning with symmetries may be based on action, and action will continve to give a basis
of understanding for complicated problems: the promoling unity of action, of sensual and
intellectual activiry in understanding will be experienced:

- These activities may be abstracted and formalised towards mathematics, simple enough,
yet basic, thus evolving the mathematical interpretation of the world;

- On the other side, they are applicable for detailed concretisation, yet with very general
principles as promoters and guideline;

- These problems also cover all school levels, but its typical subjects are not too far from
traditional school topics, so that implementation would not raise serious difficulties in
syllabus : Tt is more a new spirit than new contents that are aimed for.

Of course, there will be, and shall be, some tepics which school hitherto has not dealt with, or
topics, that will seem to be introduced “too early™, so that teachers might be in fear of additional
stress and of extension of an already overcrowded curicula. This would be an unnecessary
fear, since, as you remember, the intention is not to infroduce problems artificially. but that the
problems introduce themsetves, so that, on the contrary, it would be an atificial obstacle to keep
them from affecting pupils’ minds : the intrinsic logic and inner dynamics of the symmetries
of the used materials and methods should (nearly} always gencrate the problems being treated,
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thus creating a sort of seff-organisation of problems. so that the result, though it demands hard
motoric and intellectual work, should be joy and relief.

T will now give a survey of topics 1 treated in schools on the various levels T had access 10,
The illustralions are but a small selection of the activities being done. On the other hand,
this necessary restraini could be an advantage for the reader : Instead of being limited, your
jmagination should be inspired — so feel free in imagining!

2.2 Preschool Level

The fields of aclivities mentioned bere respectfully remember Froebel s pedagogy. Activities
should only prepare exercises in synunetry by laying emphasis on topological aspects of action
and imagination in space, such as

- Orientation in space (up — down, left — right, before — behind, inclined, diagonal, through.
aound. .. )

Spatial relations between different objects.

Comnect different objects (Ptraing”, garlands), let them close (chains, necklets, fences),
cross each oiher (bridges, warps), encircle areas, erect boundaries. ..

Study qualities of simple geometrical bodies : balls (look alike from all directions}, bricks
(different types ; cubes, blocks, pyramids, bars; diffetent views : surfaces, edges, cor-
ners); stable and unstable positions.

Generalion of lines by stringing points, of planes by shifting bass {or whirling bars around
your fingers, or around axes, o1, . . ), covering space by shifting planes, asf.

Do not drill the children to do certain exercises, but let the challenge of material do the job;
vary problews; embed then into “meaningful” games, inlo naratives, artistic activities: or, at
different occasions, abstract them and make them conscious. Very iwportant : make the children
spcak about what they do, this give them implicit selfreference; but do not intend a canonic, nor
an even “professional” terminology, on the contrary © intend a versatile common language. rich
with associations, yet precise.

All these are well-known axioms of preschool leaching, just make them rich, and be sure they
will etfect implicitly what you intend.

2.3 Primary Level

The “New Math” reform of primary mathematics, in spite of its condemnation and pretended
failure, in fact resulted a considerable enrichment of classical geometry and of calculating to-
wards activities with symmetries and structures. Aparl from regional differences, one neverthe-
less muight criticise in general :

- that they do not go far enovgh. Especially the symunetries of space usually are lacking
— for bad reason : aversion of teachers against true actions (“no time”, “no materials™)
and the difficoity of illustrating them in textbooks. The latter however is the reason for
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their importance ; symmetry operations in space would peed a fourth dimension - the
siulation of line-symmetry in (dini n) by a tree operation, luming around an axis on (dim
n+ 1}, is no longer possible — so action in space basically must happen in imaginarion,

A further criticism is that symmetries are fixed on the mathematical use, but neglect the
colourful enrichment they could gain by looking on biology, on arts, on music and dan-
cing; in reverse ditection, artistic activities, or the beauties and functions of biological
objects, lack a deeper understanding by structural insight, which would lead immediately
into mathematics. (In general, the split into the “two cultures” caused a completely un-
warranted fear of mathematics teachers to lose “strictness™ by artistic fantasy, of teachers
in arts, to hinder “creativity” by disciplined reflection on the process of creation — nume-
rous books on omament constiuction in art nouveau, many of which bave been reprinted
recently, show the contrary,)

Finally, the inner-mathematical use of symmetries in scheol is too poor, too : the study
or the construction of ornaments is shown inunediately to lead to classical geometrical
problems, whilst the autonomous value of synmetry problems, e.g. first steps into group
theory, are estimated low — caused by the flop of New Math., but without reason, since
group theory allows us to denote the formal (= mathematical) structures of empirical
space.

To tum to primary instruction now, symmetry would appear especiaily as a matter of “mathe-
matics”, but with respect to the media by which it should be introduced, mainly as a matter of
o

In fact, at this level an approach of a certain systematic character should intoduce the various
types of symmetry operations. First would be finite symmetries : line synunetry and rotational
symmetries (Fig.8); their combinations constitute the full range of rotational structures and fulfil
the axioms of cyclic groups. When sludying them {in the sense of : playing with them), notice
how originally non-symmelrical problems come into consideration, too ; rotational subgroups
and submultiples; line symmectries of rotations, odd and even numbers, order of rotational symm-
menry, fractions and angles.

FIGUKE 8
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Adding shift operations (translatory symanetry) will canse infinitely extended ornaments : strin-
gs in one dimension, mosaics in the plane (Figs.9,10}, finally lattices in 3-dim. space. It is an
enormous step for children of age eight or nine to understand what really it means to say just
*and so forth”, and (o operate with it — this needs careful elaboration. New types of symmetry
operalion witl avise from this additien, fulfilling the group axioms again, now resulting rh}e two
types ol (Felix) Klein’s four element group; so the structure of space, insofar it is constituted
by symimeiry operations, is aclive mathematics on Klein’s group.

FIGURE © Frcurg 10

Take the simplest and most general one of the polyhedra, a parallel-epiped, and shalt it transla-
tory tito three independent direction over whole space, thus children will get first expenences
with lattices: construct regular aggregaies of bricks, of matchboxes, cclls; for oblique epipeds
take sphere-and-rodlets structures; these immediately render experience with symmetry C(::llll't:_s,
mirror fype svimmetry in space and the crvstaliographic laws of rational indices - all this will
happen nearly automatically.

“Automatically” - that's the key-word for the basic cxperience when dealing with all these
things; for it is by no means intended to “learn” alf this by verbal or formal dnll; _insteadf
all these subjects mentioned should evolve intrinsically from the structures of materials and
methods, most of which, as mentioned, under classical categories would appear as “arts™.

The intention with them all is (hat the resulting symmetries are automatically generated by the
techniques used. so that the more or less swprising effect causes the question why thai is so,
and what are the details, Well known in this respect, dealt with in many publications, is the
generation of linear symmetries by paper folding, gluing, blotting: for rotational Symmetl‘iels ;
folding through centres, puttering with straw. .. Regular plane ornaments are constructed with
“elementary omaments” (paste board or wood) which are encireled and added to each other by
continuously repeated rules of symmetry operations. Translatory symmetry of all types is miost
casily achieved by constructions with bricks or spheres regularly pierced and tied togethet by
rodlets (e.g. Geonix-type)

All plane omaments can also be drawn or painted free-hand on paper. But this would be a
conscious decision 1o regularity instead of an instrinsic automatism of elernents or technigues.
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In some techniques, one finds even both. Tn favanese batik, for instance, the restraint to regu-
lar design in spite of free “painting” technique serves as a medium of contemplation, whilst
modern, semi-industrial techniques of stamping batik pattems by use of a “cap” tepresent in-
stiinsic regularity, the laws of which must be considered duting production and afterwards are
fixed. The same holds for European “blue print” on textiles with wooden stamps, whilst the
well known “potato prints” allow both types of design. The various techniques of weaving, by
ditferent rules of interweaving warp and welt, render convincing examples how the technical
process itself implies different symmcetrical textures.

Of course, all these active methods should be paralleled by studying and conlemplating given
ornaments and works of art, by pictures or better with the originals. Combine the study of mere
formal textures with possible meaning, for instance, when enjoying a Gothic window for its fine
ending, tell the narrative of the pictures in the field, 100 - imagine why the medicval artist has
combined them!

2.4 Secondary Level

This is the appropriate age to experience the dependence of structures in nature from the sym-
metries of building elements, and this will last as an “open end” situalion - its stll ours in
scienlific rescarch.

You may start with “lattices”, on basis of linear and plane translatory symmetry, as mentioned
in the preceding chapter; this would be in particular adequate if, as usual, an exiended phase of
primary level work with symmetries does not exist.

You may aiso start with paticles of highest symmetry, spheres, which would restitute the 17th
century atomstic approach, with anticipated suceess today, however, since knowledge increased
since to steer this process of leaning. In Germany, there has heen done a lot of concepiual
work in this direction (listed in SCHMIDT, 1987) which one might call a “starting chemistry
with structures”-concept (“Strukturorientierter Chemieunterricht™).

The principal idea is just to put together u lot of spheres of provisionally same size (made from
styropore, wood, or metal). and to look what will happen. There will result densely packed,
hexagonal plane layers, which when stacked up will render the densely packed spherical lattices;
there are two of them, the planc centered cubic and the hexagonal densest lattices (plus the
energetically interesting bodycentered cubic).

The spheres of cowrse arc meant to represent particles of spherical synuneiry, ie. particles
which ¢onunil equal forees into all directions, This is the case for electrically charged particles,
ions (witls stripped or added electrons} and metals (with their outer electrons delivered to the
“electron gas™).

The three mentioned lattices indeed are the typical structures of metals, and the study of lattice
gaps and configuration groups will render many chemical problems, while plausible arguments
on stacking faults, dislocations and particle exchange lead immediately on problems of plastic
flow and of alloys, thus to metallurgy and solid state physics.

Tons, to their side, are geometically characterised by diffcrent particle raclii, and in fact, when
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throwing together spheres with different size (preferred ratios of radii 1:2 [for the‘NaCI-]atﬁce,
Fig. 11] and 3:4 [for the CsCl-lattice]}, the main types of salt crystals will immediately result.

FiGurE 11

Isolated molecules are constituted by atoms which conunit directed forces, so their symmetry
is low, and also shows a great variety of subtypes. But the very representative of di.rectcd
thameo-polar} forces is the terrahedral configuration, since the symmetry of fonr equivalent
forces, which is the prefemred symmetry of the four election pairs of the rare gas shell. shows
this shape (KLEIN, 1980). Tetrahedral forces muy be represented by all carbon mode'is_. or,
as a “merely symmetry”-particle, with Geomix by a tetrahedron brick or a tctrahcdrfﬂ plel:ced
sphere. Consequent use of symmetrical orientation of neighbm‘u—s in tetrahedral c9nhgum?1ons
(“cross” or “paratlel” (Fig. 12)) will automatically lead to wide fields of_ organic chenusn‘}'.
Nearly all subjects of hasic organic chemistry are comprised, but also Isub)(fCIS Wth}? rarely if
ever will appear in schoot - like cyclo-alcanes or polyhedral alcanes (Fig. 13). E}*en Imp.ortzmt
modern materials like silicates and silicone come info view by the antomatisms of modelling by

neans of symmetry.

FIGURE 12 FIGURE 13
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T G ST 3

The tetrahedral configurations may also be extended infinitely into three dimensions, so that
there will result the structures of diamond (Fig. 14), semi-conductors and ice or clusters of
water (Fig. 15 : Pauling"s “Chlatrat”-model of water), rendering a structural approach to their
interesting large scale phenomena.

FIGURE 14 FIGURE 15

Parallel to these structural games, and their interpretation as and application in “classical”
themes of science education there should be rich experiences and aclivities with topics con-
necting phenomena with structures ag KELLER (19807 proposed for crystal growth.

I et this be enough for a gross sketch of the [uitful problems which may be generated and
mastered by symmetry considerations in science educaton. I have confined myself to science
here for reasons both of briefness and competence. I hope the interdisciplinary role of symmetry
stretching also into the fields of “humanitics™ has become obvious, though.

This comprehensive role does not mean, however, that it should happen mainly within com-
prehensive - so called “interdisciplinary” or “integrated” - courses; though frequently favonred,
this aim usually can result only a more or less diffuse unit of a whole. In contrast, education
on secondary level should make use of the full cleamness and differentiation of knowledge and
problem-solving that is rendered possible by the discursive nature of mind and which happens
most effective “classically”, namely in different sciences. “Different” must not mean “isolated”.
It was my main intention here to stress the understanding that especially during phases of par-
atlel strings in different sciences, symmetry can act as an overarching background organiser of
Icarning in school that ties students’ minds together and protects them from the stupidity of
learning into separated boxes.

Thus, instead of being just more or less efficient instrucrion, learning would become & medium
of true culfiral formation. By its intrinsic beauty. symnewy would conncct knowledge with
morality - and that would be the Aumane task of symmeiry in education,
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On the duality of the probability concept — from the epistemological point of view
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Abstract

The dual character of probability concept -described from historical point of view by 1
Tan Hacking- has become an ingpiration to me for research in epistemology of probability |
in the process of learning in today’s classroon. |

In this presentation I would like to show and to analyse students’ natural ways of proba-
bilistic thinking and foriing probabilistic mental objects which can be matematised by the
matwe dual concept of probability. The essential feature of this concept -duality- serves
as & tool for diugnosis and evaluation of a degree of matrity of student’s prohabilistic
knowledge and understanding. In order to recognise the main featores of the process of
probability leaming many didacfical sitwations in various cases will be carefully consid-
ered. Participants will have an opportunity to cxperience these situations.
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1 Introduction

The dual character of the probability concept ~described from the historical point of view by [an
HACKENG (1975)- has become an inspiration to me for research in epistemology of probal;ility
in the process of leaming in today's classroom. In this article I would like to show and to analyse
students’ natural ways of probabilistic thinking and forming probabilistic mental objects which
can be mathematised by the mature dual concept of probability. The essential feature of this
concept —duality— serves as a tool for diagnosis and evaluation of the degree of maturity of the
student’s probabilistic knowledge and understanding. Tn order to reeognise the main features

of the process of probability leaming many didactical situations in vatious cases are carefully
considered.

2 The duality of the probability concept from the historical viewpoint

lan HACKING (1975} —analysing old authentic or reconstructed probabilistic reasonings-- argues
that the concepr of prababiliry in its historical development Aas a dual nature. He distinguishes
two aspects of Ihis concept. One of them —epistemological— is implied by the general siate of our
knowledge conceming a phenomenon under consideration, and ts related to the degree of our
belief, conviction or confidence, in an argument. The other aspect —afeatory— is related to the
physical structure of the random mechanisiu and 10 jts tendency to produce stable relative fre-
quencies of cvents. The first aspect gives the basis for the “chance caleulus™ and the other for the
“frequency calculus™ The analysis of old probabilistic reasonings shows that both these aspects
became inseparable starting from the time of Pascal fabout 1660). Before that time they were
developed independently. Consciously joining them together, which was made mainly thanks
to Blaise Pascal and Pierre Fermat — has illuminatied prababilistic thinking. From that moment
the concept of probability acquired a dual, mathematically mature, character. (LAKOMA 1992

19994) ‘ ’
Howcver, when we analyse old probabilistic rensonings from the pre-Pascal time, we can recop-
nise in some of them ways of thinking and mental objects which are predecessors of the dual
probabilily. The most spectacular examples, which can be treated as anticipating further evolu-
tion of probability and indicating the right dircctions leading to a crystallisation of dual prob-
fzb!hly, we can meet in works of Galileo or Cardano (HACKING 1975, LakoMa 1992). 1t
(3 tmportant to notice that both authors —using in their reasonings those mental objects which
1'6.[&1:[(:{31 to different aspects of probability— tried to gain a balance in two—sided.argumems.
Fecling of such balance brought them sufficient explanatory valite of their arguments and let
them find the right solution. )

For cxample, let us observe Galileo's solution of a problem of throwing three dice and taking
Into account sunis of points (HACKING 1975). Galileo reposts that somebody neticed inconsis-
Fency between two opinions concerning that game : “With three dice ¥ and 12 can be made up
in as many ways as 10 and 1. Each can be decomposed into 6 partitions. However i1 is known

Jrom long observarion that dice players consider 10 and 1| to be more advantageous than 9 and
] 2’: . ’

Galilco decided that “there is a very simple explanation, namely that some mumbers are more
easily and more frequently made than others, which dependls on their being able to be made
up with mare variety of numbers”. In particular, 6 ways of obtaining sum of 9 and 12 can be
acquired by 25 permulations of results of throwing three dice. Similarly, 6 ways of obtaining
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10 and 11 can be acquired from 27 permutations. If all these permulations are eguelly easy to
abtain, then 11 is more advantageous than 12 in the ratio 27:25.

Galileo posed the hypothesis that perniwtaiions are equally probable, against the hypothesis that
ways of obtaining sums (partitions) are equally probable. The second hypethesis is inconsistent
with the facts, whereas the first one fits the facts exactly. This way of reasoning we can consider
as an example of refuting stalistical hypothesis on the base of long observation. This way
of thinking also shows its general idea — to make some observations of random phenomena
and to confront them wilh a model. If the medel does not fit to the reality, there is a need
to build ancther model, which will better fit the phenomenon under consideration. Observing
cxperimental frequencies of outcomes is confronted with estimating chances of obtaining these
outcomes. These chances or theoretical frequencies are estimated by means of the propensity
or facility of random mechanisms to praoduce them.

Also Cardano —in his solutions of problems concerning throwing two dice (HACKING 1973,
LAKOMA 1992), which were presented in his work “De ludo aleae™ {1550)- makes ideatlisation
of a problem and searches for symmerry of dice 1 T am able fo throw 1, 3 or 5 equally easy
as 2, 4 or 6. Therefore it is possible to make some bets according to this equality, if dice are
honest”, Cardane is convinced that probability is connected with a piopensity (tendency) of a
die to produce stable [requencies in repeating trials. Galileo’s opinion on some results that are
easier and more frequently appear also refecs to this prociiviry of a die.

Thus, in the solutions quoted above, we can notice that there is a natural need to adduce ar-
gumenis based on physical features of random mechanisms and to sapport them by argumeats
related o a slate of knowledge or conviction concerning this mechanism. Both these aspects,
cpistemological and aleatory, are present clearly enough; also a tendency to support argmments
based on one aspect by argurments based on the other seems to be strong. Finding a balance be-
tween them leads to formulating conclusions and to the solution of a problem. Tt is also worth
remembering, that the word “probability” was not used in pre-Pascal time to solve problems as
described above, but all memtal objects like propensity, facility, tendency, chances or theoretical
frequencies belonged fo pre-origing and pre-conditions of the dual probability.

History shows that in order to acquire the probability coneept it is necessary to make conscious
its dual nature. Therefore § belicve that in the process of prebability teaching —from the very
beginning of education— it is necessary to create such conditions that it will be possible to forin
in the student’s mind the dual probability concept (LAKOMA 1990).

In my educational rescarch this fundamental feature of probability has become a basis for in-
vestigating the process of developing students' probabilistic concepts and reasonings. 1 search
for some symptoms of understanding in student’s probabilistic arguments, and also for mental
objects, which the student creates at various stages of his cognitive developrment and by means
of which he forms in his mind the dual probabilily concept in a proper way.

In oider to achieve this aim, it 1s necessary to create such educational conditions that the process
of probability learning could be developed according to student’s cognitive development.

3 Dual concepts prebability in the process of stochastics learning
Careful observation of a process of matheinalics learning shows that the process of prohability

learning can be naturally developed when there is a need to solve a problem (LaxoMa 1990,
1998}, When analysing students’ work, it is possible to distinguish four main steps of a process

397




of problem solving :

discovering and formulating a probleim; wonstrncting a model of the “real” phenomenon: analysing
of & model; confronting results obfained from a model with the “real” sHLatiL

This way arises directly from student’s common sense thinking while considering simple prob-
lems as well as more advanced ones. When we look at history, we find out that this methodology
comes from [sauc Newton (1678).

Mathematical models used by students are usully as simple as possible, have a local character
and a strong explunatory vafue. These are the local models. However, what is essentia] js the
general way of reasoning and acting which can be developed in a unique way on every level
of mathematics lemmning. Only the classes of problems considered, and the mathematical taols
useful for solving, can change on various levels of education (LAKOMA 1990).

The main aim of probabilistic education is to create such didactical situations that students
will have an opportunity to solve probabilistic problems by means of those mathematical tools
which are at hand for them. In the further part of this article [ will present some examples of
such mathematical activities in which we follow students’ probabilistic reasonings and use of
mental objects. In particular, we will observe in what way the duality of the probability concept
is formed in the student’s mind,

During analysis of students’ work it would be profitable to disti nguish two aspects of proba-
bility, using the methodology of Leibniz (HACKING 1975). Leibniz identifies epistemological
aspect of probubility with arguments de dicro, which means - with arguments refeived to this,
what we know about the phenomenon and what we would express. On the other hand, an
aleatory aspect is identified by arguments de re, thal means by acguments concerning physical
characteristics of a random phenomenon. Thus, mental obfects such as experimental frequen-
cies express an afearory side of probability, whereas facilities, theoretical frequencies, chances
—based on analysis of a model- express the epistemological side of probabitity. However, we
nst remembet that carefully supporting each of these sides are symptoms of understanding the
dual probability concept.

For an example of how we can recognise diffecent aspects of probability in students’ reasonings,
let us consider the simplest random phenomenon — the throw of a coin. Why do we argue that
the probability of throwing a head is £7? When we pose this question to our students, we usually
obtain various arguments like the foliowing : 1) Prabubility is § because there are two possible
outcomes. 2) A coin has two sides - both ave equal {the same), 5o the probubility of obtaining
head iy one half. 3) When we thiow a coin gy, mary tines, we will obtain one half of heads.
There are Wso some doubts : 4) There is also anorher outcome — when o CoiR stands up on its
edge.

Students oflen give all these arguments, It is easy to notice that argument 1) i not sufficient
to answer the question correctly. In this case it is necessary to add that we consider a coin as
symmetric one. Only this conviction justifies the probability given in the question. But it is
very sympiomatic that argument 2} is also not sufficient for many of smdents. They feel 5 need
to find a support for this epistemological consideration — they amalyse the throw of a coin from
the eleatory point of view, by observing experiniental frequencies or by trying to predict their
values in a long observation of this random mechanism. When students usc both arguments
2} and 3) they usually arc satisfied with their reasonings and they decide to formulate final
conclusions. If argument 4) appears in student’s reasoning, it seems to be a symptom of lack of
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balgrtee in both sides of arguments. We can obgerve an excessive attachiment to conm(?el'z![lons
de re — concerning physical structure of a random mechanism. This disturbs correct thinking.

This example also shows the natural way of presenting and ex‘ploring a r?ndom mechanism
— students in iheir arguments usually describe it by specification of possible outcomes and
predicting chances ol their appearing.

When we —mathematics teachers— use the mature probahility we certainly do rllot disl.inguish
and do not expose expliciily two aspects of this concept in our concept reasonings. Cr stlu—
dents do not have the dual concept of probability at their disposal yet. Thus we are ab‘lc casily
to recognise in their reasonings both probability aspects, which appear separately anld indepen-
dently of each other. The way in which students use these aspects shows. us what 15 a detgfvee
of advance of their probabilistic thinking and what is their stage of forming dual ]Jl'Ol:?Elibl}lt)’.
Reaching a balance in using both arguments de » and de dicto usu&ﬂly showl's us that [h‘en pl(?b—
ability concept is developing properly and that they are able to gain a relational understanding
of probabilistic concepts such as probability, or frequency.

Let us consider some examples of probabilistic activitics of students.
4 Examples of didactical situations

A. “Once upon a time. .,

The picture {Figure 1) presents the Market Square in Cracov {the fo.m}er capital city of Poland)
on the 15t of July 1410, Everybody in Poland knows this date. This is the date of the battle'of
Grunwald (far from Cracov) in which Polish and [Lithuanian forces —commanded by the Polls‘h
king Vladislav Jagiello— fought against the Teutonic Knights. Students 11 years old k110\fv this
date from history lessons. They are asked to analyse carefully the f&'hnle pllcrurc ( e.g.. 111. the
centre they can recogiise the king!} and to answer a number of qugstlons: IS_]t pc.)smble_lhal the
king Vladislay Jagiello was present that day on the Market Square in Cracov? Is it pQSS‘IbIE that
one of three stuclents has his birthday that day? Find in the picture some examples of things that
could be impossible, possible or certain at that time.
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FIGURE 1

This example refers to the situation which is embedded in a historical context. Its consideration
leads to posing various hypotheses of a probabilistic nature. The main aim of this activity
is to enable students to distinguish and to develop the epistemulogical aspect of probabilicy,
necessary to form its dual nature, and also to make a qualitative evaluation of a “degree of

certainty”. Children fornwlate their opinions, discuss and convince each other. (LakOmMA
1999)

In arder to express a “degree of possibility” they use the “measure of chances” — the model of
interval {Figure 2). They decide where on this interval “clouds™ containing various events could
be hung and they try to justify their decisions

A: Ican see things, which were not known that time — air plane, radio, ice cream etc.

B: "3 - small chances, they [the vendors] are rather of various ages, “2"-equal chances, the
horse could be black or white. “1"-large chances.

A: “1”-cqual chances — rain was also possible; onc man has an nmbrella’

B: Did an umbrella exist that time? We cannot know for sure, But in sunumer there is the
advantage of sun.
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Children use different mental objects connected with probability. They describe the chances of
cvents on the base of their belief conceming the frequency of events (in sumer advanrage of
sund) — alcatory aspect of probability. They also use the concept of symmetry {equeal chances
— black or white) — epistemological aspect of probability. Exposing arpuments de dicto some-
times Jeads to distinguishing only two possible outcomes and to describing their chances just
as cven: rain or ne rain, horse — black or white ete. This is a good peint of departure to find
morc information concerning the phenonienon under consideration. Often it is also possible to
intreduce arguments de #e. For example, in a case of a draught-horse, students try to estimate
the chances of mecting a black horse — by considering a population of horses and estimating,
the percentage of different colours. They usually evoke their own experience or knowledge
concerning colours of horses: sometimes they feel a need to find more information in legicon.
During such a discussion students use both kinds of arguments: de dicto and de re. although
the natnre of this example is inclined to develop an epistemniogical aspect of probability. They
usually realise that their conclusions are not sure, are only probable, so they describe events as
certain rathet tarely, It is much easier for them to call some events impossifle. Making the
decision where to place 3 “cloud” representing an event on a measure of chances is vather diffi-
cult for pupils; sometimes they do it rather arbitracily. But some pupils try to find a reasonable
explanation -~ mainly in the categories : farge chances or small clhiances —and to indicate a place
on “the measure of chances™. Of course these reasonings are very simple and naive bul this is a
good opportunity to gain the experience necessary to form in a finther stages of education the
mature probabilistic concepts in a proper way.

B. “The measure of chances” — two dice
The main aim of this activity is to encourage students to estimate the chances of some events
connecled with a throw of two dice. Students 13 years old are asked to place on “the measure

of chances” (Figure 2) the following “clouds” indicating events:
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1) The number 24 will appear

2) The number 78 will appear

33 A number not greater than 67 will appeur

4y A number not less than 10 will appear

5% A number, whose digits ure equal, will appear

0} A number, whose difference between digits is equid to 1, will appear
T3 A nmnber divisible by 3 will appear

8) A nurnber divisible by 5 will appear

Usually pupils consider this example in different steps. First they make only some qualitative
estimations of chances, which are based just on observation of throws two dice. Usually, how-
ever, they try to support their predictions e re by means of considering slep-by-step possible
outcomes of a throw of two dice (arguments de dicto). They use implicitly a model of even
chances, based on symmetcy of a random mechanism. In these reasonings a need 10 make some
quantitative estimation and to identify a chance with some number strongly appears. Mainly,
students start to obtatn such numbers by specifying and counting all possibilities promoting the
given event. For example : event 8) is promoted by numbers ; 15, 25, 35, 45, 35, 63. So,
there are 6 possibilities. Then, cvent 1) is represented only by [ possibiliry. Thus, event 1) has
smaller chances than event 8). On “the mieasure of chances™ it will be placed much more on the
left side than event 8), This comparison relays on students’ conviction that afl possibilities are
equal — o die is symmetric.

{n many students’ reasonings we can also observe that in order to estimate chances of an event
they choose a number belonging to the interval < (4 1 >. It iy rather typical when students are
able o compute how many possibilities of outcomes represent their result — in comparison to
the whole number of possibilitics. So, they create mental objects such as absolute theoretical
frequencies o1 relative theoveticod frequencies. However, it is important to stress that all these
eslimations are strongly confronted with experimenral frequencies obtained during introductory
observations of throws of two dice. All these arguments support each other,

C. Game “Crossing the River”

You need: 2 » 10 counters, 2 % { gameboard { Figure 3), 3 circle chips of different colours —on
each chip number "1 is written on one side and number 2" on the other,

This is a game for two persons or two teams. Each of two players -“leaders”- obtains the
gameboard (Figure 4) and 10 counters -“competitors”. At the beginning of the game each
player puts hisfher “competitors” on places 1-8 of the gameboard. 1tis allowed to put more than
one “competitor” on a chosen place. Afterwards three “I-2” chips are thrown.

1" T River

3 4

5 6 7 8

FiGurRE 3
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The sum of numbers obtained (e.g. 2+2+1) points to a place number (i.e. 5} on the gameboard.
If player has any “competitor” standing on. this place, he/she moves it (only one “competitor”™!)
to the other bank of the River. This player who first moves all 10 “competitors” to the other
bank of (he River wins.

The natural problem which arises in cenpection with this game is as follows : How to distribute
“compeltitors” in the best way? What places are worth choosing?

Pupils 11 years old decided to create two teams and to play on the school terrace. Their prelini-
nawy distributions are

tean A ; “3 — 2,947 — 2,0 - 2,96 —2[1] teamB: “3" — 1,747 — 3,5 — 2,7 - 2.

Team A won this game. In the next game, team B exactly followed the distributions proposed
by tcam A. In opinion of team B this is a warrant of a fair game. [2] Searching for symmetry
is typical al this stage of considering this game. There is symmetry of distiibution of playcrs
within a team, and also symmetry in distribution of whole teams. Searching for symmetry helps
students to understand the rules of this game and to work out a strategy to win (LAKOMA 1998).

The pupils work in pairs with paper and pencil. They observe that “4"s arc the most frequent.
Some of the pupils place all “competitors” on this position. [3]

Pupils draw on the blackboard a bar diagram of atl results: “3"-26, “4"-28, “57-36, "6"-17.

Simultaneously they comment npon these results:
Gabi: *“3"s are leaders. [4]
Reni: But “4" has only one point disadvantage in comparison with “3". [5]
Jacob: Now 3" and “3" are the best positions, [0]
Gabi: But there is only one point of difference between them. [7]

When the diagram is finished, pupils try to give a good advice Lo a player ;
Gabi: Place on 3" at most five “competitors”, maybe less: on “4" about six or
seven; and on “5" ten. mavbe more. [9]
Thomas: 1 propose to place most competitors on 5", [10]

The first pupils’ altempts to predict results of the game have an epistemological character and
are hased on the simple symmetry of the situation. But it turns out scon that hoth models of
even chances [1, 2] are not adequate and pupils decide to make conclusions based only on ex-
perimental frequencies of results - their reasonings have an aleatory character [3, 9. 10]. Pupils
realise that gathering data should be reliable [8, 5, 7], they feel a need of comparisons during
analysing data [4-7, §-10}, they discovey that predictions based ou experimental data can’t he
categorical [§, 7, 10]. Thongh children use mentat objects, which expose both aspects of proba-
hility separately, they have good conditions for developing the probability concept according to
its dual nature.

Students 12 vears old arranged the 2-tcams-game in a classroom. During the game they remark
that “4" appears often and “6" rarely. {1] Students say that it is difficult to obtain 6", but easy
to obtain “4", [2] So they formulate a hint for players: o place “competitors™ on “d4”. [3] Then
students wotk in pairs. They notice that resuits 1", “2" and “7", “8" are impossible. [4] They
distribute “comnpetitors” on places “3" - 6" doing it just by chance or according to the previous
observations. [5]

Students write on the blackboard the preliminary distributions of winners

R TR A AL WU RFND RS BEU HGTQ, S37_3 0403 <574 460 [6].
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Maggy: I know thai I shouldn’t place [“competitors™] : on 1,2,7,8 because these numbers
uever appear. The best way to distribute “competitors™ doesn’t exist,

This is just luck. [7]

Mary: But there are numbers, which appear very rarely. So it is good to place few “competi-
tors™ for “3”, most of all on "4" and 3", and a few on “6", [8]

Thom: No, no! To pose a few on “3" but nothing on “6"! [9]

Peter: But what is the difference between “3" and “6"? There is no difference! [10]

Mary: [ would like to pose most “competitors” on “4" and “5" because it is better chance to
obtain 2-2-1 than 2-2-2, [L1]

Peter: or 1-1-1! [12]

Students notice that there are more mixed results than pure ones.
Thom: Thus we would place most counters on “4" and *5",
hardly any on “6", a few on “3". But this is a query of luck.

These reasonings are more advanced than those done by pupils 11 years old. On the ground of
empirical frequencies students notice that some results are “impossible”, “possible”, “difficult”
or “easy” to obtain [1-4]. These are reasonings in style of Cardano and Galileo (see LAKOMaA,
1992). Students (ry to make conscious the symmetry of the situation [4, 7] but they don’t use it
during the gamie (4, 6, 7]. During discussion students atready notice this symmetry of situation
[8.10, 12].

It is evident that these interactions ameng students help them to develop their individual ways
of thinking [8]. The influence of Peter on Thom’s reasoning is very spectacular. Also Mary tries
1o use not only aleatory but also some epistemological arguments. Both these aspects reinforce
each other in the fina) part of the discussion [8-13]. Tt seems (hat for these students it can be
only one step to find an adequate model and to calculate chances or theoretical frequencies of
all results, [t seems also that nobody in this group is able (o solve this problem individually -
without any co-operation with other srudents,

Let us observe the solution of two students 15 years old : Martin apd Christopher. Their pre-
liminary distributions are :
Ch: “3"- 2,047 -4, °5" - 2,%6" -2 M: 372, %4".3, #5".3,6"-2 [1)
They motivate their choices to each other
Ch: [ already know what results [sums of numbers obtained on 3 chips) I should avoid :
“1" and 2" because [ will never obrain thern. [2]
M: It is possible to obtain : 37, “4", “5" or “6" but 7" and “8" are also impossible. [3)

They play the game recording all results abtained. They are very engaged in playing,

Chiis has lost this game. Both players try to find the reason for it. They consider all results
obtained

Ch: “3".2, 4”6, "5"-4, “6"-2 M “37-3, “4".3, 455, +6"-3

Ch: I think I should place more “countars™ on “3", [4]

M: 1 obtained ditferent results from yours! But “3"s and “6"s are also the rarest. (3]

Ch: This might be because you had crooked chips. Look, one should avoid ¥3" and “6”

becanse these resuits are rare. [6]

M: Yes, maybe. But, you know, I obtained “3” three Gmes! [7]

Ch: Mayhe it happened by chance - you can check it in other games. “5"s and 4“5 -

there are many of them. And “3"s and “6"s should be avoided. [8]
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M: It is necessary to put most chips on the two middle positions. (9]

Chris is convinced that his results are “typical” for this game. He classifies Martin's results as
extraordinary. Martin eventually agrees with Chris. They both return to the question : how to
distribute the counters in an optimal way?

Ch: 1 pose one counter on “3", and une on “6" - becanse they happen rarely. Wait, maybe T

will throw “6".. . but it will not happen; there is no chance . .. number 2 on every chip??

[16]

M: I place [“competitors”™] on “4" and “5". We have mostly “4” and “5". [11]

Ch: Yes, so I propose; ong counter on “3", four on “4", four on “5" and one on “6".

[12]

They formulate their opinion :
M: The best way is to place most couniers on the middle positions, because the extreme
positions are the rarest. [13]
Ch: “8" is the rare position because it happens very rarely - when it is obtained only number
| or only number 2 on every chip. [14]
M. We can distribute our “competitors™ in parts : on place “3" L/10 of all “competitors”, on
“4" 4710, on “5" 4/10, and on “6" 1/10. That means - not always so exactly. We place the
fewast counters on the extreme places and most on the middle places, It arises from our
experience concerning this game. Mixed results are the most frequent. [15]

After some hours it turns out that Martin during his next look on the problem has doubts :
M: Now [ think that counters should be distsibuted in equal parts because there is no power
which could say rhat it is necessary to obtain number 1 or number 2. [16]

The first attempts to consider the game were based on epistemological reasonings: scarching
tor any symmetry [1], eliminating impossible resuits {2,3]. Then the aleatory aspect dominates
in students’ arguments [4-9]. Nevertheless students try 1o find an epistemalogical basis for their
opinions. They search for symmetry again [6,9], they distinguish “typical” and “cxtraordinary™
results - their motivations at this stage contain already both aspects of probability [10, 12, 14).
Maitin tries to find an adequate model. He has good intuitions - expressing distribution by
means of fractions is a good way although not yet proper [15. 16]. His reasoning in style of
d'Alemberr [16] (Larkoya, 1992) confirms that he feels a need to consider bolh the nature of
random phencimenon and its theoretical model.

D. Shooting at the target :

1

A shooter hits the target with frequency 3. He shoots until he hits this target.

How many trials — most probably — should he make in order (o hit?

If we like, we can fornwlate this problem in another way and atrange any real everyday life
situation in which students repeal sowme trials {which arc successtul or not with even odds) in
order to gain some aim. When (in which irial) they have the best possibility to obtain what they
need?

Tt is very important (o ask students to express —just after formwlaling the problem- their predic-
tions. The most common answer is as follows: three, four, or two.

Then, in order ta get acquainted with this problem, students make a Monte Carlo simulation, lor
example by repetitions of randomly drawing a ball (white or blue) from a baskel. (When you

405




draw a blue ball, you have gained your aim, if not, you put the white ball back into the basket
and vou repeat vour trial again). They observe how many trials they needed to obtain a blue
ball.

After some experiments they realise that the most common number of trials (o obtain a blue ball
is just one. They are confused. 1 it really true?

Their arguments de dicte contradict the results of their experiment (e #e). In order to check if
their observations are typical, students try to construct a local model of the phenomenon and
compute on this basis the chances of gaining an aim after one, or two ete, trials. Drawing a wee
is already available for pupils 13 years old (Figure 4). This model helps them 10 understand the
reason of apparent confradiction of both aspects. After considering this tree it is confirmed that
the most probable trial is the first one. But this answer appears very rarely when we ask pupils,
stodents, mathematicians or even praobability theory experts — before an experiment. Students
treat the right answer as a paradox. The reason for this wrong intuition is that they use the
concept of expecied value rather than the concept of probability. But developing both aspects
of probabilistic reasoning helps to overcome this obstacle. It is possible to ask older students to
compute an expected value X of the number of trials needed to gain an aim {Figure 4),
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Final remarks

All the cxamples which we had the opportusity to analyse above show that the process of for-
ming the dual probability concept is according to the cognitive development of students, Natural
ways of a student’s reasoning —followed in these examples— convince us that the process of
developmenl ol probabilistic thinking is accompanied in a natural way by using hoth aspects
of probabilistic arguments - de e and de dicto. 1t is strongly connected with the natural need
Lo observe the phenomenon under consideration and to make efforts to build its model. These
activilies allow students 1o understand the essence of mathenatical modetling. This competence
lets them analyse real phenomena or regularities by means of marfiematical reasoning, making
conclosions on the basis of a model, posing hypotheses and verifying them. What is important
is an ability to explain and a practical efficiency (DavIs & Hersu 1981, Lakatos 1976).
Creating and analysing models, accompanied by empirical observations, mathematical thinking
and mathematical reasoning must be expressed and explained in a clear way. This competence
—mathematical communication— is the third fundamental aspect of mathematics that must be
developed, in a necessary balance, during the process of mathematics learning. Leaming proba-
bility seems to expose these aspects in a spectacular way,

it seems that in order W encourage students to leam probability according to their own indivi-
dual cognitive development it is very useful to create didactical situations tor which various
forms of inzeractions among studemts will be the natural styvle of work (SIERPINSKA & KiL-
PATRICK 1998, LAkOmMA 1998, BROEEMAN 1995). The main aim1 of provoking interactions in
a classroom is to stimulate students to think independently, to formulate their own opigions, to
motivate these opinions and communicate theni to other students, to make conscious errors, to
discover their own natural ways of thinking, (o create and vse a natural language for commu-
nicating with each other (FREUDENTHAT 1983, SIERPINSKA 1994). All these activities seem
to be especially frmitful because they contribute to develop pupils’ probabilistic thinking and to
create in their minds the concept of probability in its mature dual form. Al presented forms
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of interactions ameng student -working in weams, in pairs, compeling in the game, preparing a
commeon solution of a problem, discussions in a small group or in a whole class- seem neces-
sary to the process of probability learning at every level of education, They evidently influence
students’ individval development of probabilistic thinking.

From the examples shown above let us also notice that interactions among students encourage
them Lo be more cffective in the process of problem solving. Using parallel representations of
a problem, explaining this problem from various points of view, increase student’s progress in
developing probubility concepts.

The duality of probability concept, which seems to be evident in students’ activities, plays a
very important role when we consider the process of probability learning from the paint of
view of a (eucher. Using both aspects of probability in student’s argnments, suppotting and
reinforcing each other scems to mean that a student is able 1 create and to use varions mental
objects which in the future will coalesce and will form the mature probability concept. Thus, a
teacher —thanks to this essential feature of probability— is able (o recognise the student’s way of
reasoning, to evaluate it and 1o organise such mathematical aclivitics, as can help him to make
his learning more effective,

The ideas which I have briefly presented here have been studied for some years in the frame of
an educational project for students of age 10-16 (LAKOMA, 1990, LAKOMA & ZAWADOWSK]
a.0., 1996-2000) and, at experimental stage of research, at tertiary level, for future professional
users of matheinatics : teachers, engineers and economists (LAKOMA, 1998a).
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*Telling mathematics’, an activity that integrates

VAN MaANEN, Jan
Department of Mathematics, University of Groningen (Nederland)

Abstract

The aim of this paper is to review the value of a classtoom activity, in which a student
tells a problem or story thar she or he knows fromn hearsay, In this activity a variety of as-
pects corne together : the problems and stories that enter the classroom in this manner often
belong to the very long tradition of so-called “recreational mathematics’, they are challen-
ging. generally they surpass the borders of the school curriculum, and they contribute to the
sclf esteem of the person who tells the problem ot stery. In this scnse it is an activity that
integrates several aspects of mathematical work.

P
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1 Just before the start

Formally the lesson began already some minutes ago, when the bell prompted the change of
classes.

Pupily are still coming in, the teacher remuains seated gt kis desk, pendeving about the proper
moment 1o raise his voice. One of the pupils, a boy, comes to him and says:

Boy Sir, I have a sum for you. Do you want to try it?
Teacher Yes, please, do tell me.
Boy Ttis a multiplication. . . Tt starts with
(z—a)x ~b)z — ¢
and goes on like that.

The teacher plays his vole well, and starts to calculare. After a while he suddenly stops. he looks
at the boy and says:

Teacher Oh I sce, the result is zero; there is no need to continue the multiplication, since there
is a factor {x ~ z}, and if in a multiptication one of the factors is zero, the whole product
is zero,

The boy seems 1o be satisfied. The tcacher has found the right answer, but at least he had to
think hatd. for a while. The teacher scems to be satisfied too. Ile has met the challenge.
By this time the class is complete and the [esson begins.

2  The problem set

The multiplication with cutcome zero is maybe not the prototype problem for what I shall call
‘teiling mathenatics’. Yet I have chosen to stage it before anything else.

The first reason for doing so is that the story really happened to me, when I was a secondary
school teacher. I even heard the 26-factor problem on several occasions, sometimes with years
in between, and my deep thoughts before [ ‘saw’ the answer were theatre, except maybe for
the first time it occurred. In this sense the problem is characteristic, since in this paper T shall
deal almost exclusively with mathematics that people told me, “Telling mathematics’ of course
goes beyond the observations of one single person, On the other hand the personal perspective
is valuable, as a kind of proof that the teadition of ‘telling mathematics” sl goes on.

The second reason for staiting with the multiplication problem is that it came up in an educa-
tonal context, in which it had a clear function —challenging the teacher. Muny of the cases
that follow are set in the educational dimension, and the role of (hese *oral’ problems in the
classrooimn is one of the main topics of the paper.

Many problems from the oral tradition have a long history. That does not hold for the multi-
plication problem, at least 1 have nat found eatly records of it, so with respect to the historical
dimension the problem is not representative. As we shall see, the historical dimension is well
recognisable in my personal cross-section of the oral tradition.

After these preliminary remarks the central problem can be stated: how is the tradition of “telling
mathematics’ reflceted in the experience of one individual mathematician, and what possibic
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value can it have, especially its historical dimension, i mathematics education?
3 Hundred ‘birds’

My father brought the oldest problem in my (rejcellection home from work. His professional
career was entirely with the Dutch Post, at that time still owned by the state and called PTT,
where the T’s stand for Telegraph and Telephone., He was a white collar employee who did a
lot of paper work, Apart from some basic mathematics that he had done at school (secondary
school with an emphasis on langnages and hookkeeping and without a science branch) my
father had no background in maths, nor had he any interest in it. So, it was rather peculiar that
one evening he presented me with a problerm that he had heard from a colleague at work. If 1
remember well it happened when I was in the upper half of secondary school (16 or 17 years
old). Thave asked my father if he remembers the episode, but he has completely forgotlen it. The
problem ran as follows:

Sameone has one hundred guilders, and wants o buy one hundred animals for it e can choose
between cows, pigs and chickens, A cow costs 5 guilders, a pig 1 guilder and a chicken 25 conts {a
fwarte). How many of cach antmat should he take?

T went to my roow, and still know that, before [ wrole anything down, I was puzzled by the
combination of two equations and (hree unknowns; and amazed when I realised that the extra
condition of integer solutions reduced the infinite number of real solutions io only a few so-
lutions. 1 was also amazed that I had to do some reasoning in order to find the solulions. At
school mathematics was more a ikind of imitating the teacher

As o the mathematics: the system

ety | z=100
Bz 4 ¢ + 0.252 = 100

reduces o one equation in r and z. This equation, 16z = 3z must have integer solutions, and
here the non-school mathematics entered. Since 3 and 16 have no comnon factors, the smallest
solution in posilive integers is = = 3 and = = 18, which gives ¥ = 81. The other solutions arc
(6,62, 32), (0, 43,48), (12,24, 64) and {15, 3, 80).

The problent, always referved to as (he problem of the 100 birds, has travelled through the ages
and through the sorld!. It appears already in Chinain the work of Chang Ch'iu-chicn, about 485
A.D., with birds indeed {cocks, hens and chickens) and with different prices (3, 3, %} Chang
Ch'in-chien already recognises that [or these prices (here are three wiples of integers that solve
the problem. The problem 1s subsequently found in India (a.0. with Mahavira, Sth century, and
Bhaskara II, Fith cenlury), in arab texts (a.0. Abt Kanil, 9h century), and in Byzantium. The
oldest latin text, the Problems to sharpen the young?®, which is attributed to Alcuin (¢, 732-804),
is quite carfy. The oldest manuscript in which ‘Aleuin’ is preserved dates from the 9th centory,
‘Alcuin’ has several variants of the problem (see [FOLKERTS 1978, p. 37]), but his Problem 39
is clearly rather close to the version I cited above. It stages a merchant whoe wanls to buy in the
east 100 assorled animals for 100 solidi. Acceplable prices ave: 5 solidi for a camel, 1 solidus

'The following survey is based on [TRGPFKE, 19801 and [FOLKERTS, 1978]
2 Available in english translation in fHADLEY £ SINGLIASTER, F992] and in latin with german commentary in
[FOLKERTS, 1978]
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for an ass and 20 sheep for 1 solidus. Tn this case there is a unique solution {19, 1, 80), which
*Alcnin” checks without deriving it; in almost (he same munner 1 presented my solutions to my
father. Singmaster remarks that the same prices [eature in the work of Abii Kamil, but there tor
ducks, hens and sparrows. [HADLEY & SINGMASTER, 1992, p, 120]

Apparently the problem went around extensively. After *Alcuin’ many of the great medigval
and renaissance mathematicians present it in one form or another: Fibonacei, Regiomontanus,
Pacioli, Rudolff, Apianus, Ries, Cardano, Tartaglia and many later ones. Fuler takes the hun-
dred birds in his explanation of Diophantine equations (Von der unbestimmien Analytic, in his
‘Complete Infroduction 1w Algebra’, Part 2, Section 2, Chapter 2, Question 4 [EULER, 1770,
1911, pp. 342-344]):

Somenne huys {00 piccas of cuttle for 100 Rehl. | oxen for 10 Reht, 1 cow for 5 Rthl, Foalf for 2
Rthl. | sheep for 3 RIWL How many oxeis, cows, calves and sheep were they?

Froni the equations
prtg+ris = 10
1
10p — 5g + 2r 4+ 78 = 100
Euler eliminates s, and reworks the remaining equation o

1_.
r=33—6p—3¢+ dp,

Since r 15 an imeger, p — 1 should be a muldple of 3, so Euler puts

p o= 3t+1
4 = q
o= 27=19% - 3g

& = TZ| 29— 16t

Since v caunot be negative, 19 + g should be less than or equal to 27, which is only possible
iff =0or!{=1 The firsl case {t = ) gives p = 1 and since r — 27 — 3¢ = (1, ¢ can range
from 0 10 9. The second case (¢! = 1) leadsto p — 4, and viar — 8 — 37 = 0 Lo three possible
values for g, viz. 00,1 and 2. BEuler finds a total of 13 solutions. When there should be at least
onc animal of each sort, 10 solutions remain valid,

4 Extending the repertoire

In later vears | added several problems and stories to my collection. Lessons and lectures were
occasions where | caught them. Obviously, we encounter a definition problem, since if 1 would
consider everything I heard during lectures as ‘telling mathematics’, (he length of this article
would go beyond any reasonable limit. So, what F propose 1o include here is the unexpected
sidestep, the bit about number theory in a calculus lecture, the unoflicial part of the lecture,

Conjectures are good material for sidepaths. At the university Fermat's fast theoren: and the
Goldbach conjecture were told in this manner. 1 shall concentrate here on Goldbach, which was
told to us as a long standing problem: “Solve it and you'll be famous.” One of the attractive
aspects of the conjecture is that it is so easy 1o reinember:
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Every even number from 4 onwards can be written as the swn of two prime numbers.

The conjectore was stated in 1742 by Goldbach in a letter to Euler, deliberately in order to solicit
new mathematical theory. As aschool teacher [ often cited the Goldbach conjecture —not twice
or more in the same class, | hope— as an example of a well understandable mathematical ¢laim
that still goes without proof. Mot every claim in mathematics is so easily found tue or false:
and fame is reserved for the person who finds the clue, think abour the case of Fermat's last
theorem, for which a sum of money was awarded.

Another of these stories, that was told as a sidesiep in a lecture {I do not rememnher whar and
whose lecture it was), was about the Hilberl hotel. The haotel has an infinite number of rooms,
numbered 1, 2, 3 and so on. When the hotel is complete someone comes in wha is 1ooking
for a room. No problem. for the management moves the persons in room 7 to room n + 1
{ng {1,2,3,...})or, if they are clever, the persons in room 10% to room 10%7 1, since that will
give less complaints.

A bus arives. No rooms reserved, but vet forty customers to satisty. No problemt to house then.
Either the moves [tom room n to room 1 + 40, or the moves from room §° to room p**! (where
p runs through a set of 40 prime numbers), will vacate enough rooms. And again the Hilbert
hotel is complete.

What then if a Hilbert-bus, with infinitcly many passengers, stops at the parking 1ot? Here (he
hotel procedures prescribe that the occupants of room n “ave kindly requested” to move to room
2n, and the newcomers may occupy the odd-numbered rooms. And so the story wenr on. It
ended with the case when the hotel was complete and infinitely many Hilhert-buses annonnced
themselves. Herc the diagonal procedure determines the order in which the newcomers may
feave their bus and go to their roewm. 1o the secrel language of mathematics: a countable nnion
of countable sets is countable, and closcly related to this: the rational numbers are countable.

T'used the Hilbert-hotel is my school in a prefinal class (pupils aged 16,17), where 1 used to start
the lesson with a biief —3 minutes long, say— mathematical story outside the tegular topic of
the lesson. The Hilbert-hotel featured for weeks (we had 4 howrs a week), the pupils each time
laking hoine the new problem that the hotel management had to meet.

As to the historical dimension: I do not know who has designed this pleasant and profitable
transformation of the theory of countable sets inte the Hilbert-hotel, but the theory itself is
rather recent. The notion of countability was intreduced by Cantor in the 1870%s, In my class
§ ended the Hilbert-holel series with some minutes about this history, and the increasing rigour
and axicmatisation at the end of the 19th century. As a separate brief story this would have had
little impact, but after the ground had been paved this historical bit went guite well.

Another acquisition in the field of ‘telling mathcmatics” steras from a lecture given by a col-
Teague. Since I had to lead 2 workshap about what this colleague would discuss, I went to his
lecture. It was intended for a general audience of prospective science teachers, biclogists as
well us chemists, physicists and mathematicians. 50 it could not be too mathematical, chemical
etc. The lecturer had decided that he wanted to give an example of a mathematical proof, in or-
der 10 contrast the deductive method with the inductive method of the other, non-mathematical
science. The amazing thing was that he presented a proof of the irationality of +/2 that I had
never seen before. Later on | discovered that 1l originated in an article by H.-J. WaSCHKIES
(1971), but originally it came to me by the way of “telling mathematics’. Although the proof is
rather recent, its style is very classical and fits well to the pebble-arithmetic of the Greeks and
to techniques of Nikomachos.
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FIGURE 1 ; ‘Proof with pebbles’ that 2 is irrational

The proof is by contradiction (alse sce figure 1). Suppose that 2 is rational, then it can be
written as E, in most simplified form, so we supposc that p and ¢ ae the smallest possible
mumbers which satisfy V= E

Now make a square array of 3y % p = p” pebbles. Since p* = 2¢%, one can replace the Jarge
square of p¥ pebbles by two smaller squares of 4% pebbles each. If one draws these squares
within the p x p avay, one in the left lower corner, the other in the right upper corner, then for
reasons of synunetry the twe g x g squares {1+ and [+¥ in figure 1) overlap in a square (No. I).
Since the two ¢ X ¢ squares contain all pebbles of the p x p amay, the number of pebbles in (I+11}
plus the number of pebbles in {I+V) is equal to the number of pebbles in (T+I+II+[V4Y), and
therefore the number of pebbles in I is equal to the number of pebbles in IHIV. Thal, however,
is impossible, since the figures §, ILand 1V arc squares, and IU and TV are congruent; this would
imply that there is a solution in smaller numbers to 2 = 2y* than (p, ), whereas we supposed
that {p, ¢} was the smallest. We conclude that 2% = 24* does not have a solulion in nleger
numbers, in other words that /2 is irrational,

5 The educational value

I shall introduce the discussion of the educational value of “telling mathematics’ with vet ano-
ther case.

Imagine a class of 16-year-olds during the last lesson before a holiday, a lesson that must be
given even if you have done the whole syllabus for the period. Pupils proposed that we should
do problems from owside the hook, problems that they and T knew by heart. [ agreed with
pleasure, since this seemed to me a bright type of activity for such a lesson.

I remember one pupil and one problem in particular. The class decided that they would set a
problem for me, and Liesbeth said that she had a good problem. Mathematics was not Liesbeth’s
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favourite discipine. But this time she was well-detenuined and in good spirits, bringing the
following problem to the fore:

You walk along a rpad when you armive at a fork, where you have to choose between two ways to
rontinue. Cne of the two learls (o happiness, the other 1o clemal somow. Two brothers are guarding
the fork. they both know the destination of the roads. Oue of them always speaks the truth, the other
one always lies. You may ask one question, only to one of them, Whom are you zoing to ask what
question?

In Cartesian style [ prefer not to deprive the reader from the pleasure of searching and finding
the solution. So let me now try 1o draw conclusions from the cases presented.

5.1 Challenge

What strikes me in the first place is the aspect of challenge, In ihe 26-factor problem and in
the problem of the two brothers the pupils were curious whether their eacher would be able
to solve the problem, just as [ was curious which pupils would have a right answer to the next
question in the series about the Hilbert-hotel.

Unexpected evidence for this aspect of challenge is provided in by a newspaper advertisemen,
where problems fron: the oral tradition are used to challenge the reader and to depict the adver-
tising firm as a challenging environment to work in. The Eiffel company, which presents itself
as 4 consultant in Financial-Feonomical and Economical-Juridical matters, and which works
in three divisions (Commerce & Indusiry, Banking & Insurances, Public Atfairs & Non-Profit),
searched with an add in Casp 17 (27/04/1999) for “Legal personel with a drive”. “If vou m/f (oo
think that the nice thing of a problem is not the problem, bul just on the contrary the solution,
vou could very well fit precisely with Eiffel” Ete., ete.

FIGURE 2 ; Piclures from a personel advertissment

Towering texts, illustrated with six picnures which each state a more or less mathernatical prob-
lem. In figure 2 three of these are presenied: a 4 x 4 magical square of which 8§ numbers that
lack should be completed (this reminds strongly of the square in Diver's Melencholia of 1514),
In the textit is stated that the sum in each row and columm should be 34. The second problem is
about a tree of 10 meters high, which is broken and touches the ground 3 meters from its roct.
One is asked how high above the ground it is broken. The numerical values are still the same as
in the Chin Chang Suan Shu of the early Han-pediod (i.e. between 202 BC and 9 AD), only the
Chinese bamboo has been replaced by a tree, But that was already the casc in Renaissance Italy
(with Calandri, in 1491, for example). The third problem makes an allusion to the work of the

417

e e am e




i

Company, since the reader is asked to make the greatest possible effect with the least possible
means. One is asked to make one chain from five parts, which each have three links. Breaking
a link costs one guilder, closing it again costs 2 guilders andd 50 cents. What is the cheapest way
to do this,

Challenge is ommnipresent, the work of the Company is depicled as challenging, but primarily the
six problerns are an overl challenge 10 the reader. For the commpany searches for “high potential
starters” {this did not need translation; English is usuval in (the werminology of Dutch personel
advertisements of this type); apparently you should not have the feeling that you are a high
potential person if you cannot solve these mathematical riddles.

5,2 The usual mixed with the unexpected

A second characteristic that ¥ would like to point at is the mixture of usval and uncxpected
elements. Generally the problems are stated in very common language. But also, the solution
often reguires an uncomron step, something that you tend to overlook. Well-known is this
respect is the problem about the man who had to take a wolf, a goat and a2 bunch of cabhages
across a river (*Alcuin’s’ problem 18, [IIapLEy & SINGMASTER, 1992, p. 112]. The solution
depends on the insight that it might be necessary for one or mere of the passengers to cross the
river more than once. Being on the other side does not imply that you should stay there. Not
recognising this possibility can be compared with the monkey-trap. A coconut is emptied via
a hole in the shell through which a monkey’s hand can pass. The coconut is fixed somewhere,
and some rice is put in the shell. The monkey puts its hand in the shell, and takes the rice in
his hand. This increases (he diameter of the hand so that it cannot pass through the hole any
move, Fréedom is cloge (the monkey only needs to open its hand), but what is close is casily
overlooked.

Similar phenomena play a role in the solution of problems from the oral wadition. A look into
the literature will present more evidence. see for example the problen of the division of 8 litres
of wine in two portions of 4 liter, using cans of 3, 5 and 8§ liters. A malhematics teacher (0ld
me that 1his problem was once posed 10 him on an air flight when his neighbour, a relired actor,
had found oul that he was a mathematician. The uncommon step is also required in the problem
of drawing —without lifting your pencil— four straight lines through nine dots which are in a
square aray (three rows of three dots).

5.3 Beyond school mathematics

The tradition of ‘telling mathematics” does not slop at the borders of school mathematics. Lies-
beth’s two brothers belong to the domain of logic, the 100 birds require some muuber theory,
and the Hilbert-hotel is about the cardinality of sets, This aspect of crossing borders gives these
problems a special flavour, They deal with something different (whereas school mathematics is
again and again about the same subjects), and that also implies that thev are open to everyone.
Thinking properly shoukl be sulficient.

54 Of all ages
Not every story or problem that comes through the air is centuries old, but quite a few are. If

that is the case, teachers can use it to add to the flavour of the problem. The ‘young’, at least
some of them, puzzled already about the wolf, goat and cabbage before the year thovsand, and
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the broken tree problem is even twice as old. In this respect mathematics is 2 very special
discipline. Its knowledge is not broken by time, nor hindered by distance. Why nol tell cur
students?

Ohe interesting question pops up here: whal qualilies a new story or problem to be added to the
existing collection. For me the three squares that prove the irationality of 2 is such a story.
Point one is that T heard it, unexpectedly, and poinl two is that 1 like to tell the story. Why? 1
think that the proof is appealing in that it has great effect with simiple means.

55 Fun

If the listener is well-tuned and she or he recognises these positive aspects of the problems that
are in the air, pleasure is granted. And thal is the besl way to leamn and weach mathematics,
With pleasure!
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en claxifier le sens,
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Unitd locale di ricerca didattica,
Dipatimento di Matcmatica, Parma (Itaiy)

Abstract

Le concept de Tonction est lagement traité dans la littdratore didactigue en ce qui con-
cemne les difficultés dans 'apprentissage el les concepiions erronées; I'analyse logique
d'une perspective historigque du concept est noing présente e c’est cetle direclion que nous
travaillons.

MNous cherchons aussi 4 interpréter les conceptions des éléves comme des transitions entre
les aspects morphologiques, syntaxiquas et sémantigues.

Les présentations actoelles du concept de fonction sout proches des idées de 1'infini {po-
tentiel et en acte}, comme point d ardvée d'une longue évolution,

T est agsez étrange que, dans 1'école italienne, cene approche soit, en général, le premier
objet avec lequel les éléves deivent se confronter, sans tenir compie du développenient his-
tovigue.

Par une analyse plus fne, nous pouvons trouver des usages implicites des fonctions a
I'école dlémentaire et aprés avec les polyndmes. Ces nsapes peuvent étre aussi trouvés
dans I"histoire des mathématiques. Trds souvent, ils cachent le concept de variable tel qu'il
est présenté en logique.
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1 Introduction

L'idée fondamentale qui a donné lien 4 ce travail réside dans le fait que le coucept de
fonction, qui est vu comme portenr dans I'approche didactique des mathématiques a Pécole
secondaire supérieure en Tralie, est loin d’étre clair et défini et, surtour, n'est pas raité avec
continuité dans sa présentation.

Nous sommes ainsi partis de I'analyse de 23 manuels, 11 du cours des denx premidros
années d’école secondaire supérieure (biennio) et 12 des trois derniéres années de I'école seo-
ondaire supérieure {triennio}, pour voir comment les fonctions y sont présentées’ .

Le concept de fonction est appiru pour la premiére fois en ltalie dans le programme de
I'Institut technique de Bergamo en 1906. Ensuite, ce concept est présent dans les programmes
de 1913 pour le “lycée modeme™ qui a été d'aillcurs supprirgé aprés la Grande Guerre et finale-
ment les fonctions sont présentdes dans les programmes de 1945 (¢l Vito).

Done il s'agil d’un concept trés “jeunc” dans 'école italienne.

Par conire pour YOUSCHKEVITCH (1981) unc idde vague de fonction était déja présente
dans I"antiquité, A I'époque moderne, le concept de fonction a pris petit 4 petit des connotations
Plus claires.

La recherche internationale sui I"argument est riche (voir par exemple, HAREL & DUBIN-
SKI, ARCAVI & NaCHMIAS)Y, en Italie aussi Iargument est bien présent {voir Prodi, BOERC &
GARUTI, FERRANDO).

Nous avons voulu chercher, par un questionnaire, quelles idées de fonction étaient présentes
chez les €leves en tenant compte de ce qu’ils ont appris & 1’école.

Nous sommes allés aussi au-dela des intenrions effectives de la présentation didactique du
concept; par exemple nous avons voulu voir quel rdle a Ta continuité dans 'intériorisation du
concept de fonction, si la différence entre fonction et graphique est pergue, conment est com-
pris le domaine des fonctions, comment est vu le concept d'égalité entre deux fonctions et
tinalement comment sont ressenti, les aspects purement logiques (syntaxique, sémantique et
motphologique) qui sont inclus dans le concept de fonction (voir aussi SFARD, 1992 et SIER-
PINSKA, 1992},

Nous avons estimé que |"aspect logique est particuligrement important parce que, en plus de
sa vision ‘“intemne’, ¢’est celui qui est souvent passé sous silence et le moing cotrectement (raité
dang les manuels.

Nous ne nous somimes pas préoccupés des propriétés des fonctions en pensant qu’il s*agil
d'une étape successive et moins importante powr la compréhension du concept.

1A ce Propos. nous avons analysé les définitions de wlation, de fonetion, de domaine et de eodomaine et nous
avons vénhe 8'it y a ne cidiinition " égalié entre fonctions.
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domaine est exprimée par des
33 5i idée de unetion sl ou-
jours lide & celle de loi ou bien
5'il y 4 une approche par les en.
I3 e wile joud por la continuité.
2} La restriction du domaine.

) La conception entre Bgoratil

intervalles).

sermbles,
Pdel BSpAce.

L ence cay on voulail voir

«
\
|

tous les livees utilisgs into-

Finalités

rarlt une et une seule image

typique de ce gqu’on fait en Physique et en Statistique,
1) 51 et combien ['usage de lettres *“noa canonlques”™
la continuit? du graphigue proposé. Ce qu’on voulait
voir étail g1 la continuié influence I interprétation
d’un graphigque comme fonction. 11y a aussi un pro-
&1 les Eléves limitent dans une 1acon “namrelle” le do-
maine i 'intervalle sur laguel 1e graphique est défini.

chiisem ke domaine comme 1'ensemble des valeurs

quanit on compile des (ableaux de Jonnées. Nous
Drans cette gquestion 1aspect le plus évident concerns

L'approche déja présenle dany €. Plolémée, est
voulinng rendre évidents surtout Teis aspects

2} si les éleves ont des exigences de trouver une loi
3y comment les ¢lisves voient I domaine et le
codomaine. oest-d-dire 'ils interprétent dotnaine
et codomaine comme des inwervalles o bien des

comme variables peut déranger;

liant les valeurs donndes:
hletne avec le domaine

ensembles.

10NnAIre

ay

Type de
fonction
Fonction
comme
tableau
Fonction
comme
eraphique

Le questionnaire a éi€ construil selon les tableaux suivants, oll nous avons indiqué, pour chaque item, i quelle typologie de fonction (selon

Mac Lane) il appartient, les finalités, les problémes associés, les aspects logigues et les liaisons avec les antres items -

2 Le quest

1

2

Ttem
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25000

20000

13000

3} Le graphique suivant inaniee le cours de Pindex Mibtel de la Bowrss italienne pendant le 1998,

Réponudre anx questions suivanles

b} Est-ce qu'il représente une tonction? ... ..
) Quels sont les dléments du domaine? .

dy Queds soul les éléments du codomaine?

) Dans le graphique, quels sont Tes éléments deia foncuo Yo
fy Camment on peut représenter 1a fonclion associde au ;,mplnque?

L0 [ - i o R up -5 LY o Lr] b
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a) Bst-ce que c'estune fonction? .. Lo Lo o L e e e e s

iy Est-ce qu'il ¥ a une Ini qui lie les variahles impliquées? . .. 0 .. .00 0L
h) Est-ca que le graphigee précédent et le suivant sont différents? .. .. .. 0L

g

41 Indligue, @n motivant 1a réponse, quelles “Serilures”, parmi les suivamdes, peuvent étre des foclions -

ppd=rer?

dyu?—y® —4 . . .
2r—3 1<z« ?

ety=4 —-T+3 2k
r—3 L)

Four chacune des quesiions pooposéas de 53 4 %) ndique quelles aflinnalions entre a)-d) sont vraies el lesquelles
soil fausses

Vraie  Fausse  Jene smspas

14N

o2kl ety = L définies en N

a7

5] Les fonctions y =
a) soat égales J— — _
B ont Le miEme graphiqoee B —
©) ont des domaines différents J— — —

d} sont dilférentes — J— -

6) Les fonclinns iy = %—:“u: 3_’;" ety = X défnies en B

a) sont égales _— J— J—
b} ont le méme grapligue — —_ J—
©) unt des domaines différents —_ [— [

d) sont ditférentes J— J— J—

T) Les fonctions f, g, & défindes en R par

flzi=aglz] =velalz] =z +0

a) somt dgales J— — -
) onlie méme graphigne — J— —
¢} ont des domaines différents — —_ _

d) sont diférentes J— J— I
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I <2
f |
8) Sionindique par Dy et 1, les domaines des fonctions 01 ancune réponse {1y
fle) = 2 et aln) = T4 on peut dire que 1: non (%)
Dy =D, —_— 1,52 non motive (50) ‘
D) Dy # 0, I 1,75 + discontinuilé {+ discontiauind par droiey {10} |
) On ne peut pas répandie _ = — 2- oui 7N
G D,y - - 2.5 ani motivé (1L
3 + discontinuité 4
9} Les graphiques des fonctions ¢ — igt—i; ’ 3
ety — %j—g} définies en K sont a)  (k ils ne répondent pas 9
a) égaux B — 1; 1,5: non; + motivation (24-4)
by différents parce que les fonctions sont différentes _— — — 2; 2,5: oui; 4+ motivation (51-6)
¢} différentes parce qu'ils ont des points ciférents —_— ——
«dy différents a cause du zéo _— —— —
ki 0 ils ne eépondent pas (16)
Le questionnaire a ét¢ assigné 99 éleves : 28 du lycde scientifique (14 ans; nous indiquerons s L5 uom: + motwvation (1.4_1)
cette classe par 1), 22 de la deuxiéme année de I'école technique commerciale (15 ans: I1), 19 de L 2.5 wwi + motivation (66-2)
la quatrieme annde de I”école technigue pour géométres (17 ans; TV), 16 dela Se lycée artistique
(18 ans; Va) et 14 de la Se lycée linguistique (18 ans: Vs). Les résultats du questionnaire sont
résumes dans Je tableau suivant (les nombres & gauche des réponses ont été wtilisés pont une ¢} 0: ils ne répondent pas 20
evaluation par Excel). Aprés il y a I'évaluation des aspects logiques et de Ta continuité, 1: intervalle, jours, a1 x o
20 meds (51
3 aulre (17) |
TABLEAU D'EVALUATION DU QUESTIONNAIRE {on a mis en dvidence leg 13pECtS syntaxigues, 1es aspects . . |
sémantiques et les aspects nophologiques; entre parenthises est intigué le nombre dé réponses) | ' @ 0:ils ne répondent pas 30
. 1: intervalle, e v (4L
I} a) Réponses & “C’est une fonction™ £,5 valewrs marquics o
" échange de vorigbles @ 20 valeurs, nonbres, poinls index Mibiel (183
N U aucune réponse (X . 3 index ()
- non o . 4: aulre (26)
i 1.5 non motivé 2) | ;
- 2: oui (36)
I 2.5 aul motive (proportionnalité inverse) 9) .5-‘
' 3. oul mutivé par caractére fonctionnel [$ b3} 5
b} Réponses & dormaine ot codomaine n
10: domaine ou codomaine; U: +variables: 1: +inervalle; 2: +ensemble 1.0
20 domaine et codomaine; 0@ +variables; T +intervalle; 2: +ensemble 316,73 1
2) |
. |
430 5 431 i




@y 0 ils ne répondent pas 37
1: s el vuleurs
(LET. PROCEDURALE) (23]
1.5: puints 22
1,75: couples ()
2: mois ou valeurs {5y
3 auue (4}
B 1k ils ne répondent pas (84)
1: couples ou par un tablean {4}
2 aulre (4]
3ol i
£ 1 ils ne répondent pas 42)
1: L3 non: + mativaiion (20-3)
2:2.5 ouk + molvalion (33-13
!
Iy ik ils ne eépondent pas (6}
Ly 1A moan + mativation (L3
;2,5 ond; + motivation {3-0)
4 0 non . bleld]e
0,5: non motivé 35|77 43 61|38
L: oui al4 12,30
1,5 oui motivé 29 1.1 0 é1 30
I B e A I 3 31. .

NB : Dans les réponses sujvantes ne vienuent pas montiés les nan (inpliciles ou explicites) gu’on peut calculer

par différence

432

53 0 non

)

7

8

9

)

}

g

0,5 nan motivé
1: oui
L,5: ond motvé

0 non
0,5: non motiveé
1: oui
1.5 oud motivé

7 non
4.5 non motivé
1: omi
1.5 oui mnorive

0 non
(15: non motivé
1: oui
1,5: oud mintive

0: non
0,5 o moliveg
Eoui
L5 ouinmolive

a | b c | d
f
o 0|1 |0
25 .14 | 16 | 34
30|34
e | b | e | d
o|lololo
14 | 23735 | 26
o143
a | b | e d |
ofoelnjo]
2l |nis’
slofo| o,
a b c| d
ololo]|o
26| 32| % |39
113|062
t a b li [ d
| i
olololo
73| 4 |4 |1
o|lolol|o




EVALUATION DU QUESTIONNAIRE
Evaluation de la continuité

Nous avons considéré 4 points :

a) le domaine et le codomaine de 'item 1 ('idée de contimiit€ est vue dans les intervalles),
i laguelle nous avons assigné un point,

b) la mativation que le graphique de I'ilein 2 ne représente pas une fonetion parce qu'il n'est
pas continy; & cetle motivalion nous avons assigné 1,5 points puisque ¢’est vne idée plus
forte;

¢} les réponses aux items 3.c} et 3.d) auxquelles nous avons assigné 2 points (1+1) quand
les Eldves ont indiqués des intervalles.

Evaluation des aspects syntaxiques et sémantigues

L'évaluation a été faite parmi denx pararétres : 1a condition lige & 'item 3 et celles relatives
aux items 5-8.
Pour?'item 3 I'évaluation a €t¢ faite par un diagramme en arbre construit en partant des réponses
aux itcmis a) e b).
Dans la premiére phase nous avons consideré les couples de réponses respectives {motivées ou
nenj
(A) Non-Oui (syntaxique)
(B} Oui-Oui {sémantigne-syntaxique)
(C} Oui-Non (sémantigue)
Aprés nous avons évalug les réponses de 3.g) et 3.1} (en I'ordre) selon un degré décroissunt des
aspects syntaxique et croissant des aspects sémantiques (voir le diagramme sous-reporté; pour
les réponses $,1,2,3 relatives & 3.1) il faut regarder le tableau d'évaluation du questionnaive)

B i Valeur attribode
{A) iB) (1} 10y (E)

| 7 i3 - 1y
2 k] 14 -5 gy

434

Comme nous " avons dit, la valeur attribude suit une échelle décroissante des aspects syntaxigue
et croissant des aspects sémantiques. Nous avons consideré i part les cas

(D) Ts ne répondent pas-Oui (maximale syntaxique)

{E) Oui-lls ne répondent pas {maximale séniantique)

auxguels on 4 attribug les valenrs qu’on peut voir dans te diagramme.

Anx cas

(F) Non-Non (G) Ils ne tépondent pas-Tis ne répondent pas

nous avons attribu€ la valeur zéro, indépendamment des réponses de 3.g) et 3.1,

Pour I'évaluation & propos des aspects syntaxiques et sénantiques de idée de fonction, nous
avons examing aussi les items 5-8 et qu'ils sont montré en le tableau d’évaluation du question-
naire.

En particulier nous avons examiné les points 5 ab.c: 6abe; 7 abe; 8 abden assignant 1
pout chaque réponse “sémantique” et -1 pour chague réponse syntaxigue et puis nous les avons
additionnés. Puisque 1'équilibre est 1, chaque valeur inféricure ou supériente 4 celle-ci fait
pencher vers une idée ou 1 autre.

Apreés, ces deux résultats ont té comparés,

Evaluation des aspects morphologiques

Nous avons considéré les items 5.d), 6.d), 7.d) e1 9.b) auxquels nous avons atiribué 1 point
pour chague 1€ponse affirmative et puis nous les avons additionnés (le total est cornpris entre O
et 4.

L évalualion qu°on a choisie nous semble la meilleure pour nos buis,

Pour I'ilem 3 I"équilibre est & peu prés autour des valenrs 9-10. De I'analyse des résultats on
trouve | 45/9% ont une vision sémantique et 40/99 une vision syntaxique, sans différence sub-
stanticlle entre les résultats du biennio et ceux «u triennio, Cet &quilibre change si on enléve les
résultats de la classe Va; de certe fagon on a 29/83 *sémantiques” et 41/83 ‘syntaxigues’,

Le résultat est intéressant et sons certains aspects surprenant, Des graphiques comme celut
4ue nous avens propose sont peut-ére la liaison la plus forte entre le concept de fonction et I
guctidicnneté, La priorité d'une vision syntaxique entrafne wn renforcement de 1'idée que le
graphique soit ‘réglé par quelque chose’. A e propos le résultat de la classe T est significatif :
FX28 sémantiques et 7/28 syntaxiques, Selon nous ces nombres sont justifiés par 1 habitude que
la physique donne aux €léves de représenter des données expérimentales par des graphigucs,
sans se préoccuper de leur provenance. On trouve confirmation de cela méme en analysant le
nombre des leves qui ont répendu de la méme fagon (positivement ou négativement aux items
Zetde):enlilyenaseulement 10/28, par rappott aux 21/30 de Va et Vs (pour des problémes
sut la photocopie nous ne considérons pas les réponses des classes I et IV). Cela ne stgnific pas
que le saut épistémologique qu’on a quand on passe du graphigue d*une fonction i sa loi ait été
fait en ¥ et pas en 1. En effet parmi les 38/99 éléves qui ont exclu que 4.¢) soit une fonction,
personne ne motive sa réponse; en particulier personne ne parle de 1a discontinuité, comme an
contraire cela a €té motivé par 10/99 powr U'item 2. Denx stéves de V classifient 'item ? comme
te graphique d'une fonction par morceaux, tandis que 3, différents des précédents, classifient
4.e}comme fonetion par morceaus. 11 faut aussi remarquer que *fonction par morceaux’ st une
expression ambigu€ qui se relie A la continuité selon Euler (voir YOUSCHKEVITCI).

A propos de 1a continuité. 27/49 éléves du trienmio et 13/50 du biennio onl obtenu an moins
un point. Le résultat montre que obstacle épistémologique de la continuité est plus fort an
triennio.




L’ analyse des ilems 3-8 o montré une différence significative entre biennie et triennio ; 2%/30
éléves du biennio ont une vision syntaxique et 10/50 sémantique. An triennio nous avons des
résultats opposés : 26/49 ‘sémantiques’ et 9/49 ‘syntuxiques’ (22/30 ‘sémantiques’ et 1/30 ‘syn-
taxigues” si nous constdérons sculement les classes Va el Vs).

Selon nous, pour les éléves du bicnnio le réle du caleul Litéral est tés fort tandis que la dif-
férence entre fraction algébrique ¢t fonction rationnelle fractionnaire o'est pas claire (parmi les
18 éléves qui disent que 4.b) est une fonction, 10 apparticnnent a la classe I). Au contraire, les
€leves du triennio interpréfent naturellement les lois cn R (GRUGKNETTI, 1994) el négligent les
aspects morphologiques pour ne voir que ie “résultat’ obtenu. En effet dans 1'évaluation mor-
phologique que nous avons faite sur les items 5.d), 6.d), 7.d) ¢t $.d) on I'équilibre est supposé
L {pour les réponses qu’ils auraient dG donner selon la pratique didactigue la plus commune),
14/30 éleves de Va et Vs oni obtenu une valeur inférieure 4 1 et 7/30 une valeur supérieure (en
général pour le triennic : 19/49 et 12/49); pour les €léves du biennio les r¢sultats sont : 25/50
ont ohtenut une valewr inférievre & 1, 7/50 une valeur supérieure a 1.

Conclusions

Les Marthématigues ne sont pas un corps clos ni terminé. La notion de fonction qui a une
longue higtoire, depuis la définition donnée par BOURBAKI en 193%, a eu d'autres interpréta-
tions et généralisations .

¢ les transformations naturelles de Eilenberg et Mac Lane 1945 (lois) et la Théorie des
Catégories qui a suivi;

» la Théorie des Faisceaux (Leray, 1945) (local-global) (cf GRAY);

¢ la Théorie des Distributions (SCHwARTZ, 1950).

Ces sujets sont wullés a 1'Université et peuvent rentrer dans 1"apprentissage des ensei-
gnants, mais souvenl sans qu’on hannomse les différentes notions avec celle qu’on va
enseigner i 1'école.

Etant donné le développemment actuel des Mathématiques, on ne peut proposer ancune
définition “juste” de fonclion, mais seulement souligner des aspects problématiques qui
sont intrinséques des différentes définitions. en mettant a jour leurs raisons et leur chemin
dans |'histoire, L¢ processus contrdle-échec-adaptation (ERNEST) doit faire partie de
I’enselgnement-apprentissage, du moment que o¢ processus n'est pas encore lerming dans
la communauté mathématique, donc il n’a pas lieu au dogmatisme.

Selon nous, la définition “modemce” de fonction est le meilleur compromis entre dif-
férentes conceptions: elle est la plus cohérente si on utilisc les ensembles comme [onde-
ment des Mathématiques. Mais cette définition n’est pas épistémologiquement neutre en
privilégiant le cadre “classique™; dans I'[ntuitionnisme oil dans le Prédicativisme les no-
tions de fonction sont fort différentes (cft BORGA, Palladino et NRD Modena}.

Des aspects logiqnes, analytigues et géomérrigues ont pris place dans la notion de fonc-
tion. Tout ca demande une coordination des registres pour taguelle chague aspect joue le
rile de médiateur pour les deux autres.

En lisant les graphiques on peut prendre une attitode “statique” {av sens de BACCIONTE
& BECCARI) oil “dynaniique™ ; Ia vision statique du graphique participe a idée en acte
d'infint, tandis que interprétation dynamique sous-entend un temps de “déroulement” de
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gauche it droite, en tépétant le mouvement de 1a main qui dessine. La vision dynamique
participe & 'idée d'infini en puissance.

D’autre part il ¥ 2 un conflit entre la ligne (continue) et les points (qui sont pensés couune
discreis) (cf NORDON). Tout ¢a a pris beaucoup de temps historique et n'entre pas “na-
trellement”™ dans I'intuition des éléves,

Les réponses aux questions nous montrent qu'il y ades différences enire le style d’appren-
tissage des €léves : les uns préferent Jes aspects morphologiques el syntaxiques (langage),
les antres les aspects sémantiques (méta-langage).

Ce qui nous serable un véritables Obstacle Epistémologique est la présence d'une notion
intuitive de continuité aussi dans ceux qui n’ont pas encore traité I’argoment. La conti-
nuité enpéche la réification (dans le sens de SFARD, 1991} de la définition “abstraite™.

I y a2 aussi un phénomene de “hypostatisation” des indéternmindes, c’est--dire, on con-
fére un signifi¢ concret et autonome aux lettres el y et c’est une cause des difficultés
dans les antres Sciences.

La définition 4 la Bourpaki demande un développement de 1a Théorie des Ensemblcs
poussé bien au-dela des simples aspects intoitifs : il s'agit de waiter avec des couples
ordonnées (cf WHiTEHEAD & RUSSELL et PEANO) et lewrs écritures 1 {{a, 1}, {b,2})
(Hausporer) ou  {a,{n,b}} (Wiener) (cf MANGIONE & BozzI} ou {{a}, {a,6}}
(KURATOWSEKI) ou bien “concept primitif” (PEANO).

Tout ¢a entraine un probleme de higrarchie de types (simples i la RAMSEY ef CHWIS-
TEK}. A notre avis la complexité des types est un vrai Obstacle Epistémologique.

Il ¥ a une dialectique entre extension et intention ; Tonclions comme ensembles et fonc-
tions comme formnies, en réfléchissant sur la différence entic fonction et eXpression ana-
Ivtigue.

Quelques suggestions didactiques @

 faire des représentations avec €chelles différentes (logarithmique aussi) pour distinguer

la fonction de ses représentations,

Inaintenir séparées les deux notions de fonction en Algébre et en Analyse, avec deux
appellations {gpplication et fonction). Souvent les fonctions algébriques (applications)
n'ont pas besoin d’expressions analytiques, ni d'infini ni de la continuite: selon nous
c’est plus facile la réification de celles-ci. Les fonction analvtiques (fonclions} ont des
problémes lids 4 expression analytique par laquelle souvent sont donnges et aussi
leur statut procédural. Senlement i la fin de 1'école on pourra identifier leurs aspects
COTIIMUNS.

Est opportun de distinguer cntre codomaine et image.

On doit remarguer qu’il y a un tas de fonctions téelles de variable réelle qui n’ont pas une
expression analytique; tandis que chaque fonction a son domaine, mais si on n'a pas une
expression analytique 1a détermination du domaine peut &ure impossible. Tout ¢a entraine
des conflits entre syntaxe el sémantique.

Traiter d’une maniére profonde les problémes de 1'égalité entre les fonctions,

Drstinguer les rdles des indéterminées, variables, constantes, inconnues. paramétres, cn
faisant attention & la dimension logique du sujet,
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Annexe
Un bref apercu historique

En tenant compte de ce qui c’est passé de 1'épogue moderne & nous jours, on peut indiquer
comme personnages principanx pour {histoire de la définition de fonction les suivants (JUFM
1 Poitiers) :

1694 LEIBNIZ (1646 - 1716}
“Pappelle fonctions wontes les portions des lignes droites, qu'on fait en menant des droites
indéfinies, qui répondent au point fixe, et aux peints de la courbe”,

1718 BERNOULLI L. (1667 - 1748)
“On appelle fonction d'une grandeur variable une quantité composée de quelque maniére que
ce soit de cette grandewy variable et de constantes”. Notation v,

1748 EULER (1707 - 1783}

“Une quantité constante est une quantité déterminée, qui conserve toujours la méme valeur. ..
Unpe quantilé variable est une quantité indéterminée, ou, si I'on veut, une quantit€ universelle
qui comprend toules les valeurs détenminées. .. Une fonction de quantité variable est une ex-
pression analvtique composée, de quelque maniére que ce soit, de cette méme quantité et de
nombres, ou de quantités constantes. Ainsi toute expression analytique, qui outre la variable =
contiendra des quantités constantes, est une fonction de z. Par exemple, ¢ - 3z; 07 — 422028 +
bn/oa — 2z, nz; etc., sont des fonctions de z. Une fonction de variable est done aussi une quan-
tité variable”.

1755 EULER

“8i certaines quanrités dépendent d'autres quantités de telle maniére que si les autres changent,
ces quantités changent anssi, alors on a 1"habitude de nommer ces quantités fonctions de ces
derniéres: cette dénomination a la plus grande étendue et conticnt cn elle-méme toules les
manigres par lesquelles une quantité peut étre détenminde par d'autre. Si, par conséquent,
désigne une quantité variable, alors toutes les autres quantités gui dépendent de «x de n’importe
quelle manigre, ou qui sont dérerminées par x, sont appelées fonctions de z7.

1782 CONDORCET (1743 - 1794)

“Ja suppose que j'aie un certain nombre de quantités r, ¥, z,... I, et que pour chaque valeur
délernunde de x,y, 2, ... ete., £ ait une ou plusieors valeurs déremminées qui y répondent : je
dis que & est une [onctionde x,y, %, ...

Enfin je sais quc lorsque x, v, z seront détermindes, F' le sera aussi, guand méme je ne connai-
trais ni la maoiére d'exprimer F cn 2, y, 2, ni 1a [orme de 1'équation entre F et i, y, ] je saural
que F ¢st fonctionde x, u, 27,

1797 LAGRANGE (1736 - 1813)

1. “On appeile fonction d'une ou plusiewrs quantilés, toute expression de calcu! dans laquelle
ces quantités entrent d’une manigre quelconque, mélées ou non avee d’aulies guantités qu’on
regarde comme ayant des valeurs données et invariables, tandis gue les guantités de la fonction
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peuvent recevoir toutes les valewrs possibles. Ainsi dans les fonctions on ne considere que tes
quantités qu’on suppose variables, sans aucun €gard aux constantes qui peuvent y &tre méldes,
2. Pour marquer une fonction d*unc seuie variable comme =, nous ferons simplement précéder
cette variable de Ia lettre ou caractéristique f, ou £ mais lorsqu’on vouca désigner la fonction
d’une quantité déji composée de cette variable, comme 2 ou o |- b ou ete,, on renfermera
cette quantité entre deux parenthéses. Ainsi fz désignera une fonction de x, (22 (o + b)),
etc. désignerant des fanctions de 22, de o+ bz, etc. Pour marquer une [onction de deux variables
indépendantes comme x, y, nous écrivons f(x, y), et ainsi des autres”.

1797 LACROIX (1765 - 1843)
“Toute quantité dont la valeur dépend d'unc ou de plusieurs autres quanlités, est dite fonction

de ces derniéres, soit qu'en sache on qu'on ignore par quelles opérations il faut passer pour
remonter de celles-ci a la premiére™.

1821 FOURIER (1768 - 1830

“En général, la fonction f{x) représente une suite de valewrs ou ordonnées dont chacune est
arbitraire”,

1821 CAUCHY (1789 - 1857}

“Lotsque des quantités variables sont tellement liges entre elles quc., la valeur de I"une d'elles
étant donnde, on puisse en conclure les valeurs de toutes les autres, on cangoit d’ordinaire
ces diverses quantilés exprimdes au moyen de Uune d'enire ellcs, qui prend alors le nom de
variable indépendante et les autres quantités exprimées au moyen de la variable indépendante
sont ce qu’on appelle des fonctions de cette vaciabie”.

1834 LOBATCHEVSKY (1792 - 1856)

“La conception générale exige qu’une fonction de = soit appeléc un nombre qui est donné pour
chaque et qui change graduellement en méme temps que r. La valeur de la fonction peul
étre donnee soit par une cxpression analytique, soit par une condition qui donne un moyen pour
lester tous les nombres et sélectionner P'on d’eux; ou, linalement, la dépendance peut exister
mais reste inconnue”,

1851 RIEMANN (1826 - 1866)

“Soit z une guantité variable, qui prend peu & peu, toutes les valeurs réelles possibles, alors on
appelle w unc fonction de z, si & chacune de ces valeurs correspond une valeur unique de la
quantité indéfinie w, et si » parcoust continfiment Loutes les valeurs qui se frouvent entre deux
valeurs censtantes, w change aussi continiment, alors on appelle cette fonction continue”.

1870 HANKEL (1839 - 1873)
“On dit que y est fonction de = si & chaque valenr de « d’un certain intervalle commespond une
valeur bien définte de y sans que cela exige pour autant que y soit définie sur tout I'intervalle

par ia méme loi en fonction de iz, ni méme que y soit définie par une expression mathératique
explicite de z™.

1902 LEBESGUE (1875 - 1941)

“Bien que, depuis Dirichlel et Riemann, on s’accorde généralement a dire qu’il ¥ a fonction
guand il y a correspondance entre un nombte i et des nombres #,, z5, . .. sans se préoccuper du
procédé qui seit & établiv celre correspondance, beaucoup de mathématiciens semiblent ne con-
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sidérer conume de vraies fonctions que cetles ¢qui sont introduites par des correspondances analy-
tiques. On peut penser qu”on introduit peut-&tre ainsi une restriction assez arbitraire; cependant
il est certain que cela ne resteeint pas pratiquement le chanp des applications, parce gue seules,
les fonctions représentables analytiquement, sont effectivement emplovées jusqu’a présent”.

1939 BOURBAKI

“Soicnt E et £, deux ensembles distincts ou non, une relation entre une variable = de £ et une
variable y de £ est dite relation fonctionnelle en i ou relation fonctionnelle de £ vers !, s1pour
tout = appartenart & . il existe un seul y appartenant b £, qui soit dans la relation considérée
avec T

On donng le nom de fonction & Uopération qui associe ainsi 4 tout élément = de [, I’élément y
dans F' qui sc trouve dans la relation * donnée avee z; on dit que y est Ia valeur de 1a fonction
pour I’élément z, ct que la fonction est déterminée par la relation fonctionnelle considérée”.

1927 WEYL. (1885 - 1955)

“Personne n'a jamais su expliquer ce qu’est une fonclion. Mais une fonction [ est définie si par
un moyen quelcongue on peut associer & un nombre g, un nombre b ... On dit alors que b est 1a
valeur de la fonction [ pour la valeur a de 1'argument”™.

A cette liste on peut ajouter 5. Mac LaNE et il nous semble intéressant de signaler ce qu’il
derit sur le concept de fonction (1988) :

“What is a function?”".
The various intuilive ideas about functions and functional dependence are heipful but vague. Hers
are some of them.

Foarmple. A function is a formula in a letter w. When = is replaced by a number, the formula
praduces a nuinber, the value of the fuction for the given argument ..

This description is not very helpful for notions of functional dependence of variable quantities in
physics, but it does describe the elementary Mathenatical function well : Polinomial, ralional,
algebraic, trigonometric, and exponential functions. The idea of "formuela™ does need to be specilied.
[t shouled inclode algebraic or “analvtic™ fommulas, perbaps also the fonnalas given by infinite seres,
bugitdoesn’t seem to encompass functions defined by several different tonmulas in dilferenl portions
of the domain, The essential problem remains ; What sorts of formalas are envisaged? Are all
lunctions given by formulas? “Formmlas™ depend on the symbolism, but fancdon depend upon he
facts.

Rule, The votiable g is a finction of the vaciable & when thers is given a rule which to each value

of  produces the comesponding value of .

This description, and its vadants, has for generations puzeled the smdents of caleulus, M las a
pleasanl penerality © Any “mle” will do. Also, the use of rules clearly takes care of the case of
foneticn defined by different Bmulas in diffsvent portion of the domain; any such collection of
aliermative furmedas is clearly a rde. Neverthless this is not a formal definifion, since it uzes the
undefinicd words “cormesponds”™ and “rale”. Bven if one defines a rule a3 something expressed in
a specitied formal language, there are troubles. (In the usual formal lnguages, (he set of all formal
expressions is denwmerable, while the set of passible functions on £ to R s not denumerablz).
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Giraph, A function is @ eurve in e (2, y)-plane, such that ¢ach vertical line # = o meets the curve
in at most one point with coondinates (a, b1, When it docs so mect, the momber b is the valoe of the
functinn at the arguiment a. For other arguments <, the foncton is undefined.

The description emphasizes the geometric aspect. 11 is persuasive for functions of real ownbers
which are smooths or at least continuous, but doesn’t it well with a function which jumps [rom
1o 1 ag the variable changes from rational to irrational. It involves also the (uwdelined) nolion of a
curve, and so makes arithmetic depends upon geometry.

Dependence. The variable quanlity 3 is a function of the quantity x if ang only if a detenmination of
the value of i also tixes the vadue 1, vo that ¥ depends on .

This. & physicist's definition, s alse not formal,

Tubdey of Viduer. A function iy detlenmined by a table of values, whicl opposite to each entry for the
first guantity ¢ lists the comesponding nmerical valoe for the second quanlity 3,

This is a hard-nosed, o nonsense definition; evidently inspired by table of uigonomenic or foga-
rithumic functions. Trouble is, the actual tables are finite while most of the intended Munclions e
infinitely many different values. It is not clear what would be meant by an infinite table,

Syatax. A Telion £ on a set X to the sel ¥ is a symbol § such that whenever the tenm & stands
for an element of A, then the string of symbols fu stand for an clememt of Y. the value of £ at the
argument .

This daesn’t really describe functions, but fust the use of symbols for functions. 1t is a muke protest
against the confusion of standard notations in which f{x) anbiguovsly denotes a function of & and
a value of that (unction. (Thus strictly speaking, “sin" i3 the Irigonomettic function. while “sin ™
denotes #Hs value at the angle .

Encugh. The variety of these descriptions of “function” illustrate well one of our theses as ko
e nadure of Mathematics : Human activities and facts about phencmena togheter indicate many
examples of dependence of one item upon another. This leads to useful but inforinal idea about
dependence and functions - and poses the problems of producing a fornal definition, necessary to
make unambiguons Mathematical statements about functions.
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L'invention du Calcul différentiel, racontée par Leibniz

MICHEL-PAJUS Annie }
Lycée Claude Bernard - IREM Paris 7 |
Universit€ Denis Diderot (France)

Abstract

L' atelier était consaced & U'érude d'un texre de LEIBNIZ | Histolre ef Origine du Cal-
cul Différenriel? el  une possible utilisation de ce texte avec des étudiants de niveau post |
Bac. Faute de place, nous gous liniterons ici 4 une leciure commentde d'extraits du texte.
[.es documents powr les €léves seront par ailleurs publiés dans une prochatne brochure du
Groupe M. : A TH?,

TAB.XIL '
_dﬁfnﬁv:i‘zﬁ B
3 H‘&j[

T

/

m_\{

da

T T,

|

|! 27 texte est disponible dans Andmosyae n® 13 el Brochure n® 90, IREM Universilé Denis Diderol Mathéma-
! tiques - Approche par Jes Textes Historiques. IREM Université Denis Diderot

{ *Ce qui signifie Mathématiques : Approche par les Textes Hisloriques, e groupe travaille & VIREM de

1"Université Denis Piderot & Pams (ex Pans 7)
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1 Introduction

Ce texte est rédigé en 1714, quaranle ans aprés invention du Caleul Différenticl, alors gue
ta controverse de prionilé entre Newton et LEIGNIZ s'étemise. I ne sera pas publié du vivant
de Pauteur, mort un an aprés, mais retrouve au XIX®™® siécle. LEIBNIZ précise d abord ses
objectifs :

1 est trés utile de connaitre les véritables origines des inventons mémocables, surtoul de colles dont
la découverte n'est pas due an hasard, mais aw pouwvoir de la pensée. En effet, cela pennet non
seulement 4 I'Histoire de recennalize 1a part qui revient & chague inveateur et invite o’ aotres esprits
& rechercher les m@mes dires de gloire, mds contribue de plus au développement de 1"art 4 imventer,
en fhisant connait: la méthode sur des exemples remargquables.

[ objectif est donc double : pédagogique et polémique. LElnnNiz précise ensuite ce que
n'est pas son Caleul différentiel : ce n'est pas I'étude des développements en séries infinies, &
la manigre de Mercator ou Newton - ce n'est pas I'atilisation de “quantités qui épuisent pro-
gressivement la surface de la figure” pour effectuer vne quadrature, 4 la maniére de Cavalieri,
Fermat. Huygens, Wallis, C’est un Algorithme, ¢’esl-a-dire un jeu réglé de symboles, qui per-
met “d’affranchir I'imagination d wne attenuon continuelle aux figures™.

Lergniz revendique un méthode nouvelle, appelée a renouveler les mathdmatiques aussi
radicalement que celles de Viete et de Descartes, wais valide dans un champ beaucoup plus
large,

... enconsidérant les différences di, ddr, 01¢.- ainsi que les sommes qui sout les inverses de ces dif-
Erences - conune des fonctions de = et ea les iniroduisant winsi dans Ie caleol alors qu’auparasant
on n'avail pas employé d'aulres tonctions que =, v, 23, /7, e, &' cst--dire des puissances et des
racines,

Par cunséyguent, on peut comprendre que cenx qui ond cxprimd ces quantitds [difféeentielles] par zéro,

comme Fermat, Descartes of ce rival en personne, dans ses Principis pabligs en 16%%, song seseds
par ce fait trés ¢loignds du caleul différemtied car, duns ces conditions, on ne peut distinguer i les
ordres de différences, ni les fonctions diflérentelles des diverses quanttés'

Il faut se méfier du vocabulaire. 1 0’y a pas chez LEIBMIZ de fonctions au sens actuel du
terme, seulement des “variables” i, v, z. . . relides entre elles. z peut done désigner unc fonction
d'une avtre variable. [ci o, o2, etc. .. sont plutst, dans le langage modeme, des opéeateurs sur
des fonctions.

2 Premiére étape : des observations sur les différences et les sommes

Aprés quelques considérations améres sur la querelle, LEIBNIZ commence son récit {en
parkant de lui-mé&mc 4 la troisiéme personne). Avant son séjour a Paris, ses préoccupations tour-
naient essentiellement autour de la logique et de la combinatoire; il n’est donc pas étonnant qu'a
I'origine soit la vérit€ identique : A = A, Puis I'égalité que LEIBNIZ affirme ici équivalente :
A— A D2 Cest de cette rupiure de symétrie que va naitre tout le caleul différentiel. En effet,
cn accupmilant autant que 'on veut de cesriens (A — A, B — 73, — , etc.} - en nombye find,
infini, dénombrable ow non, on ohtient toujours 0°,

"Dans tout cet acticle, les tenmes soulignés le sont par moi. Les citations sans références viennent de Historia
et Origo,

*Dans certains manuserits cette deuxiéme égalits est démontrée comme un coroflairs

et Gillss Deleure {conférence du 29/4/20. dispomible sur www.imaginetfi/deleure/ TXT/290480.himl}
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... il observail gue, & partir de caci ;4 = A” ou 4 partiv de san donivalent - “A4 — 4 =47

A+B-B+CG-C+D-D-&

—E =
+L M +N 4P )

51 maintenant, o pase que A B, O, D, E sont des guantités cooissamtes et que les différences des
denx quantités conséemtives B — A O — B, 0 — C F -~ 1D, sont appelées [, A, W, F, il 5'ensuit
alars que

A+L+M+N+F-E-0, ou: L4+ 4 NIF=F—-A,

¢’est-p-dire que 13 somune des ditférences entre termes conséculifs (guel que soit le nombre) est
ggale b fa différence entre les deux rimes extrémes,

8, par exemple, 3 la place da 2 A, B, C, D0 B, F, on prend des nownbees careés © O, L, 4, 9, 16, 25,
on décowvrira, en fail de différences, les nombres impairs : 1,3, 5,7, 9.

0 1 4 a 16 25

De maniére &vidente, on auea :
14+34+04+7+9=25-0=125,

eti'on ohiendra le méme résultat, quel que soit Le nombre de termes ou de différences et quels que
sedent les termes choisis comme extrémités.

On peut évidemument recommencer avec la suite de la deuxidme ligne, etc... et LEIBNIZ note
un résultat corieux, qui constitue un exercice “d’'une agréable facilit€” pour les éléves (travait
sur le bindme, récurrence, analogie avec la dérivation des polyndmes) :

De certe manitre, il chservait que s"anaulenl les différences secondes des numbres enliers naturels
{c'esl-a-dive des numbres piis dans Iordre i partic de zéno), que s annulent les différences lerces des
carés obtenus i partic des nombres nalurels, que s”annolent les différences quatrigmes des cubes,
les différences cinquigimes des bicarrds, les différences sixidmes des nimbres dlevés a la puissaice
5 et ainsi de suite ; et il observail que la dilférence premidre des nombres entiers naturels était
constante et égale & 1, que la différence seconde des camés lail Sgale 4 1.2 = 2, que la différence
woisieme des cubes élait égale 3 1.2.3 = 6, la différence quatrieme des beands 4 1234 =24 |a
différence cingquigme des nombres élevés i la puissance 5 égale 3 1.2.34.5 = 120, et ainsi de suile;
nbservalions que d'autres poevaient faire depuis quelque emps, mais, powr anteur, elles Staient
nenves ot invitaient i continuer par lenr agréable facilits,

On peut, 4 rebours, disposer les sommes pantielles d'une ligne directement sur 1a ligne au-
dessous. On obtient alors un tablean oy chaque ligne est 1a suite des différences de la suivante
¢t 1a suite des sommes de la précédente. Or LEIBNEZ a déia fabriqué dans sa Dissertation sor
T Art Combinatoire de 16606 un tableau de ce type {dans lequel nous recomaissons évidemment
les conthinaisons)®.

“On'est-ve que Leibniz appelalt 1anakyse infmie ? Ianalyse infinde remplit 1a condition suivante : elle apparait
dans la mesure oii la continuitg et l2s petites différences se substituent 4 I'identitg™.
A est moi qui ait ajouté ie sthéma permettant de lire une somme partielle,
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1 1 i 1 | i \ H1f

1 2 3 4 5 =] (l'”u

1 E) 6 1 ts 24 Jdu

1 £ L0 20 A5 56 du

| T =5 + 15 1 35t 7o 126 u

y 6 21 56 126 ~ 032 fu |
1 7 a8 84 210 462 Iy Dp oy = :

Pour ajouter quelque choss qui w'est pewt-&tre pas banal, il découvrait aussi des théordmes &
propos des différences et des soummes gui sond les suivantes ©

Lasuilea, b o, d g ete . décroissane a Uinlind, sodfent

et
les te‘mf“ i b ¢ d ¢ ot e Le deuxieme membre de 1'égalité ci-dessus est la somme tous les temmes du triungle. Cette j
lex d!fffremes l?,re.s t g h ! k el e disposition en triangle me suggére une explication du résultat : en sommant selon les diagonales |
les dfﬂfremeb ?‘?’"m ! m o ¢ P o - , ascendantes, on trouve successivement j, puis g, puis &, puis 4, etc. .. Cela revient & repartir de
s d.lﬂ.f,mmes B?I“L‘s a o f £ ' " oA ' la premidre ligne de (1}, mais en rernplagant cette fois les termes de la sonune par des différences i
les diffrences démes 4 ¥ d € ¢ Bt . . de fermes tous situés sur la diagonale a I'extréme gauche du tableaw initial. 5
elc .. A @ v 2 aoete ..,
On pose “'u™ comume texme premier el “w" comune terme demier. 1. auteur trouvait alors : +1f lg 1h 1i i
a—w = 1f4+1lg+1h+1i4 1+ eic )
a—w = - Zmb3n+de— B4 el )
X a-w = =
a—w = lg+dr+fs+ 108 — 150+ etc {1} ;
a—w = 174+4dv+ 103 + 20c + 356 4 etc, etc.
+1f gic.
Remargues : ete,
efc.

1) T suite “décroissant 4 1'infini” signifie que la suite est décroissante et tend vers zéro (le

lerne dernier, désigné par w plus bas} Par conséquent, ¢n adoptant la terminologie introduite plus tard par Uawteur, et en appelant i

n'importe guel tenme d'une swile (et dans oo cas méme ¢ = ), on pourra appeler la différence

- 2) f représente ici o — b {et non plus & — o comme au début) sans doute pour ne considérer _ preniiére dy, la différence seconde ddy, la différence troisiéme d%y, la différence quairizme aty, et

> que deg quantités positives en wppelant 2 ' importe quel terme d’une deuxieme suite, on pourra appeler la somme de cos ter

oo L. ]
. - , . . . . T s [ las T U satne seconde) x, la somme troisigme [ T, of la scimme
3) on lit la somme partielle des termes d’une suite partant de ["infini (3 droite) et limitde mes [ . la somure des sommes (ou so M 4

gauche par un terme {r; par exemple), sur la ligne immédiatement supérieurs, en prenant .
le terme le plus proche & ganche (ici ¢} : g = m4ndo I pt...  f =itm+ntotp+. .. : SiYon pose ensuite que 0 14+ 1+ 1+ 1 + ete, sont égaux & m, c'est-3-dire que = représente les
’ uoinbres natueels, doat la différence premiére dx = 1, alors

" 4
! guatrigme .

La premicre ¢galit€ est celle que I'on a vue plus haut, moyennant le changement de signe

" ; o I+2+3+4+5+ ecfot =z
observé. Pour la denxiéme, on remplace chague lettre de la ligne précédente par les sommes o 148464104 scfont [ [
. Py . . - v il g
partielles obtenues selon la remarque 3. { apparait une fois (venant de f), +n deux fois (venant 144104 20 etc font j.:xJ p
. . . . e o yes + —
de f et g}, n trois fois (venant de f, g et 2} etc... On continue pour la troisizme égalité, T est 1164154 96— e font j“m ;

possible d’€crire cela précisément avec les notations contemporaines, mais cela serait contraire
4 U'esprit du texte, qui ne démontre rien, mais se contente de montrer (donner A voir) ; ¢ ainsi de soite.

D odn finalemant, il eésulte @ |

. . 3
w— w o= dge — ddy, / + dsy.f / T — d"y.f 1 +oeto, 4]
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ce qpai estégal & g, si I'on convient de continuer  Hinling ¢ est-a-dire de rendre o = 0.
£ b

Ce résultat 5'obtient aisément en sorunant selon les colonnes Ic tableau {2]. Notons 1a vii-
tosité dans les changenent de points de vuc, La créativité vient de I'observation systématique
selon une multiplicité de points de voe.

I¥oi il 5 ensuit 1a sonune de la suite v elle-méme, solt

. . 3
fg;:g,.'z! dy./x -i-da’g,r/j :J:—day.f T +ele’ {3)

Je suppuose que LEIBNIZ remplace y par f . ce qui n’a pas d’impaortance, puisque la suite
¥ est queleonque. Cect suppose tout de méme 1'utilisation de la velation 4( | ) = y. LEINIZ
ajoute alors une petite phrase. . .

Or, ces deux (héorémes ont pour propridté remarquable d'étre également valides dans les deux cal-
culs différenticls, aussi bicn le Caleul ditférentiel numérigue que le Caloul différentiel infinitésimal ©
nous parlerons plus bas de 1a distinction 2 éablie entre eux,

3 Deuxiéme étape : la résolution de problémes géométriques

Sur les conseils de Huygens. en 1672, LEIBNIZ se niet & live tout ce qui est accessible sur
le sujet. Premiére révélation : fu Géomérrie de Descartes qui permet d’exprimer les courbes
par des équations. Deuxidme révélation @ une figure de Pascal, que LEIBNIZ nonune triangle
différentiel, cu triangie caractéristique. Cette figure est dessinée par Pascal dans le but de cal-
culer la somme des produits [3J par EF’, dans Ie cas pacticulier ot la courbe (75 est un quart
de cercle.

Rrock Taylor gui oblient comme cas particulier de son théoréme général (publié en 17135).

45}

Qu'y trouve LEIBNIZ ?

» Pascal déconpe des intervalles égaux sur la courbe, et non sur les axes, c¢ gui revient pour
nous & prendre comme variable d’accroissement I abscisse cwrviligne, alors que LEIBNIZ

n’avait d’abord considéré que les infiniment petits du type des intervalles entre les or-
données, conformément 4 la méihiode de Cavalieri™.

« Ensuite, peu imporle ¢ue ce trinngle soit “inassignable ou infiniment petit”, on peut tou-
jours considérer les triangles qui lui sont semblables,

» Parailicurs, LLEIBNIZ emprunte sans hésitation & Pascal I'idée que la lovgueur de 1’ élément
de courbe est €gale 4 la Jongueur de 1a portion de tangente, ce qui conduit 4 1a rectifica-
tion ;

Fagcal @ quandd je s que chagque ouchante £E est égale 3 chacun des petits arcs D on
o pas dd en Btre surpris, pusquion sail assez qu'encore que cette épalité ne soit pas véritable
qramicl a sullitude des sinus est znie, néanmaing Fégalité car védtable quand la multiode des
sinws eat indeiinie; puarce gu'alors la sooune de tontes les tonchaes égales entre elles, £F,
ne différe de Parc entier B, ou de 1a somme de tous les arcs ggaex DD, que dune quantité
moindre qu’ancuie domées,

LEIBNIZT & . ve qui constitue pour mei le principe général de mesure des courbes, 3 savoir
considérer qu’une ligure curviligne éguivaut & un Polygone d'une infinité de cotés.

» Ef surtont, ce que Pascal n’a pas vo @ “Jeo vis immédiatement que ce théoréme &tait trés
général et valable pour n’importe quelle courbe™,

Leieniz étend done la méthode de Pascal i une courbe quelconque ot en déduit, simplement par
des considérations de triangles semblables, des égalités entre sommes obtenuves en changeant
ce que nous appellerions la variable d'imégration’. Il modific évidemment en méme temps ce
que nous appellerions la fonction & intégrer et dénomme la nouvelle courbe correspondant 4 la
nouvelle fonction une guadratrice.

[ détaille trois théorémes ainsi obtenus, faisant intervenit moments, normales, sous-nommales,
superficies, etc. gue nous résumons cn termics plus modernes’™®

FIGURE 2

“Tvaitd des sinus die quart de cercle, Avertissement siivani 12 dSenonstration de Ta proposition 1.
TAdditio Ad Schedam de dimensionibns figuram hveniondis, 1684, PARMENTIER, P54
3Lettre & Bemoulli, 1703. CHILD, p 17

“Les notions de fonctions et de variables ne sont pas encore conceplualisées.

1 Attention ! I'indice est placé & ganche de la lethe pour désigner cerlaing points. L'axe des = est AH, celui des
zest AN,
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I) En utilisant le triangle caractéristique D_Y3¥ et le triangle XY, on obtient ;
DY YD = X,V 5 en posant ||£Yi| — n ceci correspond A n.dr = z.ds. Le
moment vaut [ zds = [ nds et aire de révolution vaut [ 2rzds = Y7 . moment.

2

—

Avec le triangle D H T, on oblient :
QITLYsY = TR.Y 1 ce qui correspond & k.ds = || T .dz et longueur = fds ~
11179 d=.

3

R

Avec le niangle Po XY anouveau , on obticnt ;
2XP YD =, Yo X ILY ce qui correspond § {sous-normale) . dx — 2.4z et donc
[ z2dz = f sous-normale dx

|ty

Far conséquent, pour trouver b superficie d'unce figure donnde, on cherche une avtre figure dont les
sous-normales solent gales aus ordonndes de la figure donnée © cette antre figure sera ba quadratrice
de la figure donnge,

Ainsi, grice 3 ce raisonnement trds atsé, nous réduisons le calenl des superticies de solides de
évolution aux prablemes de quadrarures planss ot de rectifications de courhes ; en inérme (emps,
nous réduisons le probléme des quadratures au probiéme inverse des langentes.

Autrement dit, pour trouver la surface “sous la courbe™ d’ ordonnge ¥, on cherche une courbe
d’ordonnée z telle que ¥ soit la sous nomnale de cetre courbe, el on oblient la surface cherchée
comnte moiti¢ de celle du carré de c61€ z. Cela ne sembic pas trés pratique, mais a une grande
portée théorique, car LEIBNIZ découvre ainst que Pascal n'avait pas vu, blogué duns son quart
de cercle ol “tout se passe trop bien™!! : wne relarion générale entre les aires er les tangentes.
(Rappelons qu’on appelait probléme inverse des tangentes la recherche d’une courbe dont les
tangentes possédaient une propriété particuliére @ il s’ agit ici d'une propriéé des sous-normales)

Selon son habitude, LEIBNIZ essaie sa méthode sur une mudtitude de problémes, en variant
autant que possible fes techniques, el il va ainsi trouver un des résultats dont il sera le plus fier :
la quadrature arithmélique du cercle, en expérimentant un autre type de découpage de Ia fignre .

En 1673, et pendant nne [rutie de 1674, Leibniz se renclit 4 Paris. Mais cn 1674 (pour autant qu'il
puisse s'en souvenin) i tmba co Arithimélique sur cette célebre Quadramze!® qui mérte bien que
Fon exposa selon quelle méthade eile i éé réalisée. I¥habitude, les Géombtres décomposaiznt les
figures en reciangles, en tragant des droites parailéles aux ordonnées. Lui-méme eut Poccasion par
Liasand de résoudre une figure en triangles, formes par des droites concourantes en un seul point : il
examini comment on pouvait obtenir guelgue chose de neat, donc da comungide.

Nous ne détaillons pas ici la démonstration, qui fait 'objet de Y'un des problémes des-
tinés aux €léves que nous avons présentés, et aussi I'objet d'un avtre atelier de cette Université
d’été". 1 s'agit encore de changer, a partir de considérations géometriques sur les triangles
semblables, I'élément différentiel et la fonction a quarrer. Cetie transformation {que LEIBNIZ
généralise sous le nom de méthode des méamorphoses) permet &’ obtenir une fonction dont on
peut trouver une primitive (évenmellenent sous forme de développement en série, comme ici).

"Comume I'écrit Claude Metker dans Le calcw! intégral dans fa dernibre wuvee stientifique de Paseal, 1995,
TREM de Besmgon.

11 ¢’ agit de | expression de 1"aice du cercle unité sous forme de série. [e procéds est délaillé dans le texte de
probleme inspiré de la “lettie 4 La Roque™, dans Mnédmosyne, n® 13

YGilles Bonnefoy.
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Mais LEIBNIZ s apercoit alors que beaucoup de ces résultats ont déja été obtenus par
d'autres méthades, et abandonne ses recherches géométriques.

4 Troisiéme étape : Retour au caleul des différences finies. La nouvelle
notation

D’autre part, il faut cxposer comument, peu & peu, notre auteur est parvenu a un nouveau gene de
notation, qu'il a appeld “valenl différentiel”.

Déja, en 1672, Huygens lui avait proposé, alors qu'ils 5’entretenatent des proprités des nombres,
e probléme suivant © trouver la somme d'une série décroissante de fractions dont les muimérateurs
sont égaux & 1, ot dont les dénominseurs sont les nombres tiangulaires ; sormme que Huyzens avait
trouvée dans des travaus de Hudde sur estimation de la probabilité, Notre auteur trouva que la
sotnune Ekait 2, ce qui flait en accard avec la proposition de Huypens,

2 2
- m--1?

ce qui permet i la “propriéé des dif-

D mérme coup, i décousril les sommes des séies de nombres do méme genre, o les dénominateurs
sond des nombres combinatoices quelcongues, eten fit part & Oldenbourg en Béerier 1673, dans one
lettre publiée par les adversaires. Qnand I'autewr got vu, plus Laed, le riangle arithinétiyue de Pascal,
il gréa, sur cef exeinple, le angle Hamonigoe.

Triangle Arithmélque, o Ia suite fondamentale est constiluée par une propression Arithimg.
tique: 1,2,3. 4,5, 67, ...

1
i 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 5} 4 1
1 2 10 10 5 1
1 & 15 0 15 # 1
1 ki 21 35 Ei 21 7 1

1
1
1 1
H 3
1 1 =
2 8 E]
L ! L L
] 12 [ i
| L LN 2 L
B a5 ED) b 5
1 1 1 1 e L
[ a0 [ &l 50 G
1 1 L 1 L 1 L
H az Tos i 10k 12 7

Duns le tmangle harmuomicue, si Ton divise les dénominatenrs de o'importe quelle suite oblique
deseendant & Pintini ef, de méme, de n'importe quelle suite paralléle finie, par iz dénominatenr du




i

lerme comespondant dans la suile premitrs, on obdent les nombies eombinaluires ligurant dans le
triangle arithmétgue.

Par ailleurs, ce qui est commun aux dews riangles, ¢ est que les swites obliques sont déduites
les inas des aulres par somme ou par différence, Dans le triangle arithmétique, une suite donnde est
ohtenne en fidsanl la sorune de a suite précédente 1a plus proche, on en faisant la différence de la
suite imminddiatement consécutive ; mais, dans le miangle hannonique au conteaire, une suite dunnée
est obtenue en faizant 1a somme de la suite immédiateiment consécutive,

Drodnal s'ensuit'

LN U S T O S S
172734 5 67 0

el L 1l e = 2 4

[ T T TR S S | 4

EUME I I R T

171t Tt E YT T o,

LS S O N R A 4

It et et e tan T T 3

&l ainsi de soite.

1l s’agit de la méme idée qu’an §2, avec une disposition différente : la somme des termes
d’une diagonale, en partant de I'infini (en bas), s’ oblient sur la diagonale précéden(e en prenant
le nombre inumédiatement au-dessus. Pour que toutes le sommes commencent pa.r , il suffit de
multiplier tous les termes par le dénvminateur de la premiére fraction.

La premiére égalité est assex étonnante, mais si on complete les diagonales par [1) elle
s’ obtient natuzellement !

ajouter en partant de 1'infini

A partiv de ces somumes, LEIBNIZ obtient ies sommes d’auires séries, en se ramenant anx
précédentes par une méthode d’identification. Cette méthode fait I’objet de 1'autre probleme
desting aux £léves que nous avons examiné. En voici seulement un exemple

14 . . o f ; : . H Lo Pt
En somumant les termes J'une obligque, on obtient le premier terme de 1 oblique précédente; ici tous Ies termes
sont de plus multipliés par Pinverse du premies lerme de 1 obligne.
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. ) ; o edria L i 1 -
Snitz =1,0u2, ou 3, ele. .. le lerme général de 1 série 5 + 3o + go+eto.. . est T'—‘W gt

cherche le tenme géndral de la série-somme ; on examing par Lla méthode a plus simple si l’on peat

Totienir sous L (grme suivante + -5 O OUra L

I3 3 _ b 1
bt 4o Et--b e bR blr 4 bod Bher + 2 e+ R+ 3

En identifiand cey deux I'mmules oy et
h=2eh=1,dmc: ¢ h 4+ b= B 50dt: 4+ 4o = Boue = L, etenfin: bo+ ¢ — 3, ce qui
en décounls,

1
Done le eerme général de la série-sormne est @ 5 3 | soit 7

. 1. . . . . o . . . P N
Remarquons la nouvelle notation : la suite est désignée par son terme général o, ol

T désigne le rang du tenne (ce que nous notons généralement ), conune dans le §2, Cette

notation identique pour les fonctions et les suites va faciliter le transfert des méthodes de caleul
5 Le passage aux différentielles géométriques

LEIBNIZ poutsuit sans transition: {en se désignant loujours par “notre avteur™)

Ce, nptre avtenr remarqua aiséiment que le caleul diffdrenticl, dans le cas des Figures gdométriques,
élait dtonmamiment tacile pour celei qui s'est exercd ) manjer les nombres, puisque, daus les Agures,
les difigrances et ce qui différe sont des incomparables ; wules les fois gue sont rapprochdes, dans
ure wcldlitian ou wie soustraction, des grandeurs Incommparatiles, las petites sont wégligeables par
rapport aux grandss ; aussi, les guantites imationoelles ne sout-elles pas moins faciles a diffdrencier
que les sourdes'®, ou gue les quantitds exponentielles, 4 1'aide de logaritnnes.

Certes! mais ceci ne nous dit pas ce que signifie différencier une grandeur géomélrique ! 1a
1EPonse suit ©

D'autre parl, il observait que les lignes infiniment petites gui se présentent dans les figures ne sont
que les différences relatives aux moments des lignaes variables,

Pour comprendre I importance de cette remargue, il fant remonter  ses premiers mannscrits :
d’aprés ceux-ci, il semble bien que la notation [ (d°abord notée oma) el d (d"abord indiqué en
dénominatcur), soit apparues dans le contexte géométrique, et immédiatement appliquées de
facon formelle dans Jes calculs. Mids d n'apparait pus comme notation de Uélément d'acerots-
sement. Dans les sommations, celui-ci n’est tout simplement pag €crit | I'auteur indique sim-
plement, s'1l v a ambigu‘l‘té  quel axe est appliquée la sonumation, Sur cet axe, la découpage
est toujours régulier'?, §'il s'agit de 1'axe des abscisses, cela revient & prendre die constant, Ag
départ, d indique seulement 'opératenr inverse de f .

Ftant dom { [I'oxdonnde]. et sa relation avec z [la variable]. trouver [ 1, Ceci doit étee obtenu par
le calcul contraire, ¢est-3-dire, supposons que [{ = pa. Soit{ = 2 | alors de méme que I les
aceroit, d va diminuer la dimension. Mais [ signifie une sotme et o une difféence. A partir d'un
y donné, an peul toujowrs trouver £ ou £, ¢est--dire la différence des '7.

*Panmi les guantités que nous appelons irationnelles, Leibuiz distingue les sourdes qui peavent s'exprimer 3
I aicle de radicaux, el bes autres qu'il nomme fmationnelles,

15 A Iépaque, il a*était pas &'usage & indiguer élément différentel dans la sommation. Pascal par exemple
le sous-entend généralement, et T'on salt quel est I* élément de sommation en regardant justement quelle ligne
hénéficie d'un découpage équidisant.

T Manuserit du 29 Octobre 1675, CHILE p. 82.
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Ce n’est qu’ensvite que LEIBNIZ remargue que les accroissements des lignes correspon-
dent & dic, dy, ds. Et ¢’est dans cette relation entre la quantité accroissement de la variable et
I'opérateur 4 que se nouc ke calcul différentiel. Elle permet la traduction du calcul algébrique
en propriétés géométriques, et réciproguement.

Dans vne lettre 4 L' Hospital de 1694, Leibniz est un peu plus explicite. Aprés avoir rappelé
briévement comment il a obtenu les formules (3), il écrit

Reconnaissant dooc cette grand utilité des différences et vovant que par le caleul de M. das Cartes
Uordomnée de la courbe peut gstre exprimde, je vis que trouver les quadratures ou les sommes des
ordonndes n'est autre choses que trouver une ordomnde (de la quadratice) doot la différence est
proportiomnelle & Pordomnée donnde, Je reconnus aussi bienlost gue twouver les angentes n'est
autre chase gue différentier, et rouver les quadratures n'est aubre chose goe sowumer, pourvu qu'on
suppase les différences incomparablement petites'®,

Pour trouver la quadrature de i on calcule la somme des rectangles ydzr @ ¢ = f ydx est
ainsi interprétée comme une semmation, Mais elle signifie aussi que & est une quantité dont 1a
différentielle est yds (interprétation comme une inzégrarion'™).

Notans que pour la quadrature, comme pour les tangentes, la rédaction de cet extrait suppose
que les J sont égaux (et c’est dx qui donne le coefficient de proportionnalité). Pour une
guadrature on sonume des rectangles de base €gales : “la somme des yda” devient “la somme
des y” sidz = 1. Pour les tangentes, st dr = 1, la valewr de dy permet de construire 1a tangente,
au mayen du triangle différentiel.

Cela tombe bien, puisque dans les formules du §2, dic valait 1. A un coefficient de pro-
portionnalité prés, les résultats du caleul des différences finies restent valables, Cette condition
dx = 1 indique simplement que = est considérée comme la variable (elle peut se lire aussi : la
différentielle de la fonction i — x est €gale & 1).

Cette convention sera abandonnée en pratique dés lors que la variable n’est plus . Nous
avons dit que pour LLEIBNIZ, y n'est pas une fonction de # au sens actuel: « el y somt des
variables lides par une reladon. Quand dr apparait, c’est que x est elle-méme fonction d’une
variable déterminée (par exemple 'abscisse cuurviligne) ov non, le choix élant fit plus tard pour
la commodité des caleuls.

Dre plus, 1a définition de o conime opérateur permiet la réitération, grice a la notation ex-
ponentielle dont LEIBNIZ élacgit ici le champ, el le nouvean caleul va définir les régles qui
permettent de combiner d et | avec loutes les autres opérations, petmettant ainsi le traitement
de beaucoup plus de courbes,

i, de la iéme fagon que les quantités considérées jusgo’ici par les analystes avaiant des fonctions
telles que, par exemple, les puissances et les racines, de méme, désormais, des quantités considérdes
cormne des variables admettent de nouvelles fonctions, comme par exemple les différences. Tout
COMINe nous avons ex jusquiici los fonctions x, zx, 2 et ., g, vy, v, etc. .., de méme, nous
puuvoens emplaver dx, difz, 457, oo, .. Ainsi, méme les Courbes que Descartes a exclues de sa
Géométrie, o kat que “mécamiguas”, pauvent dre exprimées par des équations appropries et
traisées par ke caleul, ce qui libére Fesprit de Vattention continuelle qu'il porte aux fipures,

Dis lors, oul ce qui, autcefois, Stait donné dans des figures, pouviil ére exprimé par le calcul. En
effet, /duwdz + dydyy exprimait un élément ds courbe, pdr une portion de son aite ; du fait gue

E(GERHARDT, MS., Tome I, p. 260.
“Signalans au passage que le ferne “Hldgrale” apparait en 1690 sous la plume de Jacgues Bernoulli dans une
lettre & LEIRNIZ.
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Syt et [ ady sont complémentaires, il ressort aussitht avec Svidence que : flzy} = wdy + yibr,
s0il, i I'on peéfere - my = [ zdy + [ yd. bien que ces stgnes varient parfois.

La différentielie du produit est obtenue ici par un raisonnement géométrique ;

A — Y

X 2z

En prenant A comme avigine et une courbe AZ, I'aire de la partic blanche est [ yda, celle de
la partie complémentaire grisée [ zdy, et 'aire du sectangle est £y, Cetie méthode correspond
aux essais de LETRNIZ dans ses premiers manuscrits (1675). Mais dans une letre de 1677 &
Oldenburg (destinée & Newton), il raisonne sur les ordres de grandeur, Cette méthode est reprise
dans un aticle de 1710 sur I'analogie symbolique enlre les puissances et les différences:

doy) estla différence entre (T + clic (= dy) el iy, ¢ est-d-dire entre un produit donné et 1e produit
immédiatement conséewdf. Or {a — duly + dy) = =y + ydo 1 xdy + dedy . en soustrayant xy,
il vient @ ydx + xdy — dudy | mais puisque die et dy sont incomparablement plus petits que x ou 3,
drdy sera done incomparablement plus petit que wdy et gz, par conséguant nous I éeartons pour
aboutir en définitive a (x + del{y — dy) — w0y = g + xdy®

Tin fait, nous voyons que c’est par un aller-retour incessant entre les démonstrations de type
géomeétrique et celles de type calculatoire que LEIBNIZ teste et affine sa méthode ; il donne A la
fin de Historia et Origo un exemple de double démonstration de ce type pour un théorgme sur
les moemenis.

Ce nouveav caleul présente I'avantage de prouver simplement tous les résultats déja connus,
mais surtout d’éludier de nonvelles cowbes, délinies par des équations transcendantes, (est en
particulier en cela qu'il estime avoir amélioré le travail de Descartes.

Aingd, méme les Courbes que Descanes & exclues de sa Géoménie, en tant que “mécaniques”,
preuvent Etre exprimées par des équalions approprides et traitées par le caleul, ce qui libére esprit
de 1"attention conlinuelie qu'il pore aux figures.

Par ailleurs, & condition de considérer soigneusement les ordres de différentiation, la métho-
de s'élend & d’autres problémes que les quadrature ct tangentes

Lorsqu'on applique le calenk différentie] i Ja Géomélrie, les différences de premier ordre COTTEspon-
dent exactement aux tangentes, les différences de second ordre aux cercles oseulateurs {dont noue
jeutte homme a introduit lni-méme I'usage), et on peut procéder ainsi de suite. Or, ces procédds
e s’appliquent pas seulement aux Langantes et aux gquadratuees, mais 4 toules sortes de problémes
et de théorérmes, ot sont diversemenl mélées dJillérences et imégrales {sclon la lerminologie de
I'ingénieux Bernouilli), comme cela se prosduit 3 ordinaire dans les prablimes Plhysico-mécaniques,

M wya pas de figure & cet endroit du texte, mais celle-ci se (rouve un peu plus lain, pour o raisennsment du
wéme type, avec un intégrande plus compligué. Cela revient  une intégration par parties.
U Symbolismus manorabilis. .. in PARMENTIER, p. 417.
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Ce qui permet & T.EIBNIZ <& conclure, gu’étant “parvenu & quelque chose de plus €levé et
de plus général” que ses adversaires, on ne peut 1" accuser de plagiat.

Conclusion

Aun terme de cete éude, nous restons un pen sur netre faim. Nous ne trouvons aucun
“pussage i la imite™ qui justilierail le passage du discret an continu, des différences finies aux
différentielles.

Des translonnations qui reviennent pour nous 4 des changements de variable ou & des inté-
grations par parties permietient de ramener les catculs 4 des quadratures connues (et prouvées
par la méthode d’exhaustion), ou i des développenients en série de fonctions dont on sait faire
les guadratures. Ces transformations sont justifides tantét par des considérations géomeétricues,
tantét par un caleul formel dont les régles sont simplement données sans preuve dans le Nova
methodus™,

Alalueur de ce texte el des nanuscrits que j'al pu trouver, voici comment je vois le déroule-
ment des faits :

Les observations sur les suites mettent cn évidence les deux opérations réciprogues @ dif-
férence et somme, sans que cela soit formalisé, fante de notation adéquate.

Puis commence le travail géométrique sur les aires, Les travaux antérieurs des géometres,
associds A la notation de Descartes, les font apparaitre comme sommes de suites. Le triangle
ditférentiel de Pascal fait déconvrir & LE1uNLZ une relation entre quadralure et tangentes, qui
n'est pas encore celle dont wous avons I"habimde entre différentiation et intégration, et une
technique de “métamorphoses” qui revient 4 transformer les intégrales.

Emergent alors simultonément la notation par une seule letire d'une suite et d'une fonction,
(lettre qui représente 4 la fois un terme on une ligne et 'ensemble de tous les termes on de
toutes les lignes) et les synmiboles -et le concept- des opératenrs réciproques sur ces objets, avec
les symboles [ et d. La réciprocité observée sur les suites suggére sans doute celle posée par
définition, puis interprétée, sur les opérateurs en géonéirie.

LEIBNIZ explore alors, 4 son habitude toutes les régles de combinaison avec les autres sym-
boles connus, en méme temps que T'application systématique a la géométrie, Cette recherche
utilise en alles-retours constants Uinterprétation géometiique et les analogies formelfles.

Les justifications “métaphysiques™ n’interviendront que plus tard, quand les interlocuteurs
de LEIBNIZ insisteront, sous forme d'une théorie assez floue sur la nature des infiniment petits,
les ordres de grandeur, le principe de continuité, etc. Tl est d’ailleurs remarquable que dans ce
lexle écnit & la (in de sa vie, LEIBNIZ 1’y fasse aucune allusion,

Sans aucun doute la conviction de LEIBNIZ. en relation avec sa vision du monde, est davan-
tage fondée sur I Rarmonie formelle de son caleul. d’vne part, et son efficacite dans la résolution
des problémes géométriques, d’autre part.

Faut-il le regretter 7 je laisse la réponse au grand mathématicicn André WEIL :

“Rden n'est plus ftcond, tous Ies mathématiciens le savent, que ces obscures analogies, ces froubles
eflets Fune théorie 4 une wutre, s furtives caresses, ces brouilleries inexplicables; rien aussi
ne domne plus de plaisic au cherchens. Un jour vient ot Uillusion se dissipe; le pressentiment se
change en certitude; les théories jumnelles révilant leur source comunune avant de disparaitee; comme
Venseigne 1a Gita on alteint i la connaissance et a I'inditférence en méme temps. La métaplysique

Zpublié en 1684, PARMENTIER, p. 96-117.

est devenue mathématique, préte 3 fonner Lumatiéte d"un Lraité dont la beauté froide ne saurait plus
1oUs EMOUVoir,

]

Nows voyons les analogivs entre le calcul des différences nes et le calcul différentiel servir de
guide A Teitmiz, & Taylor, @ Euler, au cours de la période héroique durant laquelle Berkeley pou-
vait clire, avec amlant d"hwmour que d"i-propos, que les “crovants’™ du calcul infinitésimal étaient
peu quatifigs pour criliguer Pobscurild des mystéres de la religion clirétenne, celui-Ti étant pour le
moins aussi pein de mysteres gque celle-of. Un pen plus tard, &' Alemnberl, ennermti de toute méta-
physique en malhématiques comme aillewrs, soulint dans les articles de i Encyelopédie que la vraie
métaphysique du calcul infnitésimal n8tait autee chose gue Ta notion de limite. $'11 ne tira pas
lui-méme de cedte idée tout le panti dont elle éail susceplible, les développements du siécle sui-
vant devaient lui doner aison; et vien oe sawrait 8ire plus chair avjourd’ bui, nd, il faut le dire, plus
emsyeux, qu'un exposé correct des éléments du Calenl différentiel et intégral™,*

Ouvrages référencés dans les notes ¢

LM, CAD, The early manuscripis of Leibniz, 1920, The open court publishing company,

M. PARMENTIER, (W Leibniz, Lo noissance du caleal différeniel, 1989, Vrin,

C.1. GERHARDT Marhematische Schriften (7 vol) Berlin et Halle, 1848-1863, véedition Hilder-
sheim, 1963,
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1l ¥ a 500 ans, un cours de maths
fut immortalisé sur toile, .,

ROELENS Michel
KHL, Lerarenopleiding, Hasselt (Belgique)

Ahbstrael

LUnc main dessine une figure géométrique swr une ardoise. 11 s°agit d'un détail d’une
peinture d'il ¥ a 500 ans, représentant un cours de mathématigoes. La main appartient i
quel professeur? Qui est ie peintre? Qui est I'éleve? Quel est le sujet du cours? Bn partant
du tableau, nous ticherons de reconstmire ce cours historique et de I'adapter 3 nos éléves de
’an 2000. Ceci nous aménera auptés des Eléments d’Euclide, des artistes-mathématiciens
de la Renaissance et de histoire des polyédies.

?%_ 't:’“afimﬁ,.

£ Fpeta apt plinceand peefd
Stk voyrad moreTares Y e gix
&m;’{mﬁé ks elefopiiezy
J molprnald arturedi aipe
razi EhaneraraL i witcag -
r il b B Eeu;
ptifiaing s Youmele ¢ ade
tittralubs TR EAE
;gmlrxgmia Lee
ﬁmmm e
ﬁﬁb}‘ﬂi )
: "k it
mg kicne
- ida.

461




1 Le tablean

A Naples, sur une colline verte gui surplombe 1a ville, se trouve lc sompgux Museo di
Capodimonte. Tans ce musée, la peinture reproduite dans la Figure 1 n'est, pour .la plupart
des visiteurs, qu’ane toile parmi d'autres. Mais pour nous, professeurs de mathématiques, elle
constitue un documient capital concermant Lhistoire de 1a géométrie et de son enseignement. Du
moins, si I interprétation de NICK MACKINNON! [5] est exacte.

La toile est peinte & Venise il ¥ a environ un demi-millenaire, 0 pleine Renaissance. l.e
professeur représenté au milien est le franciscain Luca PaCioLl, né en 144_5 it Burgo San Se-
pelero, en Ombrie (Ttalie centrale), village natal du peintre et mathématicien FIERO pEL.I.A
FRANCESCA qu'il a bien comu. Pacioli est I"auteur de Swmma de arinnetica, geomerria, pro-
porzioni e proporzionalig, traité encyclopédique des mathématiques rédigé en italien (’et non
en latin) et publié & Venise en 1494, contenant entre autres un compte-renchy des Eléments
d'EUCLIDE. C'est le gros bouguin A droite sur la peinture, sur lequel repose le dodécatdre. Il.:i
également écrit La divina praporzione, un petit livre sur les poly&dres et la section d’or. recopié
en grande partie du Libellus de Piero della Francesca, et illostré par le grand LEONAIRDO D'bf
VINGE, ami de Luca Pacioli. Plutdt qu'un grand innovateur mathématique, Factoli était un viai
professeur ambulant, voyageant dans les différents €tats de I'actuelle ltalie (en guertc entre enx)
afin d'cnseigner les mathématiques.

FIGURE 1 : Le portrait du Fréve Luca Pocioli, MUSEO D1 CAPODIMONTE (NAPLES)

fque je remercie pont ' avoir autorisé i baser cot atelier sur san interprétation du tableau.
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On voit Luca Pacioll dessiner d’une main vne figure géométrique sur une ardoise pen-
dani gqu’il montre de 1’autre main un passage dans un livie cuvert. 5’agit-il, comme beaucoup
d’historiens de I'art le prétendent, d'un “portrait de mathématicien entourd d’attributs mathé-
matiques” T Ou serail-ce plutdt un “reportage” d'un cours de mathématiques gui a vraiment eu
liew, reportage sur toile 4 défaut de caméra vidéo 7 Méme si I"on en aura peut-&tre jamais la
certitude, celte deuxitie possibilité est de loin la plus intéressante pour nous et pour nos éléves.

Le dessin sur ' ardoise représente un cercle avec un irjangle équilatéral inscrit et un trait que
Pacioli est en train de tracer. Ce irait est un cété d'un pentagone régulier inscrit (Figure 2).

Fiaore 2. Le dessin de 'ardoise

Le livre ouvert sur la tahle est une mraduction Tatine des Eléments d’Euclide, imprimée en
1482 & Venise par ERHALD RATDOTT. Mackinnon a méme pu identifier Ia page exacte et le
théoréme que Pacioli indique : le carvé dit edtd od'un trigmgle équilatéral est le tiple du carré
dur vayon de son cercle circonserit. Cect relie le livee ouvert 4 la figure de I'ardoise. Reste
a trouver le lien entre cette figure et les polyédres, car le vrai sujet da cours, tonjours selon
I'interprétation de Mackinnon, n'est pas cette figure plane en soi, mais une propriété importante
des polvédres réguliers lie 4 la figure de I"ardoise. . . Le lecteur découvrira cette propriéié dans
le paragraphe 3.

Qui est 1'éléve, & droite sur le tablean ? Le tableau est dédié 3 GUIDOBRALDC DI MONTE-
FELTRO, fils de FEDERICO, duc 4'Urbine. Certains en concluent que Guidobaldo est P'éleve,
Cependan, il ne lui ressemble pas. La ressemblance avec ALBRECHT DDURER esl bien plus
forte (Figure 3). La rencontre de Diirer et Pacioli n’est pas démontrée, mais on sail gue Diicer
était & Venise pendant I'hiver 1494-1495, oii il a beaucoup appris en géonétiie et en peinture.
De plus, Pacioli €tait égaleinent & Venise pour la parution de 1a Simma. Diver ne s exprimait pas
couranument 1i en Jatin ni en italien, mais I"éditeur allemand de {a Sunsma, le méme Ratdolt qui
avait imprimé les Fléments, pousrait bien avoir facilité la rencontre entre les deux géoindires.
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FIGURE 3. A gauche : portrait de Guidobaldo par G1aCoMO FRaNCLA (détail)
Au mitien ; autoporirait de Diirer en 1493 (détail, image renversée)
A droite : autoportrait de Diirer en 1498 (ddeail, image renversée}.

Un autre lien possible enire Pacioli et Direr est le peintre du tablean. La toile est signée
“Taco. Bar”, T.e peintre est donc sans doute JACOPO DE” BARBARI, quoigue certains historiens
de 1art le contestent et attribuent Ia toile 2 un peintre mystérieux dont aucune autre toile ne serait
conservée. On sait que de’ Barbari a connu aussi bien Diirer que Pacioli. Ceci est argumentg
largement dans [5].

Le polyadie en verre, 3 motfi€ rempli d'eau, est sans doute ajoulé aprés par Leonardo da
Vinei, seul peintre de la Renaissance capable de cette prouesse. La réflection de la lumigre des
fenbtres dans le verre et dans 1'eau est parfaite. Pacioli possédait une collection de polyedres en
verre, el on sait que da Vinci et Pacioli étaient trés amis (an point d’avoir méme cohabité).

2 Polyédres réguliers et semi-réguliers

Pour comprendre 1'importance historique du cours de mathématique représente surle tablean,
il faut connaitre un peu Phistoire des polyedres.

Un polyadre convexe est dit régulier si les faces sont des polygones réguliers égaux et si. de
plus, & chague sommet e méme nombre de faces se rencontrent. Fn raisonnant sur le nombre de
faces par sommet, il est aisé de découvrir qu'il n'y a pas plus que cing possibilités. kn cffet, &
chaque sommet i} faut au moins rois faces, et la somme des angles qui "y rencontrent doit &re
inférieure A 360°. A chague sommet on ne peut donc avoir que trois, quatre ou cing triangles
équilatéranx, trois carrés ou trois pentagones réguliers. Ce raisonnement démontre qu'il n’y en
a pes plus que cing. De plus, en les “construisant™, on peut démaontrer que les cing polyddres
réguliers existent : le rérraddre, |'ocraédre, Vicosaédre, le cube (hexaédre) et le dodecaédre
{noms grecs indiquant le nombre de faces}. Quoiqu’ils élaient connus avant PLATON (4° siecle
2.C.), on les nomnie corps platoniciens. Ce philosophe et mathématicien grec les associa aux
éléments constiuants de la nature : feu, air, eau, terre et I"univers {Figure 4). T.e raisonnement
esquissé plus haut, démontrant qu'il n’y a pas plus gue cing polyédres réguliers, apparait dans
un teste de THEAIRTE, €leve de Platon,
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FIGURE 4. Les cing corps plaloniviens associés aux “éléments” (dessin de KEPLER}

Les Eiéments d’EUCLIDE aboutissent, dans le treizidgme et dernier livre, i la constiuction (et
donc i |a démonsiration de ’existence} des cing corps platoniciens, Ceux-ci tiennent donc une
place d’honneur dans la péométrie grecgue; en exagérant un peu on pownait dire que le reste
des Eléments n'est qu'une introduction pour arriver i cette apothéose. . .

L astronome. astrologue et marthématicien JOHANNES KEPLER (vers 1600 tail tellement
impressionné par la beauté des polyédres réguliers, qu'il les utilisa pour expliquer I hanonie
du systéme solaire. Les trajectoires des six planétes connues i 1'époque seraient situdes sur des
sphéres inscrites et circonscrites aux cing corps platoniciens (Figure 5). Plus wuxl, quand les
observations se faisaient de plus en plus précises, il dut abandonner ce modile et le remplacer
par les “lois de Kepler” encore enseignédes anjound’ hui,

FIGURE 5. Systeme cosmologique de Kepler (Mysterium cosmographicum, 1596}
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Un polyédre convexe est dit semi-régulier si les faces sont des polygones réguliers de plus
d’une sorte et gi, de plus, & chague soymmet on retrouve la méme configuration. Les treize corps
archimédiens satisfont A cette définition, ainsi que deux familles infinies : les prismes ct les
antiptismes (Figeie 6). Les treize corps archimédiens ont ét€ déconvert par ARC HIMEDRE (3°
siecle a.C.), mais son texte & ce sujet cst perdu. A la Renaissance, une partie de ces treize
polyédres furent redécouverts pat Piero della Francesca, Pacioli, iirer. .. Pour une description
de tous les treize, il faut attendre Kepler.

Le polyzdre du tablean (Figure 1), & moiti€ rempli d’eav, est un des treize corps archimédi-
ens, le rhombicuboctagdre (le numéro 10 dans 1a Figure 6). Tl a la particularité d'avoir un Ypetit
frére”, moins symétrigue mais satisfaisant également & la définition de semi-régularite formuléc
plus haut (Figure 7). On pourrait dire quil ¥ a, & pait les prismes et les antiprismes, 13,3
polvidres semi-réguliers, Te rhombicuboctacdre du tablean symbolise doublement les quatre
déments. En tant que polyédre composé de carés ct de triangles équilatéraus, il réfere aux
quatre premiers ¢orps platoniciens. De plus, il réunit en soi 1'eau, 'air, 1 terre (matiére dure.
symbolisée par le verre) et le feu (symbolisée par le reflet de a lumiére).

FIGURE 7. Le rhombicuboctagie ef son “patit fidre”
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3 Dodécaédre et icosaédre selon Euclide et Pappos

Partons & la recherche du sujet précis du cours que Pacioli fait & Diirer. 1l nous faut donc
trouver le lien entie 1a figure de ’ardoise (Figure 1) et les polvédres régulicrs. (Laissons de cété
le thombicuboctagdre puisqu'il a probablement été ajonté aprés),

Euclide construit le dodécaedre en partant d'un cube pourvu de “créles” rectangulaires (Fig-
ure 33, Les extrénilés des créles sonl relides aux sommets du cube de fagon 4 obtenir des pen-
tagones. I1 s"agit cde montrer qu'il esl possible, en adaptant les dimensions des crétes, &’ obtenir
des pentagones plans el réguliers (équilatéraux et équiangulaires), Plut que de lire ligne aprés
ligne les démonstrations d’Euclide, faisons-le de notre fagon, soit-elle anachronique par en-
droits. Grice a la syméhic, il suffit de g occuper d'un seul pentagone.

FIGURE B. Construction du dodécaddre selon Euclide

Dans un pentagone régulier, le rappoit diagonale/cité égale

14++/F
o % 1,618,

le nombre d’or. (Rappelons que ¢* = o4 1 et 0! = ¢ — 1, identités qui seront utile a cevx qui
voudront vérifier les caleuls ci-dessous). Ici, la diagonale du pentagone, ¢’est U'aréte du cube.
Partons d'un cube d'aréte afin d'oblenir un penlagone de cité 1. Ainsi, b longueur des crétes
est déterminée : ¢’est 'unité. Resie & fixer la Jargenr u des créles. Afin gue le pentagone soit
plan, les deux “marches” de 1'escalier indiqué dans la Figure 8 doivent avoir la méme pente.
Ceci nous fourmit 1'équation

st e
=

dont la solution est ; w = 5 Les crétes sont donc des “doubles carrés”. Vérilions niaintenant
que ce pentagone plan est véritablement régulier. Pour qu'il soit équilatéral, il suflit qu’un ¢5ié
reliant ta créte 4 un sonuuet du cube mesore 1'onité. E1 ¢’est bien le cas, car

() + @+ () =
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On pent se convaincre de 1 édguianguiarité du pentagone par I’argument suivant : de tous les
pentagones équilatéraux de o€ 1 et ayant une diagonale égale A , le pentagone régulier est le
seul qui soit symétrique par rapport & la médiatrice de cette diagonale (Figure 9).

FIGURE 9. Argument de symétrie pour I'équinngulacité

Remarguons qu’en reliant les “bases” des crétes, on obticat un icosagédre (Figure 10). Les
commentaires de I’édition [3] des Eléments 4’ Buclide attribuent cette constiuction 4 un certain
H. M. TAYLOR. La construction d'Euclide est un pen différente.

FIGURE 10, Icosaédre dans un cube

Avons nous, jusqu’a présent, rencontré un triangle équilatéral et un pentagone régulier_ in-
scrits dans un méme cercle (Figure de I"ardoise} ? Helas non, cc qui nOUS Contraint & poursuivrc
notte recherche. ‘ .

Pareos, mathématicien Grec en Alexandsie (aciuelle Egypte} vers I'an 306, construit ¢
dodécasdre et 1Vicosatdre A partir d'une sphére (Figure 11).

FIGURE 11. Construction du dodécatdee et de 'icosaédre selon Pappos
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Les sommets des polyedres sont placds sur quatre “étages” horizontaux. Pappos démontre
qu’il est possible de déterminer les hautcurs de ces étages de telle fagon gue ces deux palvidres
soient 1éguliers. Calenlons ces hauteurs & partir du plan équatorial et en prenant comme unité
de tongueur le rayon de la sphere. Limitons-nous aux hauteurs des éeages supérieurs.

Commengons par le dodécagdre. Supposons qu'il est régulier et calculons 1a hawenr A de
T"étage supérieur.

FIGURE 12.

Pour conngitre 7, il suffit de conaaitre le rayon r du cercle circonscrit 4 la face supérience
du dodécaddre (Figwe 12} ;
Avil—r2

Rappelons le rapport suivant entre le c6té = d'un penlagone régulier et le rayon + de son cercle
circonserit

ce qui nous donne
—
22

/
h - ! 1 - T = =\
VT {¥)

It suffit donc de trouver la valenr de U'aréte z du dodécaddre inscrit dans la sphére de ravon 1.

e, e

FIGURE 13a. FIGURE 13b,
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Le quadrilatére indigué dans la Figure 13a est un carré. En effet, ayan} deux cé}és pm.‘alléles,
il est plan. Un guadrilatére plan dont les sommets se tl’mwcnt SHX une :spherc, est necessj'mllﬂenwxilf
un quadrilatére inscril. Comue de plus les guatre cités sont égamli, c\.est .dmlm un carré. Le ¢o _c
de ce carré mesure iz oft z est 'aréte du dodéeaddre. Le quadn]alere‘ujdlque dans la Figure
L3b est un 1‘cclang]c. (car les diagonales sonl €gales et se coupent au milien) de largeur w, de
longueur V222 (c'est la diagonale du carré de la Figure 13a) et de diagonale 2. Le théoréme de
Pythagore nous foumil Ja valeur de z :

() + (VEpz) = 2
2
/3
Substituons dans (¥} : —
! &
h—=til—=- =
L SV
_, ;IE’_"T 25 ()
15
20, TOAT.

Nous avons done calculé la hauteur de I'étage supérieur pour le dodécaddre. Aulieu de cﬂlctller
1a hauteur de 'étage ’en dessous, passons pludt 3 I'icosagdre, Caleulons la hautew f.a de
Véage supérieur (toujours A partit du plan équatorial et le rayon de la sphére €lant (onjours
FFunité}.

Taut comme pour le dodécagdre, nous avons

b=

ol ' est le ravon du cercle circonsciit de la [ace supérieure. Le¢ rapport entre le coté d'un
wiuangle équilatéral et le rayon de son cercle circonscrit est

2 =5

ce qui nous denne .

v ]
= \II-'II 1 -

z

{4 %)

Recherchons done 1a valeur de aréte 2' ¢’ un icosagdre inserit dans une sphére de rayon 1.
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FIGURE 14.

Le quadnilatére indiqué dans la Figure 14 esi un rectangle car les diagonales sont égales et
se coupent au niiliev. Cest méme un “rectangle d'or™ : sa largenr est 2 et sa longueur est la
diagonale d'un pentagone régulier de c6t€ 2', donc 7', Le théoréme de Pythagore nous fournit
la valeur de 2" :

2t () 2P

[ 2
Substitnons dansg (5%%)
! 3
ho= l— 77—
C T T et
! —
_ f.’ 5125
T
Cest exactement la méme valeur que (**} ! La hauteur de 1"étage supéreur est la méme que

pour le dodécagdre. Conclusion @ dans des sphéres égales, fe dodécaédre et Uicosaédre ont des
Jaces qui §'inscrivent dans des cercles égaux, Clest la figure de 1" ardoise !

Est-ce cette propriété que Pacioli enseigna & Diirer i} y a un peu phos d'va demi-millénaire, &
Venise? Il est peu probable que Pacioli ait lu 'entiéreté des Collections de Pappos, qui n'étuent
pas disponibles en Italic & cette époque. Mais on retrouve le méme résultat dans le 14 livie
des Eléments d'Euclide. Les Eléments contiennent 13 livres, mais un 14° et un 15 livie o €18
ajoutes aprés la mont d’Fuclide. L'auteur du 14¢ livre est un certain HypsI1CLES, 1.a propridid
que nous venons de découvrir par le biais de la construction de Pappos, en est la denxigme
proposition. La démonstration de Hypsicles repose directement sur . . . le théoréme que Pacioli
indigue de la main gauche dans le livre ouvert | Hypsicles en déduit un pen plus loin que fe
rapport entre les aires du dodécaédre et de Ulcasaddre est égale au rapport enfre lewrs volumes.
{Ceci découle directement de notre résultat i — A'). Bt dans 1a démonstration de ce corollaire,
on retrouve exactement . .. la figure de 'ardoise !

51 cette hypothése est exacte, et j'aime hien ¥ croire, tout se tient en rien de ce que I'on
voit sur la peinture n’est disposé 1a par hasard, Le conrs de Pacioli concerne 1apothéose de
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la géomeétie grecque, sauvegardée pendant le Moyen-Age griice anx Arabes et se répandant
en Iralie & la Renaissance. I1 transmet cette connaissance millénaire & Diirer qui 4 son towr la
diffusera au Nord de Alpes | Un moment historique dont nous sommes témoins en regardant
cette peinture !
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Une histoire des approximations successives :
des équations numériques aux égquations fonctionnelles

TOURNES Dominique!
IUFM de la Réunion (France)

Abstract

Faire un essai, observer attentivement ce qu'il advient et cuiger sa stratégie en con-
séquence © voici sans doute la démarche Ta plus naterelle qui soil pour résoudre un prob-
leme. Tout apprentissage n'est-il pas ke feuit d'une suite consciemment orgamisée d"“essais-
errewrs” 7 En mathématiques, ia méthode des approximations successives apparait comme
une formalisation de ce schéma général d'action. Une équation do aature quelconque pewt
toujours ='écrire sous la fonne = = p{z), o0 r est un élément incontu appartenant i un
ensemble donné et ol @ est un opérateur agissant sur cet ensemble. La valeur de 2 semble
urémédiablenient hors d'atreinte puisqu’clle s"exprime en fonction d'clle-méme. Cornment
soptir de ce cercle vicieux ? Iimaginens qu™un cettain raisonnement ait conduit i considérer
comme intéressante une valeur approchée x) de . II peut &tre tentant & appliquer & x;
I'opératenr  de maniére A obtenir la valeur comigée ry = w(x;} . Le miracle st de con-
stater que, seuvent, x, est une valeur plus précise gue ;. II parait alors prezque naturel
de recommencer ce calcul auto-correctif une fois, deux fois, ete., puis, st 1'on ose franchir
I"obstacle conceptuel, une infinité de fois, afin de parvenir & une solution gui n'a plus he-
soin d'étre corrigde, cest-a-dire & 1a solution exacte. Tace & une (elle conelusion, Gaston
Bachelard, qui a éudié la méthode itérative du point de vue épistémologique, n’a pas caché
son étonnement @ “ainsi, partl de n’importe oll, en substituant n’importe quoi, par le seut
jeu du systéme lui-méme on arrive & sa solution™, 11 reste toutefols & préciser la natuze de
ce qu'on entend par “solakion” ;s agit-il d'une sotution donnde @ prior dont on construit
des valeurs approchées anssi précises que 'on veut, oo bien est-ce le processug itdeatif hui-
méme gui définit un ohjet de type nonveau qu'on pent reparder ¢ posteriori comme étant
une solution ¥

La méthode des approximations successives a éé pratiquée sous des formes varides
depuis deux mille ans, d'abord pour les équations nomérigues, puis pour des éguations
plus générales dans d’autres ensembles que les ensembles de nombres. Pendant | atelier
de 'université d éié. nous avons tenté de faire revivie cotte longue histoire A travers la
lecture de lextes originaux. En raison de Ia duede limitée dont nous disposions, il a fallu se
restreindre A la présentation d'un petit nombre de textes, cholsis panmi les plus significatifs,
Lz caractére rédnctenr d'une telle démarche sera atténué, dans le compte rendu qui suit,
par 'insertion de nonbreuses références bibliographiques permetant an lecteur inéressé
de donner par lni-méme davantage d"épaissenr & notre émde’,

TUEM de T.a Réuning, allée des Aigues Marines, Bellepierre, 57487 Saint-Denis Cedex, et REHSEIS-CNRS,
37 rue Jacob, 75004 Paris, Counmier dlecttonique : touwimes & univ-reuion, fr.
l *BACHELARD, 1973, . 215,
T Alin de ne pas teop aloutdic celle bibliographie, nous ne donnerons pas de wigrences prirmaires, saul pour les
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1 Itérer les méthodes de fausse position

Dans une premiére partie, nous allons emminer les tentatives faites avant Newton pour
résoudre itérativemnent les équations numérigues!. Ces tentatives, relativement nombreises, se
rencontrent régulidtement dans les mathématiques grecques, indicnnes, arabes et occidentales,
et peuvent &tre placées dans la filiation directe des anciennes métbodes de fausse position.

a) Schéma de I’évalution de I analyse numérique des équations f(x) = 0

La premiére étape est celle des équations linéaires, qui penvent se mettre sous la forme
réduite g = B {ici, f{z) = ax — b} Dans les éerits mathématiques de toutes les civilisations,
on rencontre trés tot de nombrenx problémes dont la formalisation modeme conduirait 4 ce
type ' équation. Ces problzmes font I'objet d’un traitement ar ithmeétique consistant i “lester”
d* ahord une ou deux valeurs numériques particulitres de la quantité inconnue, et  les “corriger”
ensuite par un raisennement de proportionnalité pour en déduire la valeur exacte cherchée.

Dans 1a méthode de simpie fausse posifion, on cesaye une seule valewr 1), conduisant au
résultat by. Des €galités axr = bhetar, = by, ontire - = ; , Spit Tz = -E'b—l En revanche,
dans Ta méthade de double fuusse position, on s'appuie ‘sur denx essais T et Tz, ce L]lll méne,
en désignant par ¢; ct e les errewrs commises, aux égalités ax, = b+ e elary = b+ e
Le plus souvent, on §'arrange pour que F'unc des erreurs soit positive et I'autre négative, d’oll
les expressions parfois vencontrées de “régle du trop el du pas assez”, “régle de I’ excédent
et du déficit”, “régle de I'augmentation et de la diminution”, etc. En mu].llpllam la premiére
des galités précédentes par es et la seconde par ¢, puis en faisant leur d]ffé1ence on obtient

alegr; — cata) = bleg — € ). Iin combinant avec ax = b, 1l wient m = o . s0it enfin

1l faut bien siir lire cetre présentation des mdthodes de fausse position avec les précautions
qui s'imposent. La forme algébrique moderne ne refléte en avcun cas les processus mentaux
sous-jacents aux textes anciens qui nous sont parvenus; elle mwasque potamment les difficultés
lies, d'une pant a I'absence de nefations littérales, d’autre part anx contraintes numériques
(contraintes variables en fonction du systdme de numeération et des techniques opératoires en
usage on un lieu et un temps donnés)’,

On peut analyser les méthodes de fausse position d’une autre manitre, en faisant appel a la
notation fonctionnelle fiz} = ax — b et & une interprétation géométrique (voir Figure 1).

fextes Studids pendant I'atelier, T e lecleur ouvera ces références primaires dans les bibliographies des références
secanUaires auxguellas nous Te cemvoyons,

1Dnns le cay des équations numérigques, 1" histoire de la méthode des approximations successives a donnd liew &
use littératuce considérable, y compris cos dernidres années, ce qui montre que ke sujet est loin d"&re dpuisé. Pour
une premigre vue d'ensemble, se repurter i CHABERT ef af., 1994 0u 3 BAILEY, 1984,

!Pour une histoire détaillée des méthodes de fausse position 3 wavers des 1extes babyloniens. égypticns, chinois,
fiddiens, arabes et européens, an poucra se reporter i CHARERT et al., 1994, chap. 3 et il SPIESSER, 1982, Une
référence complémentaire intéressants est CHEMLA, 1997; on ¥ découvre camment 1a méthode de dauble fausse
position, probablement née ¢en Chine vers le débul de notre ére, A pu &tre ransmise 4’ Orient en Occident.
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FIGURE 1

Revenons d'abord & la méthode de simple fausse po‘:ition et 4 son unique essai ;. De
Fégalité des rapports [lu =g, ontirer =1, ~ ““

permettrons d'écrire le re-mllat sous la forme

. Pour antmpm surla Sl.lltC nous nous

Flw)
iz}

De fagon analogue, en ce qui concerne la méthode de double fausse position et ses deux
cssais T, et 24, 1'égalité des rapports Ll Fles) o r—’r—f{;'?‘ canduit a

=) -

(1)

R
_ flz) ;
&= Ty — Flagy- Sz 1‘2)
T3—w1

En adoeptant les écritures (1} et (2), nous avons seulement voulu montrer que les anciennes tech-
niques arithmétiques de fausse position pouvaient étre placées i la somce des idées dévelop-
pées ensuite pour Ja résolution numerigue des éguations quelcongues. En effet, dans un second
temps, il est tentant de continuer 4 appliquer, face 4 une équation non linéaire f(z) = 0, tes
algorithmes mis au point pour les équations lingaires. C'est le principe méme de 17 intes polation
{inéaire® : sur un petit intervalle, on peut faire comme si une grandeur quelcongue variait
linéairement sans que cela entraine d’erreur grave.

Flxd|

FLETS] ST

FIGURE 2

ICeile iddc se rencontre wds fit chez les astronomes babyloniens, qui dressent des épbémérides des corps
célestes et ont ensuite i interpoler entre deux valeurs conséeutives de teurs tables, Voir NEUGERAUER, 1957 el
surtout NEUGEBAUER, 1975 Une fois décrites en teemes modemes, la méthade d'interpolation lindaire entre
deux valeurs d'une table (une valenr par excés et une valenr par défaut) et 1a méthede de double fansse position
frégle de Iexcédent el du délicin) semblent vodsines, voire identiques. Pourtant, elles sonl probablament le fruit
de dewx traditions historiques longterps mdépendantes, la premidre se développant pour les besoins des calculs
astranoriques, et 1a seconde en réponse aux problémes comcrets des comptabies ou des marchands,
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[l A

Si I'on connait seulement un point {x,, f{z,)}, on peut remplacer la courbe par sa langeite
en ce point (voir Figure 2); la valeur exacte de la racine est alors approchée par
Jr(;'g 1 } RN
zmr =1 — 5, i1
Fland
De fagon analogue, si I'on connait deux points (z;, fla1}] et {22, f {xa)), on peut remplacer
la courbe par la sécante joignant ces deux points, d’ob ku seconde approximation

ff(,g.z) -
Pl ot — p— L] - -
LT =g I 1 Flaaf (2 ,]

T3—T1

Ainsi, par ces processus de carrection de la {ou des) valeur(s) favsse(s) dont on était parti,
on obtient une nouvells valenr approchée meilleure —en général— que la (ou les) précédente(s).
Ces méthodes de fausse position généralisée (au sens ob elles ne sont plus appliquées a des
problémes du premier degré) apparaissent, sous une forme ou sous une autre, d}lns de nom-
breus textes de diverses civilisations et de diverses €poques, mais, presque toljours, on 87y
contente d’une seule correction. Ce qui est plus Tare —et c'est ce qui va nous intéresser dans cet
article—, ce sont les textes clans lesquels on trouve Uidée d'itérer la correction, autrement dit Ie
fondement d’un algorithme permettant d”obtenir des valeurs approchées aussi précises que {'on
veul.

L’iiération de la formule de correction {17) conduit & la méthode de Newton-Raphson, midt-
hode & convergence rapide d'ocdre 2, définie par

X
o Flzz)
Tpp1 — Fa T Fleat”

La formule de cotrection (2'), quant  elle, peut s'itérer de deux fagons. Sclon que I'on
adopte une récurrence simple ou double, on obtient la méthode de Lagrange (d'ordie 1) ou la
méthode de la séeante (Uordre le nombre & or {1 + +/5)/2), définies respectivement par

L1, £y, Tz
. —- —
Tn—t1 = Tn— ,‘(::{E—‘:-)fr;']] H “atl - a

T =T}

=
Outre ces trois schémas issus des anciennes technigues de fausse position ou d'interpolation,
il peut apparaitre des schémas plus généraux nés de la transformation, par un procédé quel-
conque, de "équation a résoudre f{z} = ¢ en une équation & point fixe y{z} = . Le processus
d’approximation est alors décrit par la suite récurrente
T
Tapl = g{%a).
Nous allons maintenant analyser quelques textes illustrant I'émergence historique des tech-

niques précédentes. Ces textes sont empruntés aux mathématiques grecques, arabes et indi-
ennes.

b) Texte 1 : Héron &’ Alexandrie, [#" sigcle

Heéron vivait 4 Alexandrie, an I°f sizcle de notre 2re. Ses principaux écrits, retrouvés i
Constanlinople en 1896, ¢ intitulent Les Mérrigues et La Dioptrigue. Ce sont des manuels de
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mathématiques destinés 4 des mécaniciens et des ingénieurs. L'extrait suivant des Métrigies®,
qui présente le calcul approché de /720, est incontournable : ¢’est, semble-t-il, le premier texte
connu dans lequel on rencontre le schéma des approximations successives.

Puisque 720 0’4 pas de ¢fté rationnel, nous extrairons le cité avec une trés petite différence de la
fagon suivante, Comine le premier nombre cane plus grand gque 720 est 729 qui a pour ¢ié 27,
divise 720 par 27; cela fait 26 %; ajoute 27, cela fait 53 % prends-cn la moitig, cela Fait 26% é Alnst
done le c5ié de 720 sera beés proche de 26%%, En fait, 26%% multiplig par fui-méme donne ’;‘203—15,
de sorte gue la différence est ql—ﬁ Si nous voulons rendre cette différence inférieurs encore -ilg,
OIS MELrons ‘?20% tromve tout 4 1'heure & la place de 729 o1, en procédant dz la méme fagon, nous
rouverons que la différence est heaucoup plos pelite que %

Les caleuls de Héron peuvent étre résumés ainsi :

17720 11
=427 = 26=c s 06, R4334333:
( 7 " ) 23 o

i
1/ 720 1] 1609
= 4222 ) = 26— = 26, 83281574,
2 (zsgg +203 3) 1932 ’

Sachant que /720 = 26, 81281572, on constate que la méthode est excellente. Bien que
Héron s'en tienne & une seule itération, sans doute paice gue la précision obtenue est d"ores
et déja suffisante pour les besoing de la pratique, le texte contient impliciterent 1'idée que I'on
pourtait continuer, avec, & chague étape, une erreur beaucouyp plus petite que précédemmnient, Tl
serait abusif d’y voir un algorithme infini au sens moderne dv lerme niads il s agit malgré tout
d'un processus “potentiellement infini” en ce sens qu’il peut &tre appliqué un nombre fini de fois
aussi grand que nécessaire, jusqu'a ce que I'on obtienne la précision soubaitée. L'algorithine
5 éerit

1

v
. _ 1
Fprl = 3

(?—"-l—a.‘n) =, — -

St Pon considere que 'équation i vésoudre est f(x) = 1), avec f{x) = % — 720, on observe
que &n 1 = ity — flzn}/f{Ta). Le procédé de Héron apparait done 3 nos yeux conune un cas
particulier de la méthode de Newton mais, bien entendu, Héron ne connaissait pas la nation de
dérivée | Nombienses sont les hypothéses sur le raisonnement gui a pu conduire a la mise au
point d*un tel algorithme’. Notons « une valeur approchée par excés de v/, et désignons par ¢
Yerreur conmumise. Si o est tres proche de v’ﬁ, e est petit, dolt 4 = (o — (.’)2 =u? — Qur| ¢ e
6 — 2ae. On obtient alors e — u;‘z—._—.A! soit v A = a— % E %l"’:’ +a), et on retrouve la formule
du texte. Ce raisonmement par linéarisation, équivalent i la méthode moderne de Newton, est
des plus séduisants mais on ne peut pas savoir s'il tradait correctement la pensée de Héron,
Cennaissant le goiit des Grecs pour la théorie des “médidrés”, voici une autre possibilité : o

est une valeur approchée par excés de /' 4, donc % en est une valeur approchée pac défant, et

Sy - - - I3 A ." 5
v A est la moyenne géomérigue de ces deux valeurs (VA — y % » a); il est alors tentant de

prendre conmme nouveile approximation la moyenne arithmérique %(} + b

*Texie grec dans HEROK D' ALEXANDRIE, 1903, Livee | des Métriques, p. 18-20. Nous avons repeis la
traduction frangaise de 1.-F. Levet (CHARERT ef o, 1994, p. 231).

*On wouvera une analyse fine de la méthode de Héron dans CavEING, 1998, chap. 1. Caveing souticnt que
cetia méthode Etait comue des Balylondens et des Grees bien avant le premier sigcte, et qu'elle a pu jruer un riile
dans la découverte de 1'imationalité.
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La méthode de Héron se retrouve ensuite réguliérement, sous diverses formes, dans des
textes alexandring, arubes, byzantins et européens. Chez les mathématiciens arabes®, qui ont
approfondi les algorithmes numnériques grees et indiens, on rencontre, & coté de I approximation

. 42 . . Py i : . b
de Héron +/ A == a + 222, une autre approximation, qualifiée de “conventionnelle” : A
g . X . C .
a 4 f,‘u 7. Cette dermidre formule correspond 3 une interpolation linéaire entre deux entiers
# . N - N . .- Lo —a? q_ BITIE
conséentifs @ et @ + 1, ainsi qu'on e voit sur I'égalité @ = 574 = o — g A Au X[FT™
ToFii—a

sivele, al-Samaw'al, dans son Traitd d arithmétique, généralise le résultat au ealcul ¢ une racine
nt en proposant d'itérer la formule ¥4 = at -,)_—A_‘,—T,y _, formule que nous powvens aussi gorire
k=i 't

sous la forme ¥4 = @ — =2t Chez al-Samawal, V'idée des approximations successives

fe 10

Tttt —o
est extrémement claire, puisqu’il écrit : “Nous pouvons ainsi obtenir des quantités rationnclles
dont le nombre est infini et dont chacune est plus proche que celle qui la précede de la quantité
que 1'on cherche a approcher™.

¢} Texte 2 : Paramesvara, XY™ sigcle

Paizons maintenant une incursion dans I'astrogpomie indicnne. Comme les Arabes, les Indi-
ens ont hérité des techniques d’interpolation de I’astronomie babylonienne et grecque (nombre
de leurs travaux se situent dans la lignée de I'Almageste dc Prolémée). Dans les traités as-
twonomiques indiens, il apparait dés le V¥ sigcle des techniques itératives pour résoudre des
équations, avec des calculs reposant souvent sur des procédes de simple ou double fausse po-
sition”. Le texte suivant® est dii & Parame§vara {environ 1280-1460), un €léve de Madhava,
astronome renommé de Kerala, Cest un extrail du 5 {ddhantadipika, commentaite d’un com-
mestaire (sic) du Mahabhaskariyva de Bhaskara L 1 objectif est de caleuler le sinus d’un angle
donné.

Le sinns peut &tre abtenu & partir de I'arc au moyen F'une mélhode dite “sans différence”.

On doit prendee T inoitié de 1'arc donné, pois la ioitié du résultat, et ainst de snite. 11 fant condnuer
i diviser par deux josqu’a ce gue le résullat s0it plus petit gue 1300 du quadrant. Alogs {a corde de
T"arc divisé est dgale i cet arc.

En ruson de la petitesse do sinus-verse, le sios anssl ¢5t presque épal a cet are, Lo cosinus est
calculé au moyen du sinus, e le sinns-verse & partr du cosinus. Ie proche en proche, la ragine
cartée du conté de la corde diminug du carcé du sinus-verse est le sinds cormigé ct, & partic de 1, le
cosinus est catculé pois, 2 partic du cosious, le sinus-verse.

I.a racine carrse ¢ la différence deas corrds de la corde el du sinus-verse st le simus corrigé; ef, en
ayant fait cecl sans cesse, on peut readre le résuitat indiseernable,

Le yinus itéré, multiplid par deux, ost b corde prévise du double de cel are. Etle sinus est obremu
ainsi ¢

Sion suppose que le sinus est la corde diminuse de queliue chose (ou si on cholsit gue le sinus est
la corde diminuge par la différence entee la gorde et son arc, multipliée par 30 et divisée par L1} e

$Se reporter 4 RASHED, 1984, p. 113-121bou 3 RASHED, 1997, p. 61-67.

“Pour des approximations successives analogues dans 1" astronomie accidentale, en particulier au X1
¢le, on pourra eonsuller MaNCHS, 1998, Dans GLUSHEDY, 1976 esl défendue I3 thése selon laquelle Leenardo
Fibonaccs aurait ui aussi conduit certains caleuls en itérant la méthode de double fausse position.

8¢ texte esl émdié dans PLOFKER. 1996, ol on le trouvera ¢n sanskril, La traduction frangaise est de aous,
partir de 1a traduction anglaise de Plofker,

\.‘C]'Il(.‘ e
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cosinug el le shws verse sond obtenus & partir de 14, Et le sinus est la racine carrde de Ia différence
des carréds de Ta corde el du sinus-verse. O duit comriger ceci itérativernent, Ce sinus, multipli€ par
deux, est Ja corde du double de 1are,

[_)c cete fagon o peut obtenir la corde de T'arc successivement dowlld of son sinus corrigé itéra-
Urvement, jusqu'a ce quil en résulte le sinus désirg de I'arc donné. De la mime lagon, Te cosinus sc
Udéduit de I'arc complémentaire de la méme manibre,

Cette correclion iiérative entraine souvent beaucoup de répétiions. On explique donc une certaine
méthode powr accélérer la correction :

Larucine careée de la somme des carrés du sinus et du sious-verse est Ia corde. On peul déduize la
corde de chaque sinus et sinns-verse.

A chiague élape, la différence entre les deux cordes peécédemunent obtenues est le “divizen, e le
“multiplivaten™ a5l la différence enlte les deux précédents sinus-verseas,

La différence erure 1 corde donnde et B corde produite 4 'étape précéuente est le “muliiplicande™
Le résuliar oblenu est successivement ajouté ou retranché du sinus-verse précédeinment Ubte.nu-
La regle cst 1n suivante @ quand la corde résultont du sinus donnd est plus grande que Ta chrdc-
précédemment obtenue, elle ¢t gjoutée; sinon, retranchée. Ceci done fa correction du sinus-verse
¢t le sinus en est déduit comine auparasvant. -

_Quand on a calewié iy corde e le sinus-verse ot ainsi de suite par la méthade décrite, on doil corriger
itérativement. Alors Ta correction est rapidement réalisée, )

Introduisons quelques notations. Les lignes trigonométriques indiennes correspondent 3
un Cc.l'c]c de rayon R donng; nous les noterons avec une majuscule pour les dietlinguer dc:
fonctions modernes associées & un cercle de ravon unité. Les fonctions sinus coéinus sinus-
verse el corde, donl il est question dans le texte, seront donc définies 1‘65pt;cti\:enlel,1t {(voir
Figure 3) par Sin ¢ = fsinf, Cos # = Rcost, Vers# — R— Cos 8 = R(1 — cosd) el Cur(;
f = ' Sin®f + Vers*# — 2Sin £.

Coz 8 Vers @

FIGUEE 3

. im;nea Ca}CL'I\lrSl‘ Sin ¢ pour un angle £ donné. On détermine d’abod un entier p tel que
= < 5= = 18, On peut considérer que la valeur de Cord £ est connue puisque, pour un

; . . . as . P e 2

angle aussi peiit, la corde s’identifie & 1'arc (on vérifie effectivement que = et 2uin{:5-)

coincident jusqu's la huiieme déci 's Sin £ & it do ¢ at 1
jusg cimale). Ob calcule alots Sin 2 & partiv de Cord 5“‘1- par un

PI'OCESSUS itdratif que 1nous décrirons E us loin. Un foisca = aleur de Sin = Ia 161 [
T lus 1 - (5] g N /
15 ICI.]] elav bkl ation

8 5 . .
Cordztr = 2 Sin £ permet d’obtenir la valenr de Cord 52, On applique 2 nouveau le
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processus itératif pour déterminer Sin Q_f—_l a partir de Cord . et on recommence : de proche
cn proche, on obtient les valeurs de Sin _2,5_2 cevr, 8in § et Sin 4,

A chague étape, le probléme est de déterminer le sinus d’un angle donné « & partir de sa
corde. Cela se fait par le schéma de caleul Cos & = +/ R® — Sina, Vers @ = B - Cosa et Sin
o = +/ Cord®a — Vers®o., autrement dil par I'équation a point fixe

i ————
Sin o — V'me‘dgm — (R — - Sin'rx) .

Notons ' la corde connue de . Sil'on tient compte de la valeur initiale proposée par le
texte’, la valeur de Sin «x est finalement calculée 4 I'aide des approximations successives

wo = C= - 0)

!
Hapr = V"IGZ — (R _ \a’rR

11 est aisé de vénfier que la méthode cooverge pour un angle o inféricur 4 60°. Lorsque
I'angle s’approche de 60, la convergence est de plus en plus lente, ce qui améne notre as-
rronome indien A proposer une méthode daccélération de convergence, La méthode accélérée
porte cette fois sur le caleul de Vers o (ce qui équivant au calcu] de Sin a puisque Cord
2 = ' Sin%a + Vers®e), Sion note Vers, et Cord,, les valeurs du sinus-verse et de la corde
calculées & chague étape, | algorithme présenté par le texte peut s'écrire!”

(€ — Cord, ){Vers, — Vers,_,)
Coud, — Coxd,,_,

(& — Cord,; }
{e7_Cord,) (02 Cord._,)
Veis,, Vels,_|

Vers, 1 = Vers, + = Vers, —

Remarquons que

T

C—Corda = C—/Sinfar— Vers?a = C—y/

En introduisant la fonction f{zy — ' — 21z et en réutilisant les deux valeurs initiales
issues dn premier algerithme, ’algorithme accélére s'éerit done

B Ao
g — WOR—ul g — SO — il
H )

Tarl = ¥n —

=1

On reconnait exactement la méthode de la sécante, dont la convergence est effectiveinent
plus rapide yue la méthode ordinaire des approximations successives. En guise \(l’illustralion,
nous avons testd les deux algorithmes de Parame$vara pour un angle de 45°. A la précision
107%, les valeurs correctes sont sin 45% == (), TUTLOT et Vers 45° == 0, 202893, Voici maintenant
les valeurs fournies par les deox algonthmes du texte :

*Certe valenr initigle west aulre, sans doute, quune ancienne forinike empirique reliant 11 corde et ke ginus.
Comme elle fournil d&jh une assez boone valewr approchée, i est naturel de §'en servic pour indlalisar 16 processus
itérutif. Dhans le cay particulier do premier caleul (celui de Sin -;; ), la corde o’est pas connue 1mals nous avons vu
yu'on pouvait considérer, sans perte significative de précision, que © = Hea; Lo valeur indtisle devient done, toul
simplerment, i) = He.

1®La notation algébrique modeme permet de donner une seule formule 13 on e texte indien doit énoncer denx

reples selon le “sipne™ de la comestion i effectuer.
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~ [R — Vers a)? + Vers’a = U—v'2RVers a.

’J

wp = 0,700736; 1wz = 0, 705585 1 = 0, T07734; ug = 0, 706846

uy = 0, 707215 w5 = (0, 707062; u; = 0, 707125145 = 0, TUT009;
ug = 0, 70TLL0; 1ag = 1, FOTL05; 4, = 0, 707107,

v =0, 283973 va = 0,296541; v - 0, 202021, vy = [, 202803,

En définitive, ce texte témoigne du haut niveau atteint par les astronomes indiens dans le
domaine du calcul numérique. On apprécicra notamment la clarté et 1a précision du langage

utilis¢ par I’auteur pour décrire, en ['absence de toute notation symbolique, des algorithines trés
clabords.

d} Texte 3 : Qadi-Zada, XV¢M® siacle

Chez les Arabes, on a retrouvé des traces de calculs itératifs dés le IX®™ gidcle - Habash
al-Haisib, un contemporain d°al-Khwarizm, tratte par approximations successives une £quation
transcendante de la forme | = r--esin z, ob £ et e sont donnés (en 1618, Kepler a lui aussi résoly
par un procéde itératif une équation analogue pour établir ses célebres Tubles rudalphines'),

Toujours chez les Arabes, le mathématicien al-Kashi, qui vivait & Smnarkand dans la pre-
migre meitié du XV¥™ sizcle. a développé un procédé original d'itération pour le caloul de
sin1®. Depuis Prolémeée, ce caleul était une étape délicate et incontournable dans la confection
des tables wigonométriques'®. Al-Kashi part de Ta formule sin 3¢ = 3sing — 4sin® a. for-
mule qui fait apparaitre sin 1° conune solution de I'éguation 3z — 4x% = sin 3°. I équation,
mise sous la forme © = 2 fail ensuite I'objet d'un traitement consistant i “extraire™ un
& un les chiffres successifs (en numdération sexagésimale) de la racine. L'ouvrage d"al-Kashi,
intitulé Sur la corde er ke sinus, n'a pas ét€ retrouvé, mais la méthode de caleul de sin 1° nous
a cependant été transmise car clle est décrite par Mirant Shalabi (un astronome ayant vécu en
Turquie au début du XVI*™C sizcle) dans ses Rigles des opérations e corvection des tahles,
Far chance, on a trouvé récemment un traice de Qadi-Zada (le grand-pére de Shalabi), intitelé
Traité sur lo déterminarion du sinus d'un degré, qui donne de la méthode une description issue
Mus directement de 'enseignement d'al-KashT, En voici un extrai*?.

O divise d’abord quelques chiffres du nombre par le nombre des choses. On forme le cube du
quatient et on Pajoute au reste du nombre. On divise encore une fois leur somme. On forme le
cube de la somine des deux quotiems ¢ on ajoute son excés par rappirt 4u cube abtenu d*abord au
reste de la sommune. Om divise ensuite leur deuxidme somme encore une fois. O forine le cube de
la somme des quotients et on ajoute Pexcés de ce cabe par rapport au cube de la somme des deux
quotients au reste de la deuxigme somme. On divise ensuite encore une fois 13 Uroividme somme
et on procéde comune auparavant. L'opération est terminée dés que 1'on arvive i ce que 1'on peut
négliger.

“0On rouvera le texte de Kepler et une analyse dans CHABERT ef af., 1994, p. 250-254,

Les fonmmles dadkliion et de duplication permettent de calculer directement sind® A partir des lignes
iganmnélriques connues de 30 et de 367 : il suffit de remarquer que 3° = (36° - 30%) /2. Par contre, il n’existe pas
de méthade analogue ponir sin 1°; Jams ce cas, on Juit nécessaireiment faire appel & i procédé de calcul approché.

“La tadution frangaise o5l lire de YOUSCHKEVITCH, 1974, P 176, Powr d'antres éredes sur la méthode
d'2l-Kashi, woir AABGE, 1954 &t RiAHI, 1995,
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Dans P'équation & = % ou px = g + 2%, 4 est le “nombre™ et p le “nombre des choses”.
La quantité inconnue &, ¢’est-a-dire les “choses”, est cherchée sous la forme a +-b fe+- - ot
a,h,c, ... sont les chiffres successifs de @ en unités sexagésimales™. On peut alors expligquer
le texte de la fagon suivante
o Premiére étape @ x étant tr8s petit (¢'est le sinus de 17), son cube est négligeable et on
3

peul considérer que © = 2 + ... = 9*;—" #z £, Le chitfrc o 5'oblient donc comme le
v &
premier chiffre de la division de g par p.

Deuxiéme &rape : sachant maintenant que & — a, on peut écrite de fagon plus précise
quer=a+bt+- = *;’3 = f;“—'!,d’oilb+<-- = ’;‘”! —a= % Le chiffre &
est ainsi le premier chiffre de la division de (4 — ap) + «® par p (les parenthases servent
seulement 3 indiquer que la quantité ¢ — g nest pas recalenlée ici, puisque c’est le “reste
du nombre”, antrement dit le reste de la division effectuée lors de la premiére rape}.

« Troisid#me étape : on recommence le processus avec la nouvelle approximation © == a2+ 8.

P b3 PN T ) .
De fagon analogue, il vientz = a = b o+ = '”Tr = % d'ob ¥ on déduit gue
s Ak taney g . )
R EEY- i*—{“;i _ g — b= gzt h*;*' At ce qui permet de caleuler le chiffre

¢ (4 nouveau, oh remauque que la quantité ¢ — ap + a* — bp est le reste de 1a division
effectuée lors de I'étape précédente].

T est loigible de continuer ainsi pour obtenir autant de chiffres que nécessaire. Abstraction
faite des problémes techniques de caleul liés & utilisation du sysiéme sexagésimal, I'algorithme
d'al-Kashi peut se résumer par la suite vécurrente

T = {
. _ gtad
Lot = P =

Cette idée d'“extraire” I'un aprés 1 autre les chitives successifs de la racine d'une gquation,
un peu conme on le fait dans les procédés classiques d’extraction des racines carrdes ou cu-
biques, n'esi pas vraiment nouvelle, au XV gme gixcle, dans les mathématiques arabes., On la
rencentre défa trois siécles plus (8L dans le Trairé des équations de Sharaf al-Din al-Tiisi. Ce
dernier ouvrage contient en particulier un procédé de résolution numérique des équations du
troisiémne degré'® qui s’apparente assez €twoitement & celui qui sera cxposé plus tard par New-
ton.

2 Le génie de Newton : des équations numériques aux équations fonction-
nelles

Ainsi qu’il vient d"&tre dit, Newton n'est pas I'inventeur de Ja méthode qui porte son nom,
On sait maintenant que son ceuvre dans le domaine de la résolution numérique des équations
est I"aboutissement d’une longue tradition, commengant au moins au XI*™ siecle avec Sharaf

10 s'agit 1 d'un abus de natation destin & alléger les éerdfures. 1L faut comprendee que, si I'éerituce réclle en
base soixants de sin 18 est 03 5, v, .. ., alors @ = o607, b= 56072 ¢ = .8 -

1550 les algorithmes nuindriques de Sharaf al-Din al-ThsT, Ta référence qui s'impose est Rasneo, 1984,
chap. I Dans HOUZEL, 1995, on weouvera un complément intéressant permettant de bien comprendre e quoi
Tes calouls di mathématicien arabe préfigurent ceus de Newton.
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al-Din al-Tist, e1 se poursuivant ensuite chez les mathématiciens arabes puis européens, avec
notamment Yiete (1600), Kepler (1618). Harriot (1631) et Oughtred (1652). I¥ailleurs, dans
une lettre & Oldenbourg du 26 juin 1676, Newton indique lui-méme que, pour sa part ii sest
inspiré des travaux de Viéte et d’Oughtred'®. o

a) Une méthode universelle pour toules fes équations

Un exposé«détail]é de la méthode de Newton se trouve dans La méthode des fluxions et des
suites infinies’’, traité achevé dés 1671, On peut y live ceci !

I faut que nous entrons dans un détail uo pen lus grand pour expliquer commment on doit rédnire
les racines de ces dquations & des suites infindes, car ce que les géométres nons ont donng sur
les équations en niodabres est exii@mernent embarrassé et chargé d’opdrations superflues, de sorte
qu’'en ne peut preddre suc cela un bon modéle poor faire les mémes opérations en especes. Je ferai
done voir d'abord comment se doit faire en nowbres Ja réduction des équations alfectées, et ensuire
T appliquerai 1a méthude aux espdees.

‘ L'extrait est des plus expliciles quant aux ohjectifs de I'auteur : en ce qui concerne les “équa-
tfions en nombres” (les équations numeériques), Newton ne prétend pas apporter quelque chose
de fondamentalement nouveaw, si ce n'est clavificr ot simplifier la démarche “embarassée” de
1) pg‘?décesseurs; par coutre, il se propose d'étendre le procédé des approximations successives
anx “équations en egpéces”, ¢'est-i-dire aux équations linérales.

Le but annoncé est des plus ambitienx : disposer d'une méthode universelle pour 1ésoudre
toutes les équations, qu'il s agisse d’éguations numériques f{z) — (I, d’équations fonction-
nelles simples f{z,y) = 0 reliant deux guantités inconnues, ou méme d’équations fonction-
neiies plus_ complexes f(ir, ¥, &, ) = 0 faisant intervenir, en outre, les “fluxions” des quantités
inconnues™ (dans les deux dernlers cas, il s'agit bien d'une équation fonctionnelie dans la
mesure oil la résolution consiste & tenter d’exprimer 1'une des quantités inconnues en “fo.nc-
tion” de I'autre). L'idée de base de Ia technique uiilisée est d'effectuer les opérations lit-
tél‘ale‘s de I'algébre & I'aide des suites™ infinies, de la méme fagon qu’on effectue les opérations
nunérigues de I'arithmétique au moyen des fractions décimales. Au développement décimal
d'un nomibre comrespond formellement le développement en série d'une expression littérale,
Une réflexion en profondeur sur les anciennes méthodes d’extraction des chiffres successifs de
!aIIﬂCil'}C d’unc équation numérigue (que ce soit en base 10 ou en base 60 a conduit Newton
a 1maginer un processus analogue pour les équations fonctionnelles @ la fonclion inconnue cst
cherchée sous la forme d'une série de puissances de la variable indépendante, et les termes
suceessifs de la série sont extraits un 3 un,

I i P ;
Sur la fagon donl Newion a étudic les travaux de ses prédécesseurs, et sur ses tenlatives antérienres 4 1671, on
pourca consuiter YPMA, 19495, ‘

Pinipa: ' rer N N

l;!wL-V. TON, 1671, Dans la suite, nous nous référerons 4 la raduction rangaise du Marquis de Bullon,

. Idans la congeption cle\ Newton, les fuxions & et  représentent les vauialions inslantanées des grandeurs
:-:mahles & el p par rapport 3 une grandeur de rélérence variant unifermément, et qu'on pewt supposer gue le temps
&. ;?wec les notations de Leihniz, on anait © = da/de et = dy/dt. Le quolient 5/ représente alors 1a dérivée

oy 5. g 3 Arf s o B .
7% d.T: de i par rapport & &, notée aujourd bl ¥, Lorsqu’on suppose que r est |y variable de référence, il vient
Il shmplemend & = Tetd/d =4
19 - : . .
Au EVII™ sigcle, le mot “suite” est emplové avec le sens actuel de “sérig”.
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Afin d’illustrer cette généralisation andacieuse, nous allons commente trois extraits de La
méthode des fluxions™, traitant tour i tour d'une équation numérique, d’'une éguation fonction-
nelle ovdinaire el A’ une équation différentielle.

b) Textes 4, 5, 6 : Newton, 1671

Le premier exemple est ung équation numérique du troisitme degié. Dans le texte original,
ies calculs sont disposés dans un tablean gue nous n’avons pas reproduit ici.

Soit I'équation y® — 23 — 5 = 1 a réduire en suite infinie; prenez wn notmbra corme 2, gui ne diffre
pas dune de ses dixidmes parties de la vraie valeur de la racine, el faites 2 + p =, substituez
2 + ppour y dans I'équation domnde, el vous aurez p* + 6p? + 10p — | = 0, dont il faut chercher
la racine pour I'ajouter au quotient; rejetez 17 + 6p° & cause de sa petitesse, il restera 10p — 1 = 0,
oup = 0,1 cequiest irés prés de la vraie valenr de p; ¢’est pourquol, I'éorvant an quotient, je
fais 3,1 + g = p, et substiant comme auparavant, j'ai % + &, 3¢% + 11,23¢ - 0,061 = 0,
négligeant les deux premiers ermes, il reste 11, 23¢ — 0,061 = 0,oug = —0,0084 i peu prés
[ 1 Fécns done -0, 0054 dans le quotient, mais au-dessous parce que ce terme est négadf, el
suppasant —0, 0034 + » — g, je subslitue comune auparavant, et je continue ainsi 1'opération aussi
langtemps gu'il covvient [ - .

Léquation s'éerit fly) = 0, avee f(y) = y* — 2y — 5. Newton prend comme preniigre
approximation ¢, = 2, sans doute aprés avoir constaté que f{2) < 0, que f(3) = 0, et donc
que ia racing se trouve entre 2 et 3. L'idée générale est alors de chercher la racine sous la
forme d'une “suile infinie” y = 24+ p+ g+ r + - - -, dont chaque terme est petit par rapport au
précédent. Pour rouver la seconde approximation yz = 2 - p, on écrit que f{2 —p) = 0, égalité
qui devienl 10p — 1 = 0 aprés suppression des termes négligeables en p? et en p*. Ainsi que le
remarquera Joseph Raphson® en 1715, cette lindarisation de I'équation revient 2 déterminer
par I'égalité f{2) + pf(2) = 0, desorte que 3o = 24+ 0,1 =2 — ;,‘,':_,]J De méne, si on pose
ensuite y3 = 2,1+ ¢, I'équation obtenue par Newton pour la détermination de g 11'est autre que
F(2,1)+ g f'(2,1) = 0. Grice 2 la remargue de Raphson, le processus assez lourd décrit par
le texte (& chaque étape, changement d’'inconnue et linéarisation de la nouvelle équation) peut
Gtre ramené au schéma itératif simplifié utilis€ aujourdhui :

woo o= 2

¥rtbr = Ue = oy

Pendant longtemps, les deux méthodes, celle de Newton et celle de Raphson, ont été ex-
posées comme si elles étaient distinctes. Cest Lagrange, en 1798, qui metva définitivement en
évidence le fait que “ces deux méthodes ne sont an fond que la méme présentée différemment™.
Depuis, on a pris 'habitude de parler de ia “méthode de Newton-Raphson™2,

s extraits se touvent respeclivement p. 7, p. 12 et p. 34,

2'5ur les travaux de Raphson, voir CHABERT er gl 1994, p, 201-204,

21¥ns Yema, 1995, on apprend qua Thomas Simpson a joud un céle non négligeable dans la mise au point
de ta version définitive de la méthode. Alors que Newton of Raphson conduisaicnt des raisonnements purement
algébriques, Simpson a, le premier, fait intervenir cxplicitement le caleul des Muxions. Cependant, Lagrange,
dans son Traité de la résolution des dquations numériques (publié en 1798), n'a fait rétérence qu’a Newton et 4
Raplison. e méme, Fourier, dans son Aralyse dey égquarions indétermindes (publide en 1831}, a seulement parlé
de “la méthede newtonienne”. On comprend done poarguot e non de Simpsen a ensuite ¢ oublid,
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Sans nous attarder davantage sur cette méthode de 1ésolution numérique des dquations qui,
comme tout le montre depuis le début de cet article, est I'abowrissement de deux millénaires
d cfforts continus®®, passons 3 ce qui constitue I'apport original et exceptionnel de Newton : 1a
résolution approchéc des équations fonclionnelles. L'extrait suivant de La méthode des fluxions
cxplique 1out d’abord comment il fant procéder dans le cas d'une éguation fonctionnelle simple.
¢’esl-i-dive suns Auxions (comme pour I'exiraic précédent, nous n’avons pas reproduit le tablean
duns lequel sont organisés les calenls).

Soil done pour exemple I'équation y* + o®y 4 exy — 2a® — »® = 0, dont il faille tirer la racine; je
choigis, comme jo 1'ad dit, les termes 3* 4+ 0%y — 2%, qui étant €galés 3 7éro e donnenty —s — 0,
ainsi j'éoris + a dans le quotient; mals, parce qus + o n'est pas 1a valenr compléte de g, je lais
a + p = g of josubstitne dans I'équation cette valeur de y, et pari les termes p7 + 3up” + azp,
ete. qui ea résulient, je choisis de [ méme fagun les termes +40%p + o2, qui étant égalés 3 zéro
donnent p = — ., j'deris done — £ au quotient; mals parce que — L iest pas la valeur exacte de
o je fais — 22 ~ g = p, et substituant cette valear je chiotsis dans les termes g% ~ i
qui en résultent, les termes 4alg — ﬁo.:c2 qui élant £gpalés i zéro dannent ¢ = 5

% Bag?, et

que j'écris au
quotient, mais comme 7= n'est pas la valeur exacte de g, fe fais Z% +v = g, et je substitie comme

ci-dessus, ce qui s¢ peut continuer aussi lengtemps quon voudra {. . ]

Cette fois, I'équation Arésoudre s éerit £z, y) = 0, avee fix,9) — ¥ +a’ytary—2a°— 2.

Newton cherche la solution sous la forme d’une série de puissances de la variable indépendante
. Les caleuls du texte s'interpretent plus facilement si on note cette séxie i -- a+Jw+yz i+ .
En substituanl dans I'équation et en négligeant les termes de degré supérieur ou égal 4 1, il vient
o + a¥o — 20t = (@ — a)(0® + anx + 20%) = U, d'ob ov = ¢, La premidre approximation est
don¢ 3 = a. Newton reprend alors, avec les mémes notations, la démarche mise an point pour
les équations munériques : il effectuc Je changement d'inconnue ¥ = a + p, ce qui conduit 4 1a
nouvelle éguation p* — 3op* + (do? + ax)p— a®z — 2% = 0. Envemplagant p par Bz +4x5 +. - -
et en négligeant Jes termes de degié supérieur ou égal 4 2, on aboutit 3 4e* 2 + a2z = 0, c'est-

adiie a5 = — i. A pattir de la seconde approximation 4z — 3, — j—ia:, une nonvelle itération
conduit 3 y3 = 2 + 777, et ainsi de suite.

Soit proposée 1" équation "é = 1— 3z +y -2 + 2y i éers de suite et de gauche 3 droite dans ure
ligne au-dessus les termes 1 — 3z - o2, qui ne sont pas atfectés de 1a quantits relative v, et {'deris le
reste 3 2l xy dans une colonge & main paoche,

+1 =3x  +ar
+u = +x —Zr
4y ¥ * -
Sarmine | 1 =2 e
y= ¢ —er - L1

Et d'abord j multiplie le premier tznme 1 par 1a quantieg corrélative r, et divisant Ie produit 1z on
z par le nombre | des dimensions, j'écris £ ou simplement x dans le quolient au-gessous; puis an

#0n powrait signaler aussi que, peu aprés Newton, son compalriote Edmond Halley a publié, en 1694, une
méthodle encore plus performante se traduisant par le schéma Heratif ., = 2, — gr—tipndl )

T

. la
T
méthnde de Halley revient 3 effectuer un dévelappement de Taylor & Pordre 2 ylars que calle de Mewlon ste- liiru'tzlil
aYordre 1 {par suite, 'ordre de convergence est 3 aun lieu de 23, Mais on ne sait pas vraimeint comment Halley a
pu raisommer pour aboutir  un tel résultat : voir SCavo el THOQ, 1995, ol 1" on trouvera aussi un grand nombre de
références antérieures sur la méthode e Halley.
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lizu e g substibuanl cette valeur dans les womes | g el - ry de Ta colone i main gauche, j'ai 4+ 2
et + g, que jTderis vis-i-vis el main dioite; ensuile je prends dans ce gui teste les wimes les plos
bas — Jir el + x, dont la semme 2o multpliés pur e devient - Ziex, qui divisé par le nombre 2
dizs dimensions donne - xe poar le second temme de la valenr de 3 dans le quoticnt. Prenant done
e lerme et le substimant au lien de g, j'ai — m et —2% qu'il faut ajouier respeclivement aux termes
4 @ el e, orils vis-fevis de et g, Je prends de m2me les plus bas termes + xe — x4 @
de la soonme e desquels ele. je fire e troisidqime erme & %:r3 de T valeur de y, of aprés Pavolr
substitué ete. je tive des plas bas termes %,:,3 el —z7 le quatrizine terme - én:“. Ce que I'on peutl
continuer aussi longlanps qu'on le juger i propus.

Ce procédeé pour extraire 1o fuente v, terme aprés terme, est tout & fait analogue a celui utilisé
plus haut pour extraire une racine d'une équation numérigue, Nous pouvons encore 1analyser
comme un schéma itératif, en interprétant le calenl de Newton de la fagon suivante : prenons
y1 = () comme premigre approximation de Uéquation différentielle ¢ = 1 — 3z — 7 + {1 + 20y
en substituant clans le second membre, on oblient y’ =1-3z+=z", puis, en négligeant les termes
&' ordre supérieur ou égal 4 1, ¢ = 1, d’oit la nouvelle approximation - = 1 cn substituant 3
nonven, on abowtit i Péquation ' = | - 2z + 2%, qui, par suppression des termes <’ ordre
supérieur ou épal 4 2, s'éerit plus simplement ' = | — 2, d'ob approximation yy, = & — ¥ et
ainsi de suite. Finalement, en faisant abstraction de la suppression, & chaque étape, des termes
non significatifs de degré élevé, I'aigorithme peut s’écrire

h =
Yabl — f(fj'(rr::yﬂ)d.r.

Ce schéma d'intégrations successives conduit 4 un développement en série de la solution
qui s’unnule en §. Le probiéme de la constante d'intégration n’est pas directement évoqueé.

3 ¥ers le théoréme du point fixe de Banach

Newton ayant ainsi ouvert Ia voie, on va assister pendant les XVIITE™® ef XIXM sizcles a
une extension progressive de la méthode des approximations successives aux équations fong-
tionnelles les plus diverses : équations différentielles ordinaives, équations aux dérivdes par-
tielles, équations aux différences finies, gquations intégrales, équations imégro-différentielles,
elc.

a) Les approximations successives des astronomes

C’est en astronomie que P'idée originale de Newton devait connaitre ses applications les
plus ambitienses. En 1747, & peu prés simultanément, Clairaut, d’ Alembert et Buler réussis-
sent i mettre en équations le redoutable probléme des trois corps et en donnent les premiéres
solutions approchées analytiques sous forme de développements en séries (fgonométigues™,
D’ Alembert et Euler, dans la plupmt de leurs recherches, §”inspirent dircetement de Newton
ils déterminent un & un les termes des séries grice i des substitutions successives dans les
¢quations différentielles. Ceue démumche sera généralement retenuc par la suite, ainsi qu'en
témoigne Laplace, en 1776, dans la seconde partie de ses Recherches sur le colcul intégrat et
sur le systéme du monde ;

My leur complexité, nous ne pouvons pas aborder ces caleuls el Ou pourrs consalter TOURNES, 1996,
chap. TV et TATON et WTT S0m, 1995,

486

Ayant ainsi une premicre valeur approchée des variables, on substita dans Jes gquatinns différen-
tielles, au livw de chague vardable, cette valeur, plus une tdy petite indétermings dont on négligea
le cané et jes puissances supérieures, et en continuant <’ opérer ainsi, on ¢ut une secoude, une
troisizgme, ete., valeur approchée. Cette méthods, analopue 4 celle de Newton pour déterminer par
approximation les racines des équations nwmériques, se présents natueellement aux eéomlres qui
résolurent les premiers ie probléme des teois corps.

Clairaut, quant i lui, adopte un point de voe assez différent®>. Dans ses recherches sur la
théorie de la Lune (1750-1765) et sur le relour de Ia comste de Halley {1757-1760%, il aboutil
& une Equation «lifférenticlle de la forme % = F ('U,'I‘: :—:), analoguc A celle de 4’ Alembert.
Mais, au liev de procéder direciement 2 des substitutions successives dans cette équation dif-
férenticlle, il la transforme d’abord en une équation intégrale de 1a forme 7 = ;5 { U, 7, d—) Ce
n'est qu'aprés qu'il part d'une premidre valeur supposée ry de la fonction inconnue (:J, qu’il
obtient une valenr corrigée de cette méme fonction en substituant v, dans le second membye,
soit v = &' {w, g, “;—:'f) et ainsi de suite. Cette fagon de remplacer explicitement 1 équation dit-
[érentielle par unc équation intégrale équivalente constilue, en quelque sorte, une anticipation
de la méthode de PICARD dont nous parlerons plus loin,

Ainsi, sans entret dans les détails, on pent dire que la méthode des approximations succes-
sives a €té abondaminent pratiquée pendant Ia seconde moitié du X VI sidcle et au début
du XIX*™ sicle, essentiellement par les astronomes. Le texée que nous allons étudier main-
tenant permettra de faive le point sur la situation & I'issue de cetie longue période de recherches
SINPITIYLIES.

b) Texte 7 : SCHMIDTEN, 1821

Dans un mémoire pars en 18212, Hewri Gerner SCHMIDTEN offre un panorama cle la méth-
odc des approximations successives et de ses possibles applications dans les diverses branches
de I'analyse. Selon lui, la méthode des approximations successives, connne depuis longtemps,
s'applique & tous les types d'équations :

Depuis longtemps on se sert du principe des substitutions suceessives, comme d'une méthode
d"approximation, fondde sur des valeurs particulidres des quantitds qui entrent dans Péquation pro-
posée; et on I'a employée, faute de indthodes plus rigourcuses; ¢est pourquoi je me suis surtoul ai-
tachg & I'expaser sous un point de vue qui doit la faire considérer comme la seule méthode géndrule
qui existe pour I'intégration des équations,

Pour illustrer cefie philosophie toute newtonienne, SCHMIDTEN propose de nombreux excm-
ples, en considérant tour i tour des équations différentielles 3 denx variables, des gquations aux
différences finies & deux variables, des équations aux différences méldes 4 deux variubles ct
des équations linéaires aux différences partielles. Ces exemples, traités de fagon purement

“Voir TOURNES, 1996, (chap. 1V ¢l V) et TOURNES, 1998, Nous imontrons netamment en quoi la méthode de
Clairaut est & 'origine des quadratures mécaniques par appraximations successives pratiquées par les aswonomes,
et des méthodes mullipas pour Pintégration nunérique des dquations différentielles ordinaires. Par ailleurs, dans
GREENBERG, 1988, on verra que Clairant savait anssi appliquer la méthode itérative i des équations Humeériques
plus précisément, Greenberg explique cotment Clairaul césout ainsi un systeme de quatre équakions numeériques
& quatre jnconnues.

HBECHMIITEN, 1920421, T extrant sélectionns s¢ trouve p. 270-271.
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la wadition de 1'école combi-
cxposé abstrait de la méthode
ftonnamanent

formelle, donnent lieu & des développements cﬂlculmmrels dans
natoire allemande. Auparavanl, le début du mémoire contient un % ait
des substitutions successives, J’une grande beauté formelle en méme temps qu

moderne :

Suit, en elfet, v roe fonction & un ertain nombre de variables indépendantes, donnge par Féquation

ditigientieile

wen=1F-w
e .
o - 3 Stant une fonctivn gqui contiens les cosficients différentiels ou anx différences del] ordre
= oy Amdue
le plus €levé qui soient dany I'éguation proposée, et f - ¥ dtant une auhe folnct_ion quelo aft i
des varlables indépendantes [contenant] des coefficients différentiels o aux différences; oo aurs

1"équation intégrale

1
y=X+—=fm
; "

1/ siguiliant la fonction inverse de ip; et X dtant Ta fonclion la plus géndrale gui satisfasse 4
I"équation - X — 0.
An moven de cette relation implicite, on rouverd facilement la valeur explicite de y, par des substi-

(ulicns suCCRssives; ¢f seTd

1., 1., 1
y— A+ —_,kX-I——f'i)i +-';ffX | ...
’ ] @ = |

Maintenant, i se peut que chaque substtution rapprache celie série de la véritable v:flt.:ur de y,.

miais §1 se peut aussi gu’elle Pen Sloigne: et alors on devra donner une autre forne & la série; ce gui

. [P — .
est jours possible dantant de manicre différentes qu'il y en aura de partager 1’ ¢quation entre les
- Ly E b
deux termes -y ek f
. . L o mel -

O voit cependant que ka valeor (e y meslerd, en général, tris compliquée, & oIS que - f “y

: [ . a5
ne soient lindaires par rapport ¥, ce qul embrasse déja une classe d’Equation tres dtendue et L
importante ; celle des équations linéaires.

O 4, dans ce cas,

1o vty .1;.;() le(l‘(lf.x))jL”,;
y=X+5f'k+s¢f(¢’ N RS

et je me propose d'cu exposer les principales conséquences [ 1.

Ce texte appelle trois groupes de remarques :

1} SCUMIDTEN raisonne direclement sur une équation dont l'inconr‘m‘c est une f?:;)ct:)or:gri
cette fonction sont appligués des opérateurs sur lesquels on peut’effectug, a nogvcml,l‘ esé .pm:lr
tions d'un miveau supérieur (par exemple, prendre l’inverﬁsc, C est-a-dlfc ElelllL]I:IGI OCL; 1 (;le’bm_
réciproque).  Le concept & éguation ﬁmcriomw{lg parait donf: tnm,a fail ¢ a:ju it:lf:L co debut
du XIXE0 sizcle, soit plus tot que ce que U'on dit paul'fmsA .S1, enli ahsenc}c \ ;0 ld ¢ noton
topologique et de towte considération de convergence, il serait ilbLlS?f fie par :31 IGE ! ani
fonctionnelle, par contre le terme d’algébre fonctionnelle semble parfaitement appropric.
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2) Pour SCHMIDTEN, le probléme de Dexistence ne sc pose pas. Lorsqu’il pale de la
“véiilable valeur de 37, il est clair que cette valeur exisle ct quil s’agit seulement d’en trouver
un développement en série. De plus, les substitutions successives fournissent toujours 1a “valeur
explicite de 37, que le développement. soit convergent ou divergent, On est en plein dang la
tradition eulériennc : les algorithmes infinis restent recevables méme quand ils ne débouchent
pas sur la possibilité d’un caleul numérique. Une idée supplémentaire trés importante se greffe
li-dessus : il y a une infinité de fagons de transformer une équation en une équation i point
fixe et, sans que L'on sache expliquer pourquod, certaines Squations A point fixe condnisent i des
séries convergentes et d’autres non.

3) En dehors des éguations lingaires, les caleuls sont incxtricables; plus précisément, 1a
loi de formation du développement en série reste implicite. Pour une équation non lindaire,
on peut toujours calculer I'un aprés Iautre les premiers termes du développement mais on ne
disposera jamais que d'un nombre fini de ces termes : le développement reste potentiel. O, pour
aborder valablement le problame de la convergence, il fuut ponvoir raisonner sur Uinfinité des
termes de la série. On voit mal comment y parvenir sans disposer d'une expression explicite,
directe ou récurrente, de tous les termes. Si SCHMIDTEN se restreint aux équations linéaires,
c’est parce que, pour lui, dans I'optique de 1"analyse algébrique, 1'essentiel est de caractériser
complatement la 1o de formation du développement. Plus tard, lorsqu’on s intéressera A la

convergence, il sera également nalurel, pour ia raison que nous avons indiquée, de s’cn tenir
aux équations lingaires.

Ce texte de SCHMIDTEN de 1821 apporte 1a preuve que, au début du XIX3 gizcle, Tu teoh-
nique empirigue des substitutions successives avait déja revétu "aspect d'un probléme de point
fixe trés général, nssez bien théoris€ dans sen aspect formel. Restait a expliquer ce gui, dans
certains cas, provequait le suceds numérique du procédé, ¢’est-a-dire déterminer des conditions
suffisantes assurant la convergence des séries obtenues.

c} Le probleme de la convergence

Jusqu'd présent, nous n'avons rencontré dans auenn des textes gtudids e qu’en termes mo-
dernes nous appelons le probléme de la convergence. Pour tous les auteurs cités, v compris
SCHMIDTEN, ce probléme ne se pose pas. Dans leur esprit, il va de soi que Udquation a ré-
soudre, qu'elle soit numérique ou fonctionnelle, adet une solution, ct qu'il §’agit seulement
d'en calculer des valeurs approchées. SCHMIDTEN souligne clairement que, dans la mise en
ceuvre des substitutions successives, on constate parfois que les valcurs successives se tap-
prochent de la solution, et parfois qu'elles s’en éloignent, mais la réflexion n’est pas ponssée
plus avant.

Dans le cas des équations numérigues. ¢’ est Fourier qui, semble-t-il, aborde pour la premidre
fois la guestion de ia convergence de la méthode de Newton dans un aticle de 1818, mais clest
Cauchy qui en réalise le premier traitement correct dans son Cours d'Analyse de 132177,

Ence qui concerne les équations différentielles ordinaires, on peut menttonner des recherches
de Liouville en 1830, sur la théorie de la chaleur, ct en 1837-38, sur ce qui deviendra la “théorie
de Sturm-Licuville™. Au cours de ces travaux, Liouville résout par approximations successives

2'Sur ces truvanx de Fourier el Cauciy, voir CHABERT ef af., 1994, 210216,
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des équations différentielles lin€aires du sceend ordre, avec une prevve quasiment compléte
de 1a convergence. Liouville démontre non sculement la convergence de la série qui définit
la solution, mais aussi la convergence de la séric des dérivées, ce qui justifie la dénvation
terme 3 terme. [.a senle faiblesse est I'absence d'unc notion explicite de convergence uni-
forme, mais cela ne compromet pas fondamentalement la validité de la preuve dans la mesure
ofl n’interviennent que des séries entidres. On trouve des raisonnements analogues & ceux de
Licuville dans divers travaux de Cauchy & partir de 1830, de sorte qu’il cst difficile de savoir
lequel des deux hommes a en le premier 'idée de ce type de démonstration?.

D'autres travaux sur la méthode des approximations successives sont publiés par Caqué
{1864, Fuchs (1870} et Peano (1887), toujours dans le cas des équations différenticlles or-
dinaires linéaires. Parallélement, la méthode itérative est également employée pour tésoudre
des gquations aux dérivées partielles linéaires : en 1877, Neumann aborde ainsi 1" équation dc
Laplace et, en 1885, Schwarz fait de méme pour I'équation des membranes vibrantes?®, Cest
dans ces travaux de Neumann et de Schwarz que PICARD trouve son inspiration pour pub-
lier, en 1890°°, une preuve de la méthode des approximations successives s appliquant, powr la
prevmére fois, & des dquations non lindaires. Le mémoire de Picard débute par ces mots

Considérons une dquation du second ordre aux dérivées partielles de la forme .. 1. On peuat, pour
intéprer cetle équation, avec des conditions aux limites détenminées, procéder de 1a maniére suivante
par approdimalions suecessives,

Ce n’est gqu’au bout &’ une cingquantaine de pages que PICARD, presque incidemment, s'inté-
resse aux équations différentielles ordinaires : “Les méthodes d’approximation dont nous venons
de faire usage peuvent évidemment &tre employées dans le cas des équations différentielles
ordinaires [...]". Ainsi donc, ¢’est par le biais des dquations aux dévivées partielles que PI-
CARD aboutit finalerent 4 une nouvelle démonstration du théoréme d’existence de Cauchy-
Lipschitz. Par cettc démonstration générale, 1l parachéve 1'ceuvre entrepris auparavant par Fiou-
ville, Cauchy et PEANO, 13¢ nos jours, du moins en ce qui concerne les équations différentielles,
I'expression “méthode de Picard” cst devenue synonyie de “mélhode des approximations suc-
cessives”.

d} Texte 8 : PEANG

Plutdt qu'un texte de PICARD, nous avons choisi d'étndier un extrait du mémoire de PEANG
de 1887 sur V'intégration par séries des équations différentiellcs lincaires. Laissanl de coté le
mémoire original en italien, nous nous référerons 2 la traduction francaisc parue I'année sui-
vante avec de lépéres modifications™. L'originalité de PEANO est dauble : 1a méthode itérative
est utilisée pour intégrer un systéme d'équarions lindaires du premier ordre {alors qu'on s'ciait
surtout intéressé, jusque 1i, 4 wne seule équarion lindaire d’ordre supériear) et, pour la pre-
miére fois. un systéme d'équations est traité comme nne équation tnigue. PEANO considire le
systeme d’égquations différentielles linéaires homogénes

*Une analyse (éaillée de ces recherches de Livuville et de Cauchy se trouve dans TOURNES, 19946, p. 268-285.
F\oir DIEUDONME, 1981 ¢t ARCHIRALD, 1996,

YPICARD, 1890,

3prang, 1888,
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oil les 7y, sont des fonctions réelles de la variable £, continues dans intervalle (p, ). S'inspirant
des travaux de Grassmamn, Hamilton, Cayley et Sylvester®. il raméne le sysizine 3 la seulc
¢quation

dx
— — Lx
dt '
en introduisant le “nombre complexe” (le vectewr) x = zy,-+- ,%,] et la “substitution” (la

transformation linéaire) représentée par la “matrice™

17..-F1n
R={ .. = {r)}.

Twl o Tan

La maitié de Iarticle est naturellement consacrée & une étude préliminaire des propriéés
de ces objets, qui nous sont aujourd’hui si familiers mais qui étaient alors peu commus des
mathématiciens, Pour conprendte la suite, il suffira de savoir que PEANO définit les “modules™
{les normes) d'un nombre complexe et d'une substitution par les formules ;

mod.x = \{..f’r:!:% +m

mod.(Rx)

mad R = maximum de :
mod.x

Une fois ces notions ct nofations introduites, la démonstration de PEAND est un modele de
rigueur, de concision ct d’élégance :
Lu systeme d"équations donndes se réduira i I'équatdon vnigque
dx
dt

Soit a un complexe constant quelcongue. Pasons ©

a’ =fRa A, a' =fRa’dt, a™ =[Ra“dt,---,

ol les intégrales s'élendent de 45 4 ¢ On doil prowver que la sére

Rx. (13

" .
..

(2

x:a-}-a'{a

B est vers 1843-45 que Cayley et Grassmaun, voulant Stendre le langage géométrique, considérent les sys-
temes de v nombres eutant quéléments d un nouvel expace. PEANO lui-méme §'iutéresse A Ja question en legicien
et donne une définiton générale, proche de la ndtee, des espaces vectoriels et des applications lindaires sur le corps
des nombres téels dans Caleolo geometrico secondo UAusdelimungsiehre df Grassmann, preceduto dalle oper-
erziond defle fugica deduttiva, publié en 1858,
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A s R L L T A S PE:

est comvergente, el que sa sonme x est une [ouction de ¢ (qui, évidemunent, a la valeur a pour
b= ) satisfaisant & Péquation (1), B effet puisque les v, sont des fonctions continues de &
dans intervalle (pr, o)

1
i

michl. HL seen mussi une fonction continue de ¢, et soit v son maximum, En
supposant, pows siioplifier, # > #p, onac:

moda’ < fmnd.(Rajafr = /mod.R -mada - df € me modac (- gl

1
mod.a” = fmocl_{_l:{a’}dt < [mocl.R ~mod.a’ - dt < Emg,mcd.a- -2,
£t

oy L —
mud.a‘p) = —m"  moda - |t = )™
nl

Done la série (2) est wniformément convergente, car les modules des termes sont moindres que des
quantieds constanies qui forment une séde comvergente. En différentiant les tecmes de £29 on obiient
la série 0+ Ra—Ra'+ . -, qui converge wniformément vers Fox. Donc » satisfait bien 3 I équation
proposée.

11 s'agit, pour la premiére fois, d'une démonstration d’existence ne laissant ricn & désirer ;
convergence de |a série en tout poinl de U'intervalle de régulinité, justification correcte de la
dérivation terme & terme pour prouver que la série est bien solution de 'éguation. Ce travail
de PEANO upparail ainsi comme 1"ultime avatar des idées semées vers 1830 par Liouville et
Cauchy. La seule possibilité de dépasser la perfeetion atieinte par le mathématicien italien
réside désormais dans I'abanden de 'hypothése de lincarité, ce qui sera réalisé par Picard en
1890, ainsi que nous avons souligné plus haut.

e) Texte ¥ : BANACH, 1924

Aprés PICARD, les approximations successives deviennent une méthode générale de réso-
lution des équations fonctionnelles. La démaurche de PICARD trouve son aboutissement dans la
thése que soutient BANACH en 1920 et qui contient un théoréme abstrait de point fixe :

THEOREME 6. Si
1 T{X) estone opération cantinue dans £, le contre-domaine de £ (X} étant conlenu dans F;

2% il exdste wnnomnbre U < A < L yui pour tout X' et X7 remplit Iinégalitd

UGy - Uix"

< MEX - X7,
il existe un éldment X el que X — 070X,

Démonstration. ¥ désignunt un élément choisi ’wne fagon acbitraire, soit {X, } une suite qui
salisfuit anx conditions :

K=Y etpourtoutn, X..p=I0X,).

Nous allons démentrer que La suite { X, } converge suivant la naeme vers un certain élément X,
Cho observera dans c2 but que o a pour tout s > 1

BRaNaCH, 1920,
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[Xrgr = Kol = 0K - (XL 2 MK, — X,

d"oll
[Xngr — Xo S MY X X
iy
O a par hypathise M < 1; la série Z [ ¥y — Xo|| st done convergente, ce qui implique
o =t
que la série X + Z[X,,_l — X5} coiverge suivant la norme vers un certain Aément X
n=1
Or,
™
X+ Y (Kep X} =X,
n=1
done
“]ii:'n X, =X

(X} dtant continu, on a Om U(X,) = T(X) et conme
=D

Xo=U{Xo),

o1 lrouve

Time A, = Tin UK q)
o RIS Je"s ]

et finalement
X =uiX)

c.y.fd

La preuve, identique & celle que Fon trouve aujourd’hui dans les waités 0" analyse, n’appelle
pas de remarque particuliére. Par la considération d’cspaces abstraits munis de normes adéquates,
la résolution de I'équation fonetionnelle ia plus complexe devient ainsi formellement idenrique
a la 1ésolution de I'équalion numérique la plus simple. En quelque sorte, le théorame de Ba-
NACH détecmine sous quelles conditions les procédés formels wes généraux déerits pins haut
par SCHMIDTEN penvent étre considérés comme recevables en analyse. A lui seul, ce théoréme
réswme et justifie tous les algorithmes d’approximations successives utilisés pendant prés de
deux mille ans™,
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About Mathematics in University Texthooks of Economics

ZERNEER Martin
REHSEIS, Paris (France)

Abstract

in the specialization “economical and social studies” of the French baccalauréat (final
high school degrez) the mathematics curriculum has been replaced by “mathematics ap-
plicd to cconomics and the social sciences”. Problems which pretend to include economic
applications will be analyzed.

In a text on economics, we will discuss how the use of mathematics masks the intro-

duction of new economic hypotheses through the combined effects of the importance and
the weakness of the mathematical reazsoning.

There will be no prerequisit in economics and participants can choose between the two
topics. This program may be slightly modified if T find new docuineats inbetween.

Note
Mo knowledge in economics 18 necessary to understand whar follows.
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Our project

As i3 well known, mainstream economics relies heavily on mathematics. However, students
in economics are usually not so good at math and that is a problem for teaching. The usual way
out is a heavy use of graphical representations. We want to analyze how it works in a widcly
used texthook, Bamo's Macreeconomics (BARRD, 1984). This book has a short section with the
title “A note on mathcmatics and economic reasoning”™ which runs thus ;

This book does riot use any advanced mathematics. Rather, i relies on graphical methods and cc-
casional algebraic devivations. Although calculus’ wonld speed up the presentation in sawme phaces,
it is unnecessary for the main economic arguments, Stadents should thereiore non find the hook
diflicult e techoical prounds.

What will ke demanding from time (0 lime is the economic reasoning. It is this aspect of economias
that is 1he most ditficult - as well as the most rewarding. Unfortunately, rot all of this difficulty can
be avoidded if we wish 1o understand the econmnic events which oceur in the real world. The feature
that should help students by master the material 15 the use of a single, consistent model, which is
then successively refinsd and applicd to a varlety of macroecononic problems. Anyoue who invesks
enough effort to understand the basic model will eventually see the simplicity of the approach, as
well as its applicability t a wide vadety of real world issues. Conversely, anyune who fails w
master the basiec model will be in serions tonble later on. (p.25-26)°

Our questions are how the mathematics are modified in this process and whether this modifi-
calion has consequences for the economics, The first of these questions has been dealt with by
Michele Artaud (ARTAUD 1993, 1995) on the basis of another case study, namely a textbook of
financial theory (COPELAND & WESTON, 1988). On the whole, her conclusions are consistent
with ours. Our method will be to translate as closely as possible into rigorous niathematical
tertns.

Tt may be useful (o say a word about research papers in economics. Of course, they vse algebra
and calculus. But they also do use graphical methods. An example is DORNBUSCH (1983)
who studies the problem of the Third World debt®. This is a very real problem, but Dombusch’s
developing country is very unreal. The adicle appeared shortly before the first edition of Bano's
textbook and contains the very same kind of reasong and figures as those which you can find
in it.

Introducing Barro’s Macroeconomics

This book is a success. It has had four editions (more if I am not up to date) and a French
translation®*. 1 have checked that it is actually in use in French universities. It is very carefully
written and has many assets in its presentation (summaries, a glossary, ctc). The fowrth edition
on which the present text is based has substantial improvements with respeet to the preceding
ones. The author is professor at Harvard and has been an adviser to several government and
international agencies.

'Rappel pour les lecteurs francophones: cafcufus signifie catcul différentiel et intégral,

“References, when not otherwise staged, aze to the $th (1993} edition of BARRG (1984},

*1 have explained rhat article in a suminer school on didactics of mathematics (ZERNER, 1996),

*Armand Colin, Paris, 1987. L.a kaduction & été faite sur une dition antérienre {trés probablement 1a premiére)
el moins boune que celle qui est uilisée ici. I y a anssi wie certaine adaptation au contexte frangais, pas toujours
heureuse.
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A introductory chapter explains what macroeconomics is about and gives indications on the
main macroeconaimics indices @ gross national product (GNP), unemployment rate, eic. Here
are the titles of the following pas :

I Microecononiic foundations and the basic market-clearing model

I Inflation

111 Business Quctuations, uncmployment and economic growth

IV Governwent behavior

V The international economy

¥1Interactions between the monetary sector and the real sector,

Part I is of course devoted to the basic model {except for a final chapter on the labour® market).
Ag we wanlt Lo start from scratch, we'll concentrate on the beginning of the first chapter of that
part : “Work effort, production. and consumption - the economics of Robinson Crusoe”.

Basic principles

Mainstream economics is called neoclassical. Iere we will pretend to believe in its starting pos-
tulates, whatever we think of them. Tt starts from a few lines from the classical economist Adam
Smith (1723-1790) who stated that if every individual pursues his own profit, the invisible hand
of the marker will see to it that the outcome be the best possible for everyone. “The invisible
hand of the market” is a phrase which you hear very often in discussions among economists.
One of the conclusions they draw from it is that economic theory has to start from the study of
the economic behaviour of individuals {(methodological individualism),

That is why they are interested in Robinson Crusoe. To put it in BARRO's words:

In any’ economic analysiz, the determinadon of work effort, production, and consumption
depends on opportunitics for production and on preferences about working and consuming. This
hasic interaction betwesn upportunities and preferences shows up even in the simplast possible
economy. which consists of isolated individuals, each of whowm resembles Robinson Crusoe. {p.d 1}

As Robinsen Crusoe has to grant for the basic model of every subficld of economics, each
economist has his own Robinson. To the Robinson of Copeland and Weston, it is very important
to he able to choose how much of his crop he will save for sowing. Not so with Barto whose
Rebinson cannot save anything and must consume immediately all that which he produces (and
of conrse no more). The only cheice left to him is how niuch 10 work. In economic terms he is
a “hasic economic unit which we think of as a combination of a household and a finn. [.. . ] For
most purposes this abstraction will be satisfactory because some households ultimately own the
public businesses.” (p. 41-42) This basic vnit is called 4 houschold in the book, In the usual
econonic terminclogy, to be distingnished from everyday language, a household is any unit of
consumption.

Another simplification is lo supposc an cconomy with only one product. When it comes to
comparison with statistical data, the amount of this product is identified with the GNP.

*En frangais: produit natonal brut (PNE).
®Tixcept for mistakes, iy own spelling is British.
"Tncidentally, this implies that there is 110 economic analysis in Mac's works!
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Robinson Crusoee at work

The more Robinson works, the more product he gels.

Farmally, the quantity ola household's commoedity owput per period, denoted by g, 15 9 function

of the quantity of lahor impul {, We write this relation as

e = (1) (2.1

where f is the household’s production function®, which specifies the relation between the amount
of work and the guantity of goods produced. (p.42)

Obviously, this function must be increasing, Morcover;

The extra qutput produced by ane more unit of work is called the marginal (physical) prod-
uct of labor, hencefarth designated MPL. We assume diminishing marginal productivity, which
means that each successive onit of work generates progressively smaller, but sl positive, responses
of oulput. (p. 43)

In mathematical terms, this means that f, the production function, is concave. Notice that
lhere is no justification of diminishing marginal productivity, an essential and most questionable
assumption of ncoclassical economics. It may be asswmed that the students have had a course
on microeconomics in which it has been discussed.

N FIGURE 2.1 Graph of Prcelirctiwr Fineelun
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FIGURE 1 {from BARRO, 1984, p. 42)

Figme 2.1, whicli is the graphical repeesentation of equation {2.1), shows the relation of output
10 e quantity of labor inpwt. [ .. ] The positive slope of the curve (that is, of a straight line tangent
to the curve) at uny puint indicates the additional cutput that results from exira labor inpu, which is
the marginal produc) of labor, [0, ]

The shape of the production function in Figuee 2.1 implies that the slope becomes less steep as wark
effort increases. This property reflects the diminishing marginal productivity of labor. {p. 43)

& Actually all househalds are supposed w have the same production funciion tlroughout the haok.
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Through the use of the slope, which will be systematic, a new analytic property has been
imposed on the production function: it must be differentiable. This is again questionable. Sup-
pose the household is a French firm which still abides by labour regulations®. It has to pay 25%
more for every hour of work in excess of 39 per worker and per weck, which creates an angu-
lar point in its production funclion. A (weak) counter-argument might be that various angular
points from different economic units average out. As a very imporant parenthesis, note that
this example shows how utierly irrelevant the basic modet is when it comes to real sitwations in
which workers and bosses are implicd. Which Robinson chooses the level of world effont? But
here we pretend to believe in the basic principles of ncoclassical economics.

Utility
It has already been said that Robinson consumes exactly what he produces. As a consequence :
Then in the world of Robinsan Cruspe we have:
o= = il {2.2:
where ¢ is the amount of consumption in physical units. (p. 44-45)
Here a key notion steps 1n ¢

Conswmption in cach period is a souece of bappiness or utiliy for honseholds, (Henceforh, we
use ueiliry, the economist’s standard jargon } {p. 43)

Uility has now to be formalized and made graphic.

Households have a fixed amount of time in each period, which they can divide belween work
and leisure, [ .. ] We assume that leisure is infrinsically mare enjovable than Gme at work. In other
warids, leisure is 2 source of wtility for houschodds.

Suppose that we cau define a fanction to measure the amount of wtility that derives each period from
consumption and leisure. The form of this utility function is

e = I:(:3 . .’.f} I:2.3)
{+)(-)

where w, 5 the amaunt of atifity (in units of happiness, which are sometimes called wtits™®) that
semneone obtaing for period ¢, We asseme that the form of the wtility function, u, is the same for
all periods. The positive sign under the quantity of consumpiion, ¢, indicates that utilily rises with
cansumption. The negative sign under work effort, [;, signifies the negative etfect on uiility of more
work (that is, of less Teisure).'" (p. 46)

These properties are not enough for what is (o follow. Above all, utility has to be made graphic.
A stighily more sophisticated presentation going back to Parelo (1848-1923) gets rid of the
ulility function entirely, using only the indifference curves to be definad presently.

“As they are in November 1999,
19The util is never defined and never used.
UThough this is not a siandard mathematical notation, it is legitimate, couvenient, and often used by econoinists,
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A bagic assumption is thal the wility gained from an extra unit of leisuce, relative to that from an
extrg unic of consumption, diminishes as the ratio' of lsisure w consumption rises. In other words,
if someene has a lor of leisure but relatively litlle conswngtion, he or she is inore concerned with
aclding to consumption ather than o leisore. Consider (he amount of extia cansumption: needed to
cormprensate for the loss of a unit of leisure me. I a person starts with litde consamplion and a lot
of leisure, then it is important o add o consumplion. Therefore, he or she is willing to work a lot
maore to gel additonal consumption, IF the person is alrendy warking quile a hit and bas a high level
of consumption, Ihen leisnre becomes mare significant. Therefore, he or she is lesswilling to work
more and give up letsure W olitain exira consiunption.

The curve in Figure 2.5 surnmarizes this discussion, At zero work effort, | = 90, the curve specifies a
level of consumption, ¢, on the verticat axis. This amount of consumption, together with full time
leizure {1 = 0}, determines some level of wility from equation (2.3}, Denote this level of utility by
ub, “The cirve shown in the figure connects this initial point to all other possible combinaticns of
work and consumptica Lo provide the same level of utility «!.

FIGURE 2.5 An fmdifference Cnrve for Work dnd Conmslimgiion
A fdais (Y o fe coree pivie e smine fesel af urittiy, ul Bence tee bowsebold 53 aindfferenr
armng Liese redirs of wark afferd And congywption

FIGURE 2 (from BARRO, 1984, p. 47)

Suppose the persos works a positive amount, 50 that leisure becomes less than a full Hme activity,
Assnme that work is one hour per day, represented by { = 1 in Figure 2.5. By itself, this reduction

2The word “ratio” is used here in a loose and non technical sense. This is not important. M.Z.
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in lefsure lowers utility, But we wanl (o know how much additional conswnption would restore the
original level of vtility. Devnte by Ac' the required amount of extra consumplion Then the new
combination of work and cousumplion, where § = 1 and ¢ = 2 + Acl, yields the same ucility as
the initial pair, where § = 0 and ¢ = . Hence, the parson is indilferenl between the two pairs of
work and consumption. We show that these twe poinls yield the same level of wtility by connecting
them by the corve shown in the fgure.

If the person works another hour, that is, £ = 2, then some additonal conswmption is again
needed t0 maintain the level of utility, Figure 2.5 assumes that the required extea consumption is the
amount $c¥. Therefore, the point where | = 2and = = ¢ | Act + Ad? again provides the same
utility as the initial pair, where ! = Qand & = 7,

¥e can contimue this exercise as the amoont of work rises. Tle result is the curve in Figoie 2.5,
which shows all pairs (1, ¢} that ¥ield the saime level of utility. Since people are inditferent among
these pairs of work and consuinplion, the curve is called an indifference curve.

“The previcws discussion (ells us something abouat the shape of sy indifference curve. As someone
wirks mare, euch additonal unit of work requires a greatee arount of coasumption 13 maintain
wiility. Thereipre, the size of each addition to consumption, Ae, is larger (he higher the assocated
nuimber of work hours, Note in particular that et € Ac® < < AS < Ac® in Figwe 2.5,

At anry point along the indifference ourve, the stope of a tangent straight line indicates (he incre-
el in conswmnption that a person requires to make op for the loss of a wiit of leiyure, Each of the
additions 0 consumplion, Sc, that appears in Figure 2.5 approximates this skope in the vicinity of
the corresponding level of work, For example, the amount £c? is 2 good measure of the slope when
the level of work lies between one and nwo hours pec day. The previous results imply that the slops
of the indifference curve rizes as the ameunt of work, £, increases.

This long quotation shows us the utter care which BARRO brings to his economico-mathema-
tico-graphical explanations {with apologies for the long word). We extract from it the analytic
properties of an indifference curve: it is the graph of an increasing, differentiable, and convex
function of I.

These are the properties of one indifference curve. BARRC goes on to explain briefly what
happens when one goes from one indifference curve to another one, Qbviously, these curves do
not intersect, and the higher the curve. the higher the constant level of ulility on it The fact that
there is one such curve through each point of the positive quarter of the plane is implicit.

Robinson’s optimization

We are now in a position o decide with Robinson how much he will work, 'We have skipped
above several mentions of how this is done, namely by finding the balance between work and
consunption which yields the highest possible leve! of utility. Beware that Robinson is a very
wise man : he knows his production function and his utility function, so that in principle he is
left with a purely mathematical problem. Here is the way BARRO cxplains the selution.

Suppose that & howselold begits from a particwliar combination of work and consumplion ({, ),
We can consult Figure 2.6 to find the indifference curve to which the point corresponds, The slope
of the indifference curve al this point indicates how much extra conswmption, Ac, sameone insists
am to work an additdional wnit of lime. To determine how owch one actually works, we combing the
indifference curves with a description of people’s opprinnities Tor raising consumplion when work
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effort rises. In the rodel, these opportunities come from the production function, which appears in
Figure 2.1, The marginal product of Taber, MFL, is the amount of extra oulpul generaled by an extra
onit of wark. Tuether, we know from eguation (2.2) that each addition w cutput carresponds o an
equal addition w consumption.

FIGURE 2.6 A Faomily of fudiffercvee Cirves for

Wiark and Cosgu)iprisen
“ T dvvi e’y

e
u? curre el o' f e
/ ut
/ ul
'

FIGURE 3 (from Barro, 1984, p, 49)
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The MPI. is the addilion o production, and therefere to consumption, that results from an extra
unit of waork, The stope of (e indifference curve is the amouat of exrd consumption that 4 persan
needs o make up fior less Teisure, Therefore, if the MPL excecds the slope of the indifference curve,
then the person will be better off if he or she works more and uses the added output o expand
consumption. However,as workt rises, the MPL declines, and the slope of the indifference corve
rses. Therefore, the incrense in work lessens the initial excess of the MPL over the slope of the
indifference curve. When (he gap vanishes, that is, when the marginal product equals the stope of
the indifference corve, it no longer pays w work moce.

[...

To sumimarize, each bousehold chooses the combination of work and conspmption that imaxi-

mizes utility. Therefore, the household selects the pair {*, +*) at which the prodnction (unction is
tangent 1o an indifference cuvve. (p, 44-5()

The part which we have skipped describes the optimization process in inore graphical lerms on
the basis of the figure reproduced below.
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Fiure 4 (from BARRG, 1984, p. 5O)

We need some notations to analyze the mathemalics involved. The partial derivatives ol a
function ¢ of [ and ¢ will be denoted by g; and g,. The key mathematical object is the slope
pli,c) of the indifference curve at the point (7, ¢). From it, we can recover the indilference
curves by Cauchy’s theorem on differential equations. Let us assume it is differcntiable as well
as the utility function.

By the definition of the indifference curves, we have :

wr bopu. =10 {a)
The convexity of the indifference curve can be translated into the incquality :

mtpp. > U ]

Let us first exanling BARROs assertion that, as long as as the slope of the production function
exceeds the slope of the indifference curve, the slope of the indifference curve increases with
increasing work time along the graph of the production function. This would imply that the
derivative alony the graph, namely p; + f'p.. be non negative, Nothing of the above grants ns
that. Indeed, look at the following figure.
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FIGURE 5

It is left as an exercise for the reader to find functions that fit it. (Hint: it is enough to find p).
However, this objection vanishes il the slope of the indifference curve is an increasing function
ol ¢ when | is kept constant*®. Anyonc who accepts the indifference curves as a legitimate eco-
nomic concept and thinks that they are convex will probably be willing to grant this addirional
assumption.

So we can be convinced that, starting from a point were the MPL is lower than the slope of the
inditference curve and increasing work the gap will diminish. Can it be proved, with all the
preceding hypotheses, that it will vanish at some point? The answer is a square ne. Tf you doubt.
it, just try and when vou tired of it, check on the following counter-example.

F = Va4 2
We need not to know explicitly w, it is enough to have the indifference curves, Take for their
cguation :
1.+
c=r4 —{% +Arctg r)ve+ 12
e
where ¢ is a real parameter.

(Notice that f* > Land p < 1)

In economic terms, there are siluations in which Robinson, in order to maximize his utility, has

(o work as much as he can'?.

ST show that p(ly, f{I5)7 = pllg, F{ad) when iy = 4y and #' = pon [, (1], use the point with abscissa Iy on
the indifference curve through (§, F{iy]).

“*How much is that? Tn early nineteenth century England, 16 hours a day must have been quite frequent. In the
1820s, the partiainent passed a bill forbidding children to work more than 8 hours per day. As machines staying
idle for 16 hours cach day is not tolerable for profit, work was organized in two mms of & bours for children and
one of 16 for grown up workers,
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Nosy what ave they going to do with that?

We are not through with the economics of Robinson Crusoe, not to speak of the basic model.
The next step is to study shocks. By this word, econonists mean a great variety of phenomena,
ranging from technical improvements to bad harvests, All these are supposed 1o be formally
representable by a change in the production function. This is handled graphically on the basis
of the tangency of the graphs of the old and new production functions and the indifference
curves (fixed for etemity). The first example is at the end of this same chapter where the long
run evolution of working time is supposed to be explained by technical progress.

In the next chapter, Robinson is brought to a world equipped with ratckets and, most important,
money and credit so that be has new indifference curves relative 1o his choice between consu-
ming now or in the next period. But the rule that everything is consumed as soon as it is
produced remains valid. Indeed, it is quite essential to make the basic model complete and
operational, as is seen in chapter 5 “The basic market-clearing model”.

The basic model is then applied to a large variety of real world issues indeed, including increase
or decrease of taxes, level of unenployment and a lot of others, And all thig relies on the
reasoning we just found fanlty.
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